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RESUMO

No vasto ramo da Teoria Ergddica as medidas fisicas e SRB sao objetos centrais no estudo
do comportamento cadtico de sistemas dindmicos. A questio da regularidade dessas medi-
das possui papel fundamental no desenvolvimento da teoria. Desse modo os sistemas que
admitem medidas fisicas e SRB ganham particular interesse na area de Sistemas Dinamicos.
Com isso ter conhecimento de técnicas que permitem explorar a existéncia e a regularidade
de tais medidas ¢é crucial. Objetivo principal deste trabalho é compreender o argumento de
transversalidade de Tsujii [Tsu01] que garante a regularidade da medida fisica para uma classe
de endomorfismos de Anosov do tipo produto torto. O argumento demonstra que havendo
suficiente transversalidade entre as variedades instaveis, a medida fisica tem que ser absoluta-
mente continua, e é inspirado pela solu¢ao de Peres e Solomyak [PS96] para um problema de
Erdds em teoria geométrica da medida, as chamadas convolugdes de Bernoulli.

Palavras-chave: Sistemas Dinamicos; Teoria Ergédica; Endomorfismos de Anosov; Produto
Torto; Medidas Fisicas.



ABSTRACT

In the vast field of Ergodic Theory, physical and SRB measures are central objects in the
study of the chaotic behavior of dynamical systems. The question of the regularity of these
measures plays a fundamental role in the development of the theory. Thus, systems that admit
physical and SRB measures gain particular interest in the area of Dynamical Systems. Therefore,
having knowledge of techniques that allow exploring the existence and regularity of such mea-
sures is crucial. The main objective of this work is to understand Tsujii’s transversality argument
[Tsu01] which guarantees the regularity of the physical measure for a class of skew-product
Anosov endomorphisms. The argument demonstrates that if there is sufficient transversality
between the unstable manifolds, the physical measure must be absolutely continuous, and it is
inspired by Peres and Solomyak’s solution [PS96] to an Erdds problem in geometric measure
theory, the so-called Bernoulli convolutions.

Keywords: Dynamical Systems; Ergodic Theory; Anosov Endomorphisms; Skew-Product;
Physical Measures.
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CHAPTER 1

Introducao

Nesta dissertacdo iremos considerar um sistema dindmico sendo as iteracdes sucessivas de um mesmo
mapa f definido em um espago métrico. A drbita de um ponto pelo sistema f serd o conjunto formado
por cada iterada de f nesse ponto. De modo geral, o problema que norteia a drea de sistemas dindmicos é
o de descrever o comportamento assintético das 6rbitas.

Estamos interessados em saber para onde os pontos estdo indo, se essa sequéncia de pontos possui
um ponto de acumulagdo. Uma outra questdo a saber € se existe recorréncia no sistema, isto é, existe
algum periodo de tempo no qual a érbita retorna ao ponto inicial ou pelo menos préximo a ele ? Os pontos
recorrentes sao especiais e eles sdo o comego de partida para compreender o problema central de sistemas

dindmicos. Para conhecimentos gerais sobre sistemas dindmicos sugerimos consultar [KKH95] e [BS02].

1.1 Motivacao

Para tentar compreender o comportamento das 6rbitas de um sistema dindmico ao longo do tempo, existem
diferentes pontos de vistas que podem ser adotados e juntamente a eles existem um arcabougo de técnicas
a serem usadas na tentativa de resolver este problema. Nas duas subsecdes vamos apresentar dois modos

de ver que a principio parecem ser distintos.

Hiperbolicidade

Nesta se¢@o veremos em particular os sistemas uniformemente hiperbdlicos os quais ja sdo bem conhecidos
tanto do ponto de vista topolégico quanto do ponto de vista ergddico. Dentre as varias propriedades que
estdo presentes nesta teoria destaquemos trés que sao cruciais: decomposi¢@o espectral, estabilidade e
medida fisica invariante. Deixemos a dltima propriedade para depois.

Seja M uma variedade compactae f : M — M um difeomorfismo. Um subconjunto A C M
compacto invariante é um conjunto hiperbdlico para f se o fibrado tangente de M sobre A admite uma

decomposicao continua ThA M = E" & E* invariante pela derivada e tal que
1D el < Xel[Df[es|| < A,

para alguma constante A < 1 e para alguma métrica riemanniana.
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No estudo do comportamento das drbitas os pontos que possuem recorréncia merecem destaque. Um

ponto x € M € ndo errante para f se para toda vizinhanga U de x existe um n > 1 tal que
™u)ynuU # 0.

Denotamos o conjunto de todos os pontos ndo-errantes de f por Q(f).

Com isso, o difeomorfismo f é uniformemente hiperbdlico ou satisfaz Axioma A se: () é hiperbélico
para f e Q(f) é igual ao fecho do conjunto dos pontos periddicos de f. Para obtermos um dos principais
teoremas da dindmica hiperbdlica precisamos de mais duas defini¢des.

Um conjunto f-invariante € transitivo se ele contém alguma 6rbita densa. Por fim, dizemos que um

conjunto A f-invariante € isolado se existe uma vizinhanca U de A tal que

A=) ).
ne”L
Dito de outra forma, A coincide com o conjunto dos pontos cuja drbita permanece em U para todo n.
A seguir, vejamos um dos teoremas cruciais para o estudo das 6rbitas do sistema do ponto de vista da

dinamica hiperbdlica conhecido como Teorema da Decomposi¢cao Espectral.

Teorema 1. Seja f um difeomorfismo uniformemente hiperbdlico e Q( f) o conjunto ndo-errante. Entdo

Q(f) se decompéde numa unido finita disjunta
Qf) =M U---UAy

de conjuntos A; f-invariantes transitivos que sdo compactos e isolados. Mais ainda, os a-limite e w-limite

de toda drbita estdo contidas em algum A;.

Os conjuntos A; obtidos no teorema acima sao chamados de pecas bdsicas.

Para a prova do teorema acima e para mais informacdes sobre dindmica hiperbdlica consulte [Wen16].

Ergodicidade

O estudo das 6rbitas sob o ponto de vista da Teoria Ergddica € feito de modo estatistico. Para entendermos
melhor essa afirmacdo precisamos definir o principal objeto de estudo da teoria: sistemas dinAmicos que
preservam medida.

Diferentemente da estrutura do sistema da se¢@o anterior, agora vamos considerar (M, BB, i) sendo
um espaco de medida e seja f : M — M uma funcio mensuravel. Dizemos que a medida p € invariante
por f se

WE) = u(fE)

para todo conjunto 2 C M mensuravel.
Cabe observar que ao adicionarmos a estrutura de teoria da medida ao sistema, continuamos tendo

uma configuragdo bem geral por causa do seguinte teorema.

Teorema 2. Seja f : M — M uma transformacdo continua num espaco métrico compacto. Entdo existe

pelo menos uma medida de probabilidade em M que é invariante por f.
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Ou seja, temos que as medidas invariantes existem em abundancia. Dentre elas existem algumas que
se destacam por descreverem melhor a trajetoria das érbitas do sistema. Para falar dessas tais medidas
precisamos entender as propriedades que as tornam importantes. Antes vejamos, assim como vimos na

secdo anterior, um resultado sobre recorréncia conhecido como Teorema de Recorréncia de Poincaré.

Teorema 3. Seja f : M — M uma transformacdo mensurdvel e seja jn uma medida finita invariante por
f. Seja E C M qualquer conjunto mensurdvel com u(E) > 0. Entdo para ji-quase todo ponto © € E

existem infinitos valores de n para os quais f"(z) € E.

Dito de outro modo, dada qualquer medida invariante finita, quase todo ponto de um conjunto
mensuravel qualquer E regressa a £/ um nimero infinito de vezes.
Para continuar analisando as 6rbitas de f considere um conjunto mensuravel £ C M com medida

positiva e um ponto x € M qualquer. Mais concretamente, vamos analisar o conjunto
{j>0:f(z) e E}.

Pelo teorema de recorréncia de Poincaré sabemos que este conjunto € infinito para quase todo x € E.
O préximo teorema ird nos fornecer informacdes mais precisas sobre o comportamento assintético das

Orbitas.
Teorema 4. Seja f : M — M uma transformagcdo mensurdvel e seja | uma probabilidade invariante
por f. Dada qualquer funcdo integrdvel ¢ : M — R, o limite
- hal J
=t Z o(fi

existe em p-quase todo ponto x € M. Além disso, a fungdo qz~5 definida desta forma é integrdvel e satisfaz

[ d@ute) = [ ola)duta

Note que o teorema que acabamos de enunciar tem um teor quantitativo. O ideal para o célculo do
tempo médio de visita seria o limite convergir para a integral da funcao (;3 De fato isso se torna verdade
quando a probabilidade p invariante for ergddica.

Formalmente dizemos que uma medida p € ergddica se para toda fungdo integravel ¢ : M — R

= / o(x)dp

Com a ergodicidade em maos somos capazes de efetivamente calcular o tempo médio em que as

tem-se

para p-quase todo ponto.

6rbitas do ponto x visitam partes do conjunto M. Uma das consequéncias dindmicas vinda da propriedade

da medida ser ergddica € a garantia de que quase toda érbita é densa no suporte da medida.

Teorema 5. Seja f : M — M uma aplicacdo mensurdvel num espaco topologico M com base
enumerdvel de abertos e seja |1 uma probabilidade ergddica para f. Entdo a érbita { f"(x) : n > 0} de

u-quase todo ponto x € M ¢é densa no suporte de .
Para as demonstra¢des dos resultados acima ver [VO14] ou [Dan12].
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1.2 Conjectura de Palis

Depois de apresentado os dois pontos de vistas, vamos ver como eles se concectam resultando em uma
das famosas conjecturas de Palis.

Uma peca bdsica A; é um atrator hiperbdlico se
Ws(Al) = {IL‘ e M : w(a:) S AZ}

contém uma vizinhanga de A;. Isso implica que o conjunto estdvel W*(A;) serd a bacia do atrator A;.
Uma pergunta que surge é: o que podemos dizer quando o nosso sistema é Axioma A ? Nesse caso,

se o0 sistema é Axioma A de classe C? temos que
A; é atrator <— m(W?*(A;)) > 0,

onde m é a medida de Lebesgue, que € o mesmo que dizer que a bacia do atrator precisa ter medida
de Lebesgue positiva. Logo ao tomarmos a unido das bacias das pecas bdsicas, B(A;) formam um
subconjunto de M com medida de Lebesgue total.

O primeiro resultado que une a hiperbolicidade com teoria ergédica garante a existéncia e unicidade

de uma medida de probabilidade invariante e ergddica.

Teorema 6. Todo atrator A de um difeomorfismo uniformemente hiperbolico C? suporta uma tinica

medida de probabilidade invariante u tal que

para todo fun¢do continua ¢ e m- quase todo ponto x € B(A).

O teorema acima esté nos dizendo que ndo importa o qudo complicado seja a dinamica do sistema,
o comportamento da maioria das érbitas que estdo na bacia de um atrator hiperbdlico € completamente
determinado de maneira estatistica. As medidas obtidas do teorema acima sao chamadas de medidas
fisicas.

Observe que a propriedade garantida pelo teorema 6 nos diz que a medida p pode ser explicitamente
calculada. Ou seja ao escolhermos aleatoriamente uma 6rbita dentro da bacia do atrator, podemos calcular
quanto tempo a 6rbita de um ponto passou em um subconjunto V' C M para m-quase todo ponto
x € B(A). Logo chamamos p de medida fisica, pois podemos "enxergar" as 6rbitas de x passando por
algum conjunto de M.

Da mesma maneira que definimos um atrator hiperbdlico podemos definir um atrator de modo geral.
Seja M uma variedade C*° e f : M — M um difeomorfismo, A C M é um atrator se é um conjunto
invariante, transitivo e se sua bacia de atragdo, B(A) possui medida de Lebesgue positiva.

Seja 1 uma probabilidade invariante por f em M. Dizemos que u é uma medida fisica se a sua bacia

n—1
B(p) =<z e M: lim Z(b(fj(x))—/qbdu,qu:M%RCo
j=0

possui medida de Lebesgue positiva.
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Como tinhamos comentado anteriormente dentro do conjunto das medidas invariantes temos aquelas
que se destacam por descreverem com mais precisdo o comportamento das 6rbitas. E o caso das medidas
fisicas, note que, pela definicdo, medidas que sdo absolutamente continuas e ergddicas serdo sempre
medidas fisicas.

No inicio do século XXI o matemdtico brasileiro Jacob Palis listou algumas conjecturas numa tentativa

de termos uma compreensao global do comportamento dos sistemas dindmicos.

Conjectura 7. Existe um subconjunto denso D de classe C", v > 1, de um sistema dindmico numa
variedade compacta tal que existe um niimero finito de atratores cjuas as bacias cobrem Lebesgue quae

toda a variedade.
Conjectura 8. Para qualquer elemento de D todos os atratores suportam medidas fisicas.

Conjectura 9. Dado um elemento de D e qualquer atrator, entdo para quase toda perturbacdo pequena
C" ao longo de familias de k-pardmetros genérica existe um conjunto finito de atratores cujas bacias

cobrem a maior parte da bacia original, e esses atratores também suportam medidas fisicas.

Pelo o que foi discutido até o momento, a pergunta: quais sistemas admitem medida fisica ? torna-se
de certo modo relevante para o estudo da descricdo das drbitas do sistema. Entretanto, podemos fazer um
questionamento mais simples: quais sistemas conservativos sao ergddicos ? Mais ainda, quais sistemas

admitem uma medida invariante que é absolutamente continua?

1.3 Endomorfismos do tipo produto torto

Os mapas dados pelo Tsujii em [Tsu01] sdo definidos da seguinte maneira. Seja S! x R um cilindro e

defina a transformagio 7' : S! x R — S! x R sendo

T(x,y) = (lx, Ay + f(x)),

onde / >2,0<A<1lef:S'"— Réumafuncio de classe C?.

Segue-se da prépria defini¢do de 7' que na base temos uma expansdo por um fator ¢ e nas retas
verticais temos contracdo por um fator A juntamente com uma translagdo por uma fungao f.

Esta transformagdo pode ser vista como uma classe de mapas que generalizam as transformacdes do
padeiro generalizada. Uma particularidade destas transformacdes do padeiro generalizada € a sobreposicao
e deslizamento que obtemos ao construirmos o seu grafico e é por meio dele que prova-se que o sistema
admite uma medida ergddica absolutamente continua.

O Tsujii prova o seguinte teorema.

Teorema 10. Existem pardmetros A € (0,1),£ > 2e f : S' — R C? tal que a transformagdo T possui
uma tinica medida fisica | que é absolutamente continua com respeito a Lebesgue em S' x R. Mais

ainda, existe um conjunto aberto ndo-vazio T de pardmetros (X, f) no qual p é absolutamente continua.

A prova da existéncia e unicidade da medida fisica segue-se da constru¢do de uma semi-conjugagao
com o um produto torto auxiliar (ver capitulo 4). O ponto crucial é a suavidade da medida p, para isso

iremos analisar como a sobreposi¢do e deslizamento dos graficos de 7" influenciam na regularidade de p.
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De maneira mais precisa os graficos de T serdo as variedades instaveis. A prova da regularidade p
se baseia na ideia de como a transversalidade das variedades instaveis da pista para a sua continuidade
absoluta, mais ainda essa transversalidade deve ocorrer para a maioria dos graficos S(z, a).

A condic¢do geométrica de (e, d)-transversalidade, que serd definida nos préximos capitulos, foi
inspirada no mesmo tipo de transversalidade usada para resolver o problema das convolucdes de Bernoulli
em [PS96]. Para mostrar que o conjunto 7 € aberto ndo-vazio, serd necessario definir um "condi¢éo de
transversalidade de Tsujii" e juntamente com um argumento padrao de compacidade para mostrar que a
condi¢do é semicontinua superiormente.

Os capitulos desta dissertacdo foram organizados de tal que modo que pudesse ficar claro como os
artigos de Peres-Solomyak e Tsujii se conectam. No capitulo 2 foram apresentadas técnicas da teoria
da geométrica da medida, além de dois critérios importantes que garantem a continuidade absoluta da
medida a depender da situacgao.

No capitulo 3 € apresentado o problema das convolugdes de Bernoulli e como a nogdo geométrica de
d-transversalidade garante a continuidade absoluta da medida em um certo intervalo para o pardmetro
envolvido.

No capitulo 4 obtemos a medida fisica para o sistema 7', além disso é uma feita uma andlise acerca dos
pardmetros ¢, A e f para entender em quais casos temos continuidade absoluta com respeito a Lebesgue.

Jéa no capitulo 5 definimos a (g, §)-transversalidade inspirada na 0 -transversalidade para garantir a
continuidade absoluta da medida p usando um critério estabelecido no capitulo 2. Além disso, definimos

formalmente a "condicao de transversalidade de Tsujii" e provamos por completo o teorema 10.
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CHAPTER 2

Diferenciabilidade de medidas:
criterios para continuidade absoluta

Este capitulo tem como objetivo apresentar dois critérios para continuidade absoluta de medidas, usados
por Yuval Peres e Boris Solomyak em [PS96] e por Masato Tsujii em [Tsu01], respectivamente. Apesar
de diferentes, ambos vem da Teoria Geométrica da Medida e sdo baseados na ideia de "tomar a derivada

de uma medida em relacdo a outra".

2.1 Sobre a teoria geométrica da medida

Antes de apresentarmos os Teoremas de Besicovitch e Vitali que serdo usados na prova do critério da
continuidade absoluta via finitude da derivada, vamos entender melhor a importancia de dois conceitos que
serdo fundamentais para os proximos capitulos: continuidade absoluta e diferenciabilidade de medidas.

Informalmente dizer que uma medida p € absolutamente continua com respeito a uma medida v
signifca que p possui comportamento bem parecido com v, isto €, em conjuntos nos quais v € de medida
nula, x4 também serd de medida nula.

Do mesmo modo que a continuidade absoluta é uma relacio entre duas medidas, a noc¢do de diferen-
ciabilidade de medidas também é. Ainda sem muito rigor, podemos pensar que uma medida p € derivavel

num ponto x com respeito a uma outra medida v em um aberto F, nesse caso escrevemos D,,(z) = a, se

u(E)
v(E)

— a

quando o diam(E) — Oex € E.

Entretanto, a defini¢do de diferenciabilidade acima permite exemplos nos quais ¢ ndo € derivavel.
Para contornar esse problema necessitamos utilizar limites superior e inferior o que justifica a definicdo 5
da secdo 2.2.

Do ponto de vista da Teoria da Medida essas duas nocdes se conectam de maneira natural ao
estudarmos a relagdo entre a integracdo com respeito a medida de Lebesgue e a derivada no espago
euclidiano R¥. Mais precisamente, seja f : [a, b] — R uma fungio continua com derivada f’ continua

definida para todo z € [a, b], daf o Teorema Fundamental do Cdlculo (TFC) nos diz
x
| 1w =@ - @
a
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para todo z € [a, b].

A questio é: serd que € possivel estender o Teorema Fundamental do Célculo para um contexto mais
geral ? Ou seja, se f’(x) s6 existisse Lebesgue quase todo ponto z € [a, b] e fosse Lebesgue integravel, o
TFC ainda valeria ?

Uma resposta imediata é que ndo € possivel generalizar o TFC para uma classe mais ampla de funcdes.
Porém, utilizando a continuidade absoluta e diferenciabilidade de medida é possivel explorar o problema
mais profundamente.

A principal estratégia para resolver o problema é quebrar em outros dois problemas mais simples
de serem resolvidos. Para isso € suficiente usar o Teorema de Derivacdo de Lebesgue que no ambiente
X = R* e sendo m a medida de Lebesgue e ;2 uma medida boreliana, nos garante que . é derivavel em
m-q.t.px € X e D,(x) (definida em m-q.t.p) € m-integravel. Mais ainda, para todo boreliano F vale a

decomposicdo
W(E) = is(B) + [ Dydm,
E

com pg singularame D, = 0em m-q.tpzr € X.
Vejamos como isso se dd na prdtica. Seja f : [a,b] — R satisfazendo o TFC, entdo para todo

y <z € [a,b] vale

f@) - 1) = | " (. @1
)

A expressdo (2.1) nos diz que a fungdo f define uma medida p dado por u([y, z)) = f(x) — f(y) e que
essa medida é absolutamente continua com respeito a Lebesgue. Entdo pelo Teorema de Derivacao de

Lebesgue,

Agora observe que o TFC vale se, e somente se paray < x € [a, b] temos ps([y, z)) = 0. Isso é mesmo
que a parte singular da medida ¢ com respeito a medida m ser nula e isso implica que p € absolutamente
continua com respeito a m.

Portanto para generalizarmos o Teorema Fundamental do Célculo precisamos resolver dois problemas:
classificar as fungdes f : [a,b] — R para os quais f(z) — f(a) := p([a,b)) define uma medida. E o
segundo que nos interessa destacar é: dentro da classe de fungdes do primeiro problema, estabelecer
quando f determina uma medida p absolutamente continua em relagdo a Lebesgue. Como vimos isso é
o mesmo que dizer que f realiza a tese do Teorema Fundamental do Célculo. Para uma discussido mais
detalhada ver [Cas04]

Agora estamos interessados em enxergar a relacdo existente entre a continuidade absoluta de medida
e diferenciabilidade de medida dentro da Teoria Geométrica da Medida. Uma das preocupagdes dessa
4rea é o estudo das estruturas geométricas de conjuntos de Borel e medidas de Borel em R”.

Entretanto esses conjuntos possuem "pequenas irregularidades” tendo medida de Lebesgue nula. Os
objetos em questao sdo diferentes de curvas e superficies suaves, eles possuem comportamento fractal

como por exemplo: conjuntos de Cantor. Em resumo uma parte da Teoria Geométrica da Medida
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estd interessada em estudar as estruturas geométricas de fractais utilizando a Teoria da Medida como
ferramenta.
Em Sistemas Dindmicos os fractais aparecem naturalmente no estudo dos chamados atratores estranhos

como conjuntos invariantes, notadamente por sistemas com alguma hiperbolicidade.

Teoremas de recobrimento

Um dos problemas técnicos mais fundamentais na teoria geométrica da medida € sobre controlar o grau
de sobreposicdo de coberturas por conjuntos mensurdveis. Aqui vamos apresentar uma versao elementar e
auto-contida do Teorema de Besicovitch (Teorema 12) no caso da reta. Para um tratamento mais detalhado,

sugerimos consultar [Mat99].

Definicao 11. Seja F uma familia enumerdvel de intervalos compactos de R. Dizemos que F é uma

2-cadeia se
(1) Paratodo x € Rvale #{l € F:x € I} <2
(2) Paratodo I € F, UJef—{I} J é desconexo.

Precisamos do seguinte lema que garante que dada uma familia finita qualquer de intervalos da reta

sempre podemos tomar uma subcobertura que é uma 2-cadeia.

Lema 1. Dados Ji, ..., J, intervalos tais que | J;-_, J; é conexa. Entdo existem indices iy < --- < i}, €

{1,...,n} tais que

Jilu"'UJik:UJi

e, além disso, a familia {J;, }le é uma 2-cadeia.

Proof. Sejam Jy,...,J, C R intervalos fechados tais que a unido desses intervalos, U";.J;, € um
conjunto conexo da reta. Considere .J; = [a;, b;] de tal modo que a;, = min{a;}, isto é, o intervalo
Ji, = lai,,bi,] € o intervalo mais a esquerda.

Note que se UJ; C J;,, segue-se da definicdo de 2-cadeia que obtemos o desejado. Caso contrdrio,
pela conexidade de UJ;, existe um indice iz tal que b;, € int(J;,) e a;;, < a;,. Ou seja, existe um
intervalo J;, intersectando o extremo direito de J;, .

Pelo mesmo raciocinio que acabamos de ver, se
U Ji C Ji, U dy,

temos uma 2-cadeia. Caso contrdrio, existe um i3 tal que b;, € int(J;,) e a;, < a;;. Como a colegdo
J1,...,Jp € finita, prosseguindo com esse algoritmo obtemos finitos indices 7; com 17 < - -+ < 4} €
{1,...,n} tais que

Jiy U U Jik

¢ uma 2-cadeia que cobre todo o intervalo B = | J;"_; J;. ]

A ideia da prova do Teorema de Besicovitch que iremos apresentar ¢ utilizar o algoritmo obtido no

lema anterior e aplicar indugdo para concluir que podemos realizar um processo finito infinitas vezes.
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Teorema 12. Dada uma cobertura enumerdvel de um subconjunto mensurdvel A de R por intervalos

compactos, existe uma subcobertura que é uma 2-cadeia.

Proof. Seja A C R um subconjunto mensurdvel. Considere {.J, } uma cobertura enumeravel de A e seja
U:2, Ja, uma subcobertura de {.J, }. Tome as n primeiras unides: | J;" ; Jo,. Entdo pelo Lema anterior

sabemos que existem i; < --- < i, € {1,...,n} tais que
o U+ U da,

é uma 2-cadeia.
Agora considere U?ill Jo,;, ainda pelo Lema anterior existem i1 < --- < i < ix41 € {1,...,n+1}
tais que

oy U+ U da,, U,

i Yippr
€ uma 2-cadeia.

Seguindo indutivamente em n, temos que U;”il Jo; € uma 2-cadeia. O
- J

Seja X um espago métrico e ;4 uma medida em X . Ao considerar um ponto z € X e uma bola fechada
centrada em x diremos que  é localmente finita se para todo x € X existe r > 0 tal que u(B,(z)) é
finita. Para as proximas defini¢des lembre que a familia de conjuntos de Borel em X € a menor o-dlgebra
contendo os subconjuntos abertos de X.

Naturalmente 1 ser uma medida de Borel € dizer que todo conjunto de Borel € ;1 mensurdvel. Caso
ainda tenhamos que para todo A C X, A seja um subconjunto de um conjunto de Borel B tal que
u(A) = p(B) entdo p serd uma medida regular de Borel.

Por fim, diremos que uma medida p é de Radon se for uma medida de Borel com as seguintes
propriedades: a medida de qualquer compacto K C X ¢ finita; se K estd contido em qualquer aberto V'
de X, u(V') € o supremo das p(K); e caso para qualquer subconjunto A de X tal que A C V, u(A) éo
infimo de p(V).

Do mesmo modo do teorema anterior, o proximo resultado é um caso particular e mais simples s6
que agora do Teorema de Recobrimento de Vitali para medidas de Radon. A sua versdo para medida de

Lebesgue e a sua generaliza¢do para medidas de Radon pode ser vista em [Mat99].

Teorema 13. Seja p uma medida de Radon em R. Seja A C R um conjunto de Borel mensurdvel. Seja
F = {l.}acr uma familia de intervalos tal que todo ponto de A é o centro de algum elemento de F com

raio arbitrariamente pequeno, isto é,
inf{r>0:[a—r,a+r]eF} =0,
para todo a € A. Entdo, existe uma subfamilia enumerdvel B C F, B = {1} satisfazendo:
() m>n=1I,NI,=0
(2) p(A\Up S 1n) = 0

Proof. Pelo Teorema de Lindeloff podemos assumir que F € enumerével. Além disso, podemos supor
sem perda de generalidade que p(A) > 0. Inicialmente suponha que A seja limitado.

Como x € uma medida de Radon existe um aberto U talque A C U e
n(U) < (1+8Hu(A).
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Pelo Teorema 3 podemos obter duas subfamilias F7, F» C F tais que os elementos de cada familia F;,

1 = 1,2, sdo dois a dois disjuntos e, além disso,

AC UIuUng.

IeF1 fe]:Q

Entao

wA) <p(lJ D+p | D <2max{uJ D, n(JD)}-

Ier IheF,

Seja F' € {F1, F2} tal que o maximo acima é assumido em F'. Tomando uma subcobertura finita

F" de F', se necessdrio, temos

p(A) <4p( | 1)
I/IE;//

Agora defina Ay = A\ J;»czv I”. Entio

u(A) < pO\ U 17

meFn

=p) —pu( |J 1
meFn

< (148 Hu(A) =47 u(A)

= Au(4),

onde \=1-8"1<1.
Como A; C R\ Uy zn I" existe um aberto Uy tal que

A CU SR\ | IMeu(U) < (1+8Mu(A).
I”E.F”

Repetindo o argumento acima, obtemos uma nova subfamilia finita ;' C F\F”, formada por

intervalos disjuntos e satisfazendo: se Ao = A1\ J reFy I, entdo
p(Az) < Au(Ar) < N u(A).
Prosseguindo por indugdo, obtemos familias finitas
Fpi1 SF\FIU---UF,
tais que se A, = A\ U, Urrerr I! entdo
1(An) < XN'u(A).

Como 0 < A < 1, isto prova o resultado no caso que A € limitado.

Para o caso geral basta aplicar o caso particular aos conjuntos
AN[n,n+1),n € Z.

Isto completa a demonstragao.
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2.2 Continuidade absoluta via finitude da derivada

Tendo os teoremas de recobrimento em maos estamos aptos a provar o critério de continuidade abso-
luta usado por Peres e Solomyak. Vejamos as defini¢des formais de diferenciabilidade de medidas e

continuidade absoluta.

Definicao 14. Sejam p e m medidas de Borel localmente finitas em R™. As derivadas superior e inferior

de 1 com respeito am em x € R" sdo definidas por:

- (B (z))

D(p, m,z) = limsup
o) =R B )

(Br(z))

D = liminf ———~%.
7(M,m,x) H}:ibn m(BT(x))

Nos pontos onde os limites existem a derivada de 1 é
D(,ua m, x) - E(M; m, .’E) = Q(M, m, :U)

Definicao 15. Sejam i e m medidas de Radon em R". Dizemos que 1 é absolutamente continua com

respeito a m se

m(A)=0= u(A)=0
para todo A C R"™. Nesse caso escrevemos p < m.

Vale observar que as defini¢des acima continuam vélidas em contextos mais gerais.

Antes de enunciarmos e provarmos o critério serdo necessdrios alguns lemas.
Lema 2. Sejam p e m medidas de Radonem R, 0 <t < ooe A CR
(a) Se D(pu,m,x) < tparatodox € A, entdo ji(A) < tm(A)
(b) Se D(u,m,x) >t para todo x € A, entdo p(A) > tm(A)

Proof. Provaremos apenas a letra (a) ja que a letra (b) é andloga. Seja ¢ > 0, pela definicdo de medida

de Radon podemos encontrar um aberto U talque I C U e
m(U) <m(I)+e. (2.2)
Como aplicacdo do Teorema de Vitali, dados intervalos fechados disjuntos I; C U tais que
w(L) < (t+e)m(L) e (I - L) = 0. (2.3)
Entao
pI = JI) =0= () —pIn| L) =0
Pelos os intervalos I; s serem disjuntos e I N |J I; = |J;(I N I;), temos
p(h) = (I J 1)
=u(JIn 1)
i

=Y uIng) < ZM(L‘)-

7
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Por fim usando as equagdes (2.2) e (2.3)e | JI; C U,
p(I) < ZM(L’)
< (t+e)) m(l)

Tomando ¢ | 0, temos

Para os seguintes lemas as medidas ;1 e m serdo medidas de Radon em R.
Lema 3. A derivada D(u, m, ) existe e é finita para m quase todo x € R
Proof. Para0 <r <ooel < s <t < oo sejam

Astr={z € B:D(p,m,z) <s<t<D(u,m,z)}

Ay ={x € B:D(u,\,z) >t}

Note que
D(p,m,x) < seD(u,m,z) >t

Entdo pelo lema 2 anterior,
(Astr) < sm(Asir) e p(Aser) > tm(Asitr)
= tm(As,t,r) < N(As,t,r) < Sm(As,t,r)-

Do mesmo modo,
tm(Air) < p(Ary) < p(B) < oo

Desde que tenhamos s < t essas desigualdades nos dizem que m(As+,) =0, e

m(m Ay) = tli>I£10 m(As,y) =0

t>0

Porém o complementar do conjunto {x : 3D (p, m,x) < oo} € a unido dos conjuntos A, € (), A,
onde s e t percorrem oS racionais positivos com s < t e r percorre os inteiros positivos. Entdo € um

conjunto de medida m nula, portanto obtemos o desejado. 0

Lema 4. Para todo conjunto de Borel B C R,

| Dlm.wyim(@) < ()
B
com igualdade se u < m
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Proof. Escolhal <t < oo e seja
B, ={x € B:t < D(u,m,z) < t'*1},

comp = 0,+1,£2,.... Entdo pelo Lema 3 que acabamos de provar e pela letra (b) do Lema 2,

/Du,mmd)\ Z D,u,m x)dm(zx)

p=—00

< Z (B

p=—00

<t Z 1(Bp) < tu(B)

p=—00
Tomando ¢ | 1, obtemos
[ Dl )im(@) < u(B).
B

Se p < m os conjuntos de medida m nula também serdo de medida x4 nula. Ento, notando também que

por (a) do lema 2
D(pu,m,z) = D(m,p,z)" 1 >0

para y quase todo x, temos
[e.e]

wB) = D u(By).

p=—00

Um argumento similar como acima usando a parte (a) do Lema 2 nos fornece

/ D(,m, z)dm(z) > p(B).
B

Portanto,

/ D(u, m, x)dm(x) = u(B).
B

O]

O préximo resultado € a principal ferramenta que serd usada na investigacdo da continuidade absoluta

de medidas nos préximos capitulos.
Proposicao 16. 1 < m se, e somente se D(p, m,x) < oo para j quase todo x € R.

Proof. Primeiro note que por (a), D(m, u,x) < oo para m quase todo ponto. Com isso, se pu < m,
entdo o mesmo serd verdade para i quase todo ponto. Reciprocamente, suponha que D(u, m,x) < 00

para p quase todo x € R. Seja I C Rcom m(/) = 0. Parau = 1,2, ... o lema 2 nos fornece
p({z € I: D(p,m,x) < up) <um(l) =0

=ul)=0
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2.3 Continuidade absoluta via norma L2

Nesta se¢do vamos apresentar um critério mais flexivel de continuidade absoluta dado por [Tsu0O1]. Aqui
e para o restante do texto a medida de referéncia serd sempre a medida de Lebesgue m de R.
Seja M(R) o conjunto das medidas borelianas finitas com sinal em R. E sabido que M (R) forma um

espaco vetorial. Mais do que isso, para um nimero real r > 0 a seguinte fungdo

()t MR) X M(R) = R
(o) o> (o e = [ ol () ()i
onde I,.(z) = {y € R : |z — y| < r}, é um produto interno em M (R).
Proposicao 17. A funcdo (- , -), é um produto interno em M(R).

Proof. Vejamos que a bilinearidade e a simetria seguem diretamente do fato da integral satisfazer tais
propriedades. De fato, fixemos um niimero real » > 0 e tomemos quaisquer p, p’ € M(R) e o € R.

Entao
(@p ) = [ (@)1 (:)0 1)
— [ apll(:)o(1 ()
R
—a [ o ()0 (1 (2))dm
R

=alp, p)r

Analogamente, obtemos (p , ap’), = alp, p')y.

Seguindo a mesma ideia, temos
(40", e = /R (0 + ") I ()0 (I (2))dm
= L) + 0" 0
= [T + 0D T )dm
= [ A T+ [ 1) 1)l

R
={p, P+ 0", P

Analogamente, obtemos (p , o'+ o) = {p, p')r + {0, p")r.
A simetria € facil de ver ja que

[ o) dm = [ §E ) )dm
R R

Entdo segue-se que (p , o)y = (¢ . p)r.
Note que a positividade segue-se diretamente da defini¢do

(. oh = [ o1 (2)Pdm(z) >0,
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Afirmacao 18. Se (p, p), = 0 entdo p = 0.

Proof. Com efeito, suponha que ndo, isto é, existe um 2o € R tal que p(I(z9)) > 0. Vamos mostrar que

/ p(I.(2))%dm > 0.
R

Para isso basta analisarmos dois casos, e para facilitar tal andlise tome ¥(z) = p(I.(2))>.

Caso 1: p ndo tem dtomos.

Seja I.(z) = [a,b]. Vamos mostrar que dada uma sequéncia z, < z convergindo a z, temos que
¥(zy) converge a ¢ (z). Ou seja, veremos que a fungdo v é continua.

De fato por z, — z temos que I.(z,) N I.(z) # 0. Agora vamos denotar I,.(z,) = [an, b,] € 0s
extremos da interse¢do entre I,.(z) e I.(z,) por E,, = [an,b) e F), = (by, b].

Seja B, = I,(2) U Ep = I,(2,) U Fy. Dai,

p(Bn) = p(I-(2)),

ja que NE,, = (), e portanto p(E,,) — 0. Por outro lado,

p(Ir(2n)) + p(Fn) = p(Bn)

Logo,
,O(L»(Zn)) - p(Ir(Z)) — lim p(Fn)
Mas como p ndo tem atomos, segue que lim p(F},) = 0. Portanto, p(I,(z,)) — p(I(z)).

Como ¥(zy) = p(Ir(20))* = a > 0 e ¢ é continua existe um § > 0 tal que ¥(z) > ¢, para todo
z € (20 — 9, 20 + 0).Logo

ZQ+6 a

/w(z)dm(z) > / P(z)dm(z) > 26— = da > 0.
R 20—0 2

Caso 2: p tem 4tomos.

Seja z € R um atomo de p. Entdo

p(I(x)) > p({z}) > 0.

Portanto podemos assumir que zp = z. Além disso, observe que se d(z,z) < 5, entdo x € I,(2) e

portanto p(I,(z)) > p({z}) > 0.
Agora seja o = p({x}).Ento,

20+ 5
/¢(z)dm(z) > / P(z)dm(z) > oZr > 0.
R 2

0—

N3

Em ambos os casos concluimos que

/ p(I(2))%dm > 0.
R
Entretanto isso é um absurdo, pois
0={p. phr = [ plIn(2)Pdm >0
R
Logo, p = 0. O
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Portanto a fungdo (-, -), cumpre todos os pré-requisitos para ser um produto interno. O

Como consequéncia da Proposi¢do acima podemos definir a seguinte norma em M (R):

loll- = <o s p)r

para qualquer p € M(RR). Desse modo o espago das medidas borealianas finitas com sinal em R é um
espaco vetorial normado.
O comportamento assintdtico da norma ||p||, quando  — 0 fornece pistas para entender a regularidade

da medida p. Mais precisamente, temos o resultado a seguir.

Teorema 19. Seja p € M(R). Se lirg[i)rif = pllr < oo, entdo p << m. Mais ainda, a fungdo densidade
% € L?(R) e satifaz
192 2 < Timint ],
Antes de dar a demonstragdo iremos apresentar dois lemas auxiliares que usaremos na prova.

Lema 5. Se f : R — R ¢ continua, entdo f(x) = lim,_o f.(x) para todo x € R.

Proof. De fato, segue-se da continuidade da f : R — R quedadose > 0ed > 0, f(Is(z)) C I(f(x)).

Agora tome r € (0, 0), dai pela inclusdo acima

frla) < o f(y)dm(y)
I (x)
m(I(z))
< o f(x) +¢€
= f(z) + ¢
Por outro lado temos
1
fr(z) 2 o " f(y)dm(y)
> M) i) o
— () -
Portanto, f(z) = lim,_o fr(x) para todo = € R. O

Lema 6. [, 17, (x)(y)dp(z) = p(I:(y))

Proof. De fato, perceba que y € I.(z) se, e somente se x € I.(y). Dai, pela defini¢do de funcédo

caracteristica
1, )(y) =1 <= x € L(y)
Portanto,
17, (2)(¥) = 11,y (@)
e o resultado segue. O
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Proof. Sejar > 0 um nimero real. Defina a seguinte fun¢do:

gr(x) = (2r) " p(L (@)

Pelas defini¢oes das normas ||.||z2 e ||.||, obtemos

lav )22 = ([ (g ) )

1

= () / (p(I,(x)))?dm) ¥
= ((p. P}

2r
@) el
Pela a relacdo obtida acima concluimos que
lim inf = lim inf(2r)
im inf |lg, ()| 2 = lim inf (2r) ™" o]l

Pelo Teorema de Banach-Alaoglu e por L? ser um espaco de Hilbert podemos supor que existe uma

subsequéncia () — 0 quando & — 0 de tal modo que
. T 1
Jim flgr,llze = lm (2r)~"lpllr < oo

e com g, — g em L%(R). Isto nos permite concluir que

[ otdm =t [ g, sam

para toda funcdo f € C°(R) com suporte compacto. Para o que se segue considere f € C°(R) com

suporte compacto e defina uma sequéncia { f,, },, da seguinte maneira
fula) =)™ [ f)am(y) @4
ITk (x)
Além disso,

Ufellen < gm((@)lflleo = I1Flleo.

Entdo o Lema 5 e a limitacdo obtida acima nos permite aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada
(ver[Cas04]):

[ tdo= [ tim fw)anta) =ty [ fi(@)dp(a). 25)
Substituindo a eq. (2.4) na eq. (2.5), obtemos
_ 1 1
ti [ (e [ @am@an) =l o [ [ simdpa) o)

Note que

F(y)dm(y) = /R F@) L1 ) (@)dm(y)

I ()
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Entdo a eq. (2.6) fica sendo

tim 5o | [ F0)L 0 dm o)

Como a medida m x p é uma medida produto, entdo segue-se do Teorema de Fubini

ti oo [ [ 10 dmdote) =t o [ [ £ 0 o))

O Lema 6 nos garante que
| 1 @dota) = p(t, )

Dai, como consequéncia temos

/fdp—HU/f ;lg%/f V- widm(y) = [ fodm

dp _
Portanto, &> = g.
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CHAPTER 3

Convolucoes de Bernoulli

No capitulo anterior vimos duas ferramentas para garantir a continuidade absoluta de uma medida.
Entretanto, como dito anteriormente, o que as torna um instrumento poderoso para o estudo do nosso
problema é a condicdo de J-transversalidade. O foco deste capitulo é apresentar essa condi¢do geométrica
e ver como ela influencia no comportamento da medida. Antes daremos um breve contexto histérico

juntamente com uma motivacio para em seguida deixarmos explicito o nosso problema.

3.1 Motivacao do problema

A questdo a ser estudada pode ser vista de duas maneiras. A primeira é da perspectiva probabilistica,
veremos como o lancamento de uma moeda descreve perfeitamente o nosso problema. Na proxima se¢io
veremos a mesma situacdo, porém sob a dtica da teoria simbdlica.

Digamos que estamos interessados em estudar o langcamento de moedas e para isso considere apenas
moedas "honestas", isto €, que ndo estejam viciadas em cair somente para um dos lados. A matematica
nos ajuda a modelar esse simples experimento. Na linguagem da probabilidade, possiveis eventos sdo
representados por conjutos mensuraveis A, B, C, ... que pertencem a um espaco de medida (X, BB, i)
com p(X) = 1. Essa medida p é chamada de medida de probabilidade, e a probabilidade de um evento
A ocorrer é dada por p(A).

Comecemos nosso experimento com o lancamento de uma Unica moeda. Nesse caso, podemos
considerar o universo de possibilidades A sendo composto por apenas dois eventos: K € o evento no
qual temos cara e C' é o evento no qual temos coroa. Ou seja, A = {K,C} e cada um deles tem a
probabilidade % de ocorrer. Dito de outra forma, sendo 1 a medida de probabilidade em A, temos
n(K) =5 en(C) = 3.

Repetindo o experimento com a mesma moeda anterior, porém sendo lancada duas vezes de maneiras
independentes o universo de possibilidades torna-se um produto cartesiano: A x 4, onde A = {K, C}.
Diferentemente da situacdo anterior, agora temos duas medidas de probabilidade cada uma associada ao
seu respectivo A. Nesse caso representamos a medida por X 1 e a chamamos de medida produto que
nos diz que cada um dos quatros eventos possiveis possui probabilidade (%)2 = %. Seguindo de maneira
indutiva, para n langcamentos, o espaco amostral é A" em que cada um dos 2™ eventos possiveis possuem
probabilidade (3)".

Agora considere a mesma moeda sendo lancada uma vez por dia por toda a eternidade. O espaco
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amostral que melhor modela esta situacdo € o conjunto de sequéncias infinitas de caras ou coroas
A® ={(wy,we,...) twp =kouw, =c,n=1,2,...}

Desse modo a representacao matemadtica das situagdes descritas acima pode ser dada ao considerar
uma série "aleatéria". Isto €, para cada sinal positivo ou negativo da série associamos um dos lados da
moeda. Mais concretamente, caso saia cara no lancamento da moeda a série terd sinal positivo, mas caso
tenhamos coroa o sinal serd negativo.

Matematicamente podemos escrever da seguinte maneira

o0
Yy=> £\
n=0

onde A € (0, 1) e os sinais + e — sdo escolhidos com probabilidade %
A medida para determinar se a série Y), pertence a um conjunto mensurdvel I da reta real serd dada
por
vA(E) = Prob{Y) € E}.

Historicamente em 1930 o matemadtico Paul Erdos investigou a seguinte questao:

Problema 20. Para quais valores de \ a medida v é regular, i.e. para A € (0,1) quando vy é

absolutamente continua com respeito a Lebesgue?

Desde entdo diversos matemdticos tém trabalhado em determinar qual € a melhor estimativa de
intervalo que o pardmetro A pertence para que v, seja regular. Em particular os matematicos Alexander
e Yorke, Przytycki e Urbanski, e Ledrappier mostraram a importancia dessas distribui¢cdes em varios
problemas de sistemas dindmicos e estimativas para a dimensdo de Haussdorf.

Em 1962, Garsia (ver [PS96]) conjecturou que: "v, € absolutamente continua para quase todo
e (é, 1)".

Ja em 1995 o matemadtico Boris Solomyak (em [So0l95]) confirmou o esperado. Ele provou que v) é
absolutamente continua para quase todo A € (%, 1) usando técnicas de andlise harmonica. Por fim, no ano
seguinte, Peres juntamente com Solomyak (ver [PS96]) forneceram uma outra prova do mesmo resultado
usando um argumento geométrico de transversalidade.

Heuristicamente a prova dada por Peres e Solomyak ¢ considerar a convoluc¢do de Bernoulli vy como
uma proje¢ad nao-linear da medida uniforme no espago de sequéncias. O controle da nao-linearidade é

feita pondo uma propriedade de transversalidade em certas séries de poténcias.

3.2 Pequeno desvio pela teoria simbdlica

Como vimos anteriormente o ambiente que melhor traduz a intui¢do do lancamento de moedas por toda a
eternidade é o espacgo das sequéncias de tamanho infinito.

Dinamica simbodlica

Dentro dos sistemas dindmicos a dindmica simbdlica compde um dos ramos mais profundos e poderosos

da drea, visto que em muitos casos € mais fécil obter informacdes no caso simbdlico. Com essa ferramenta
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em maos somos capazes de codificar a dindmica de certos sistemas por meio de conjugacgdes ou semi-
conjugacoes.

Ou seja, caso a dindmica de um determinado sistema seja demasiadamente complicada podemos,
a depender do sistema original, obter uma conjugacdo com o mapa deslocamento; e com isso deduzir
propriedades do sistema inicial por meio da conjuga¢ao construida.

Nesta breve explanagdo sobre a teoria simbdlica daremos €nfase aos seus aspectos topoldgicos e
resultados relacionados a dindmica topoldgica.

Seja ¢ > 1 um inteiro fixado. Podemos formar um conjunto de ¢ simbolos que serd denotado por

A ={1,...,¢}. Utilizando esses simbolos pode-se formar sequéncias finitas de tamanho no méaximo ¢:
w= (wiwa...wj),

onde j </lew;, € Acom1<i<j.
Ao considerarmos o produto cartesiano do conjunto dos simbolos estaremos construindo o espaco das

sequéncias infinitas cujos os termos sdo os simbolos de .A. Denotaremos o espago das sequéncias sendo
oo
A =]]A
=1

Note que estamos considerando apenas sequéncias unilaterais. Isso se deve ao fato das situacdes que
irdo aparecer ao longo do texto estarem neste contexto. Entretanto vale observar que também podemos
definir sequéncias infinitas que sejam bilaterais.

Tendo em mente que A é um produto cartesiano, entdo nada mais natural que o espago simbdlico
esteja mergulhado com a topologia produto.

Uma maneira de definir a topologia em .4 é considerar o seguintes conjuntos:
Ck(w) = {{ e A>: &=wi, V1 < < k‘},

onde k=1,2,...

Esses conjuntos Cy(w) sdo chamados de cilindros. Dado um ponto w € A os cilindros formam uma
base de abertos de w. Intuitivamente os pontos w e £ estardo pertos se sdo iguais ao longo do intervalo
1, k].

Uma outra caracteristica importante do espago das sequéncias € que a topologia definida pelos cilindros
é metrizavel pela métrica

d(&,w) = 2776,

onde i(§,w) = min{n : &, # w,}. Entdo A ndo é apenas um espago topolégico como também é um
espaco métrico.

Para concluir os aspectos topoldgicos do espago das sequéncias mencionamos que todo A é
homeomorfo a um conjunto de Cantor. Lembre que um conjunto de Cantor é um conjunto que é compacto,
perfeito, totalmente desconexo e metrizavel. Um importante teorema que € usado na prova para garantir o

afirmado € o Teorema de Tychonoff.
Teorema 21. M = [[;2, M; é compacto se, e somente se cada fator M; é compacto.
Para adentrarmos na parte dindmica defina a fun¢iao deslocamento sendo
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o1 A® — A®

wo(w) = (waws . ..),

onde w = (wws .. .)
Ou seja, o mapa o desloca um simbolo da sequéncia w para esquerda, e por estarmos considerando
o espaco das sequéncias unilaterais a fungdo ¢ ndo € invertivel, ja que todos os simbolos a esquerda

desaparecem. Chamamos o par (A>, o) de sistema dinamico simbélico.

Medida de Bernoulli

Nesta se¢d@o vamos enxergar a Teoria Simbdlica do ponto de vista da Teoria Ergédica que apesar de ser
uma visao diferente da apresentada na secdo anterior, ambas se complementam e enriquecem a teoria.

Dentro desse ponto de vista, os objetos centrais de estudo sdo as medidas invariantes por um sistema
dindmico. Em particular, as medidas invariantes que sdo dita ergédicas possuem papel fundamental no
desenvolvimento da teoria. Veremos que o sistema o : A — A apresentado na se¢do anterior, possui
uma medida ergddica a ele acoplada chamada de medida de Bernoulli.

Antes de darmos a definicdo precisa da medida de Bernoulli é necessdrio introduzir certos conceitos
da teoria da medida. Inicialmente vamos transformar o produto cartesiano de espacos de medidas em um
espaco de medida chamado de espaco de medida produto.

Sejam (Xj, Aj, ,uj)jzl,m,n espacos de medida finito. Para transformar X; X --- X X, em um espaco

de medida basta considerar a familia de todos os conjuntos da forma
Ay x - X Ay,

onde A; € Aj, e tomar a o-dlgebra gerada por essa familia em X; x --- x X,,. Dizemos que essa

o-4lgebra gerada é a o-dlgebra produto, a denotaremos por
Al @@ A,
Utilizando o Teorema de Extensdo de Medidas e o Teorema da Continuidade no Vazio, obtemos
Teorema 22. Existe uma tinica medida pem (X1 X -+ x X;), A1 ® -+ - ® Ay,) tal que
p(Ay X o x Ap) = p (A1) - pin(An)
paratodo A1 € Ay... A, € A,.

Note que por cada p; ser uma medida finita temos que p ¢ uma medida finita. A medida que acabamos
de obter é chamada de medida produto das medidas p . . . . Com isso, definimos o espaco de medida

produto sendo

(X1 X XXy, A1 @+ @ Ap, i1 X -+ X fip).

Até o momento vimos a teoria no caso finito. Agora vamos passar ao caso que fard a ligacdo com o

espaco simbdlico, o caso enumeravel. Seja (X, Bj, 115) jen espagos de medida com p;(X;) = 1, ou seja,
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para cada fator do produto cartesiano teremos uma medida de probabilidade associada ao seu respectivo

espaco. Defina
[e.o]
Q= HXj = {(xj)jeN) 1T € Xj}.
j=1
Definimos os cilindros de €2 sendo os conjuntos da forma
[m; A, An] = {(2))jen : 25 € Ajym < j > n},

ondem € Nen>meAj € Bjparam > j <n.

E claro que a defini¢io que acabamos de ver tem a mesma esséncia da que foi vista na se¢io anterior.
A diferenca é que agora estamos olhando para conjuntos mensurdveis das respectivas o-algebras dos
espacgos de medida. E da mesma maneira que obtivemos o-algebra produto no caso finito, a familia de
todos os cilindros gera a o-dlgebra produto B em (2.

O teorema que garante a existéncia da medida produto no caso finito continua valido para o caso

enumeravel.

Teorema 23. Existe uma tinica medida p em (S, B) tal que

u([m; Ams - An]) = pn(Am) - pin(An)
para todo [m; Ay, . .., Ay € B.

Note que em particular p € uma probabilidade. Naturalmente, ¢ é a medida produto e é da forma

oo
p= 1w
j=1
Por fim a tripla (€2, B, 1) é o espago produto dos

(Xj7 B]a :u])]EN

O que vimos até agora faz parte de uma teoria mais geral. O que se seguird é um caso particular e é
muito interessante para o estudo de sistemas dindmicos e teoria ergddica.

Observe que a construgdo do espago produto € o modelo perfeito para o experimento do lancamento
de moedas que mencionamos na primeira se¢io deste capitulo.

Seja A = {1,...,¢}. Considere (A, C,n) sendo o espaco de medida, onde C é a o-dlgebrade Aené
a probabilidade que d4 peso % em cada um dos £ simbolos. Seja €2 o produto cartesiano dos conjuntos {2
definimos a medida de Bernoulli em (2 sendo a tinica medida satisfazendo

n

v([m; Am, ..., A]) = H n(A;)

cuja a existéncia € garantida pelo Teorema 13.

Um lema de integracao para a medida de Bernoulli

Nesta secao vamos apresentar um resultado que é sobre medidas de Bernoulli e que serd essencial na
prova do principal Lema deste capitulo. Vamos nos restringir ao caso ¢ = 2, pois € ele que modela o

problema das convolucdes de Bernoulli.
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Lema 7. Seja 7 : Q2 x Q — R uma fungédo dada por (&, w) = )\ai(g’w), com X\ € (0,1). Entdo

// md(v X v) = Z)\ISZ*’“H
Q k=0

Proof. De fato, seja 7 : 2 x 2 — R definida por 7(§,w) = )\gi(g’w). Note que a imagem da funcgéo 7 é
Im(m) = {\g%: k € N}.
Dai temos que
7 (") = {(6w) i€ w) = k).
Sejam C', . .., Cyx—1 todos os cilindros de tamanho k£ — 1. Entdo
T AF) = (C1 x C1) U -+ U (Cgper X Copr) (3.1)
Aplicando a medida produto v X v, onde v é a medida de Bernoulli, obtemos

(v x ) (m  (AgF)) = 2871 x 27k gkl g (k=1)

Desse modo por definicdo

J[ i ) = 3w < v 0gh)
Q k=0

oo
Eo—(k—1
-3,
k=0
como queriamos. O

Convolucao de Bernoulli

Do ponto de vista da teoria simbdlica, a medida mais apropriada para este tipo de situacdo é chamada
de medida de Bernoulli. Entretanto, a medida vy apresentada na se¢do anterior é caracterizada por uma
construcdo candnica conhecida como push-forward.

Em outras palavras, dada uma fungéo continua f : M — M e uma medida 17 em M podemos definir

o push-forward (ou iterado) de n por f sendo a medida

fen(B) = n(f~1(B))

para todo B C M mensuravel.

No sentido de usar a teoria simbdlica para determinar o problema que estamos estudando, é natural
considerarmos considerarmos 2 = {—1,1}" sendo o espago das sequéncias unilaterais de tamanho
infinito. Note que 2 = A%, com A = {1, 2}, de modo que as construgdes anteriores se aplicam ao
espacgo {2, a menos de um pequeno abuso de notacéo.

Para definir a convolug@o de Bernoulli vamos considerar a fungéo f) : {2 — R dada por

[ee]
Hlw) = an)\".
n=0
Lema 8. f) ¢ uma funcdo continua.
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Proof. Sejae > 0 e considere ng € N tal que
oo
2 Z A" <e.
n=ng

Tome 0 < § < 27™0~1 Daf, se
d(&,w) = 2716w < 6,

entdo necessariamente devemos ter i(£,w) > ng. Nesse caso, segue-se que
S
(@) =A@ <D Jwn — &l A"
n=0

=) Jwa — &N

n=ng

o
§2Z)\"<6

n=ng

Portanto f) é continua. O

Desse modo definimos a convolucio de Bernoulli sendo a iterada da medida de Bernoulli v por fy:

V) = (f)\)*I/.

Lembremos que o principal problema que estamos investigando neste capitulo é sobre a regularidade
da medida v,. Explicitamente: "Para quais valores de A a medida v é regular, i.e. para A € (0, 1) quando
vy, € absolutamente continua com respeito a Lebesgue?"

Como dito anteriormente Peres e Solomyak investigaram profundamente essa questao obtendo a prova

do seguinte resultado:

Teorema 24. Para quase todo A € (%, 1) a medida v € regular e a sua derivada de Radon-Nikodym
@ € [2(R).

Vamos apresentar um caso particular do teorema acima cuja prova possui os ingredientes essencias
da versdo geral. Iremos mostrar a existéncia de um certo intervalo I no qual temos que a medida v é

absolutamente continua com respeito a Lebesgue. Isso pode ser resumido no préximo resultado.
Teorema 25. Existe um intervalo I C (0, 1) tal que m(I) > 0em({\ € I : vy < m}) =m(I).

A estratégia inicial para a prova do Teorema 25 € considerar a derivada inferior de v) com respeito a
mem z € R. Como vimos no capitulo anterior lembre que denotamos esta derivada por D(vy, m, z).

Afirmamos que o lema a seguir implica o Teorema 25.

Lema 9. Existe um intervalo ndo-trivial I tal que

//D(y/\,m,x) dvy(x) d\ < 400
IJR
De fato, vejamos a prova do Teorema 25 assumindo o Lema 9.
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Proof. Note que o Lema 9 implica que | D(vy, m, z)dvy(z) é finita para m-quase todo ponto A € I. Por
outro lado,
/D(l/)\,m,x)dVA(l‘) < 400 = D(vy,m,x) < 00

para v)-quase todo ponto = € R.

Pela Proposicdo 16 do capitulo anterior isso implica que vy < m. O

3.3 Lema da Mudanca de Variavel

Lembremos que nosso principal objetivo é mostrar que existe um intervalo I nao-trivial da reta tal que a
integral dupla da derivada inferior da convolu¢do de Bernoulli € limitada para quase todo ponto z € R.
Para isso comecemos com o Lema da Mudanga de Varidvel que é o primeiro passo do argumento de Peres

e Solomyak que ird fornecer uma limitacdo inicial.

Lema 10. Sejam I C R um intervalos ndo-trivial e B, (x) = [x —7r, x+ 1| um intervalo de R e D(v, m, x)

a derivada inferior de vy. Entdo

/I/RD(V, m,x) dvy(x) dASli%%nf(Qr)_l//gz m(A) dv(€) dv(w),

onde A={\el:|fr(§)— frlw)| <7}

Proof. Considere o intervalo B, (z) = [z — r,x + r] e seja m a medida de Lebesgue em R. Por defini¢io

a derivada inferior de vy é

x) := D(v,m,z) = lim inf vA(B(z)) (3.2)

L B (@)

1/,\(

Como m é Lebesgue, m(B,(x)) = 2r. Dai a equag@o (3.2) pode ser escrita do seguinte modo

D, (z)= li%%nf(Qr)_ly)\(Br(m)).

S = //D z) dvy () dX
S = //D x) dvy(z) dX\ = //hmmf (2r) A (Br(z)) dva(z) dA

Dai, pelo Lema de Fatou

Agora defina

Note que

S = //hmmf (2r) Lo (B, () dv(z ) dA < T inf(2r) //uA ) dva(z)dh  (3.3)

rl0

Pela constru¢do da medida v, podemos fazer uma mudanga de varidvel em (3.3), jdque vy = v o f° L

Com isso a equagdo (3.3) fica
S < lirri ionf(2r)—1 / / vA(Br(fa(w)) dv(w) dA (3.4)
T IJR
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onde z = f)(w). Da defini¢do de medida,

i(By (f(w))) = / L, (1) (6) (1)

Fazendo a mudanga de varidvel t = f)(£) e dvy(t) = dv(£), obtemos
/HB,.(f,\(w))(t) dva(t) = / 15, (frw) (F2(E)) dv(€)

= / Liceq 1y (&)~ fr(w)|<r} A (§)

Substituindo a igualdade acima em (3.4) obtemos a seguinte integral tripla:

SS]iminf(ZT)_l///ﬂ{geng)\(g)_f)\(wﬂgr} dv dv dA
40 1JaJa

Segue-se do Teorema de Fubini,

SS]iminf(Q’l“)_l/ / /ﬂ{§€ﬂi|f)\(§)—f)\(w)|§7‘} dAdv dv
0 oJalJr
—timint(2r) ! [ [ m((x € T3 15(6) = )] <)) dv(€) dv(e)
como queriamos. O

Seja
S(1) i=timynt(2r) ™! [ [ m({% € T3 170(6) = ()] < D) do(e) ().

Na préxima se¢@o vamos usar justamente um argumento de transversalidade para demonstrar a existéncia

de um intervalo I C R ndo trivial satisfazendo S(I) finito.

3.4 Lema da /-transversalidade

Antes de prosseguir com a prova do Lema 9 € necessario estabelecer a condi¢io de J-transversalidade e

definir qual tipo de funcio satisfaz tal propriedade.

Definiciio 26. Seja g : R — R uma funcdo de classe C'. Dizemos que g satisfaz a condicdo de
o-transversalidade se
9(z) <0 = g'(z) < =4,

para todo z € I.

Seja I um intervalo de R, definimos a funcdo g : I — R sendo
o
g(x) =1+ bya" (3.5)
n=1

comb, € {—1,0,1}. A condi¢do de J-transversalidade é expressa da seguinte maneira
Lema 11. Existe um intervalo I tal que toda func¢do g da forma (3.5) satisfaz a d-transversalidade.

Para provar o Lema acima precisamos definir um tipo especial de funcio que ird auxiliar na constru¢do

da é-transversalidade da funcéo g.
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Definiciio 27. Uma série de poténcia h(x) é chamada de (x)-fungd@o se para algum k > 1 e aj, € [—1,1],
k-1 . 0o .
h(z)=1- le—kakxk—k Z x'
i=1 i=k+1

Tendo em maos a defini¢do da func¢do h o préximo resultado ird garantir o que foi afirmado no Lema
11.

Lema 12. Suponha que exista uma (x)-fun¢do h satisfazendo
h(zg) > d e h'(z0) < =9

para algum xo € (0,1) e § € (0,1). Entdo para fungdes do tipo (3.5) a condi¢do de d-transversalidade é

satisfeita em [0, x).

Proof. Seja h uma (x)-fun¢do. Observe que por hipétese h satisfaz uma condigdo parecida com a de
d-transversalidade para algum 2y € (0,1). Para mostrar que a fungfo g(x) satisfaz a condi¢do de
transversalidade no intervalo [0, 29| necessitamos provar que a hipétese feita sobre a fungdo h € satisfeita

para todo = € [0, zg].

Afirmacdo 28. h(z) > § e h'(x) < —6 para todo x € [0, |

Proof. Por h ser uma (x)-funcéo, temos

k—1 0o
h(z)=1-— Zx’ + apz® + Z z’ (3.6)
i=1

i=k+1

para algum k > 1 e a;, € [—1, 1]. Derivando (3.6),

k—1 o)
W(x)=-1-) iz’ '+ kapa" '+ ) ia’! (3.7)
=2 1=k+1
k—1 ' 0 '
==Y i ket + Y it (3.8)
=1 i=k+1
Derivando mais uma vez,
k—1 ' 00 ‘
W'(x) == i(i— Da 2+ k(k — Daga2 + Y (i — 1)2' 2 (3.9)
=2 i=k+1

Note que pela expressdo obtida em (3.9) temos que 2" possui no méximo uma raiz em (0, 1). Fazendo

uma pequena andlise da equacio (3.7) chegaremos a conclusio que
h'(0) < 4.

Vamos considerar primeiro o caso k = 1. Temos que

o0
h(z) =1+ a1z + sz
i=2
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o que implica que
W) =a1+ Y "= a1+ a(x),
onde a(z) € (0,00) se z € (0,1) e a(0) = 0.
Como, por hipétese, h/(xo) < —4, isso implica que
a1 < —0 — afzg) < —90.
Portanto, ' (0) = a1 < —0.

Agora considere k£ > 2, primeiramente vejamos quando k = 2:

o
B (z) = =1+ 2a0z + Zi:ﬁi_l

i=3
Entao
R'(0) = -1 = Rh'(0) < =4
Para k > 2,
k—1 ) 00 '
B (z) =—1- Ziaz%l + kapz® 1 + Z izt
i=2 i=k+1

o que nos diz que
h'(0) = —-1=h'(0) < —6

Logo em todos os casos temos h/(0) < —d. Mostremos que
h'(x) < =4
para todo z € (0, x(). Para isso observe que
lim A'(x) = oo
r—1-
Entdo como A/(0) < —d e h/(zg) < —0, temos que

W (x) < =0 (3.10)

para qualquer z € (0, xq), caso contrério h” teria a0 menos duas raizes. Resta mostrarmos que h(x) > 4,
porém isso segue-se da desigualdade (3.10) ja que ela nos diz que a funcdo h € decrescente no intervalo
(0, x0). Entdo

h(z) > h(zo) > 0

para todo = € (0, xg). O

Agora estamos aptos a mostrar que toda fun¢do ¢ : [0, z9] — R da forma
o
glz) =1+ Z bpz"
n=1

com by, € {—1,0,1} satisfaz a condig@o de J-transversalidade. Com efeito, considere f(x) = g(x)—h(z).

Segue-se da maneira que ambas as func¢des foram definidas,

l 00
f(z) = Zciwi - Z cix’
i=1

i=1+1
ondec;, >0el=k—1oul =k.
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Afirmacdo 29. f(z) < 0= f'(z) <0

Proof. De fato, derivando f(z) temos
l 00
f'(z) = Zicixl_l — Z ici' !
i=1 i=l+1
Dai,

l )
flz)<0= Zci:ri - Z cix' <0
i=1

1=[+1

l 00
= E cr' < Z cxt
i=1

i=l+1

Derivando ambos os lados da desigualdade

l [e%S) l )
E il < E il = g il — E izl <0
i=1 i=l+1 i=1 i=l+1
= f(z) <0
como queriamos. O

Tomando z € [0, x] segue-se da Afirmacédo 28 e da definigdo de f(x)

g(z) < 0= f(x)+h(z)<d
= fx)<d—h(x)<d—0=0

Ja pela Afirmacéo 29,

)
=g (z) — W(z) <0
= g(z) <W(z) <=6
= ¢'(z) < =6
como desejado. O

Uma andlise numérica mostra que
o0
h(z) = 1—35—902—373—1-0.53:4—1—2371
i=5

cumpre a condicdo do Lema 12 com o = 272/3 ¢ § = 0.07. Logo, toda fungdo g da forma (3.5) satisfaz

a condi¢do de J-transversalidade no intervalo [0, 272/ 3].
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3.5 Usando j-transversalidade para estimar D(v), m, x)

Nesta se¢iio vamos completar a prova do Lema 9 estabelecendo que se \g € (1/2,27%/3) e I = [Ag,27%/3)
entdo S(I) < +oo. Pelo Lema 10 isto € suficiente para deduzir o Lema 9.

Veja que podemos reescrever o conjunto

PAel [ — falw)| <r} (3.11)

da seguinte maneira: tome ¢¢ ,(A) = f1(§) — fa(w). Da definicdo da fungdo f,
A€ = Alw) =D &A= wa\"
n=0 n=0

oo
= Z(fn — wn)A",
n=0
onde &, — wy,, € {—2,0,2}. Desse modo o conjunto (3.11) pode ser visto como

NET:ldew(N] <1}

Entdo a integral que precisamos limitar e que foi obtida no Lema da Mudanca de Varidvel pode ser escrita

como

i i (2r) / /Q MmN € 1+ [dew (V)] < 1}) di(€) dvw).

Com isso o0 nosso foco € estimar o seu integrando m({\ € I : |¢¢ ,(A)| < 7}). Antes vejamos que a série

b¢ w(A) pode ser escrita em fungdo de uma série de poténcia com o termo constante +1.

Lema 13. ¢¢,(\) = 2XE“)g(N), onde i(¢,w) = min{n : &, # wy} e g(\) = 320, by A" com
by € {—1,0,1}.

Proof. Ja tinhamos visto que
[e.9]

¢§,w(>\) = Z(gn - Wn))‘n'

n=0
Seja ng = (&, w). Por defini¢do, se n < ng, temos &, — w, = 0. Entdo

o0

¢§,w()‘) = Z (fn —wp) A"

n=ng

Mais ainda, por &,,w, € {—1,1}, segue-se que§,, — w, € {—2,0,2}. Com isso, para cada m = ng +n

comn € Ntemos b, € {—1,0, 1} tal que

fm — Wy, = 2by,.
Portanto,
BN = ) 2 ng A" =220 by A"
n=ng n=0

O]

Para conseguirmos estimar o conjunto acima utilizaremos a condicéo de d-transversalidade dada na

se¢do anterior.
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Afirmacao 30. Para toda g que satisfaz a condi¢do de d-transversalidade e p > 0 tem-se que
m({X €T |g(N) < p}) <207%p

Proof. Temos dois casos a serem analisados. O caso em que p > § e o outro em que p < J. Digamos
que estejamos no primeiro caso: p > 4. Isso implica que § > 1. Multiplicando ambos os lados da

desigualdade por 2 chegamos em

%Tp >1>m({Ael:|gN)| <p}). (3.12)

Vejamos agora o segundo caso: p < §. Para isso considere um intervalo J = g~ !([—p, p]) C (0, 1).

Pela condicdo de §-transversalidade obtemos o seguinte, se A € J entdo:

g N <p<d=g(\) <deg'(\) <—0
= lg'(V)] > 6

Com isso, se x = inf J e y = sup J, aplicando o Teorema do Valor Médio obtemos, para algum
red

lg(z) = g(y)| =19’ MI1J|

Pela desigualdade (3.12), sabemos que

g’ MIIT| > 6] T] e lg(z) — g(y)| < 2p.

Isso implica que

20 = |g'(M)1J] > 8]J]

Portanto, |.J| < 2p5~ L.
O

Vejamos o que temos até agora. Assumindo a condi¢io de §—transversalidade provamos que a medida
do conjunto {\ € I : |g(A\)] < p} € limitada por 26~ !p. Lembrando que |¢¢ ()| < 7, temos para
el =][\,27%/3],

r

[Pew N = [2X gV <7 = |gN)] < -
27

i(§.w)

Dai, aplicando a Afirmagdo 30 com p = A, /2, obtemos

m{A €T e (V)] <)) <5 N,
Com isso, temos o seguinte
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S(0) < timint(2n) ™ [ m({x € T+ 156 = ) < vl dv(e)
—timinf(2r) " [ (A€ L eV < 1)) dv() dvle)
gh%nf(zr)—l / /Q 570 ) du(€) du(w)

— 5 limnt(2r) ! / /Q AT () du(w)

— @) M2 < oo,
k=0

pois A\gp > 1/2. Observe que a dltima igualdade segue diretamente do Lema 7.
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CHAPTER Zl

Endomorfismos de Anosov do tipo
produto torto

Neste capitulo vamos apresentar uma classe de sistemas dindmicos satisfazendo a condi¢fo de transversal-
idade vista no capitulo anterior, mas desta vez em dimensdo maior. Mais especificamente, vamos estudar o
endomorfismo de Anosov do tipo produto torto 7" apresentado por Tsujii em [Tsu01]. O principal objetivo
deste capitulo é provar que a transformagdo 7' admite uma Unica medida fisica. No préximo capitulo,
usando o critério estabelecido na secdo 2.3, veremos que a medida fisica obtida é absolutamente continua
com respeito a Lebesgue. Na tdltima secao faremos uma pequena andlise dos pardmetros que modelam
T para saber quando temos a existéncia ou ndo da medida fisica para a classe de sistemas que estamos

considerando.

4.1 Introducao

As palavras que compdem o titulo deste capitulo merecem serem comentadas. Para isso vejamos algumas
defini¢des que estdo presente na teoria hiperbdlica de sistemas dinamicos diferenciaveis.

Seja M uma variedade Riemanniana C*°. Dizemos que uma fungéo diferencidvel f : M — M é um
difeomorfismo se f é um homomorfismo tal que a inversa f~! é diferencidvel.

Considere um conjunto invariante A C M. Dizemos que A é um conjunto hiperbélico de f se, para
cada z € A, o espago tangente M € decomposto numa soma direta entre dois subespacgos invariantes
E?®(x)e E*(x), e para constantes C > 1e 0 < A < 1 temos

IDf"(@)ol| < CA™[v[ e [[Df"(x)v]| < CX"|v],

para todo z € A e quaisquer v € E*(z) e v € E"(x) respectivamente, com n > 0. Os subespacos
E*(x) e E*(x) sdo chamados de subespagos estdvel e instdvel, respectivamente. Da mesma maneira
chamaremos distribuigdo estdvel e instdvel de f| as familias dos respectivos subespacos.

Sabemos que localmente sistemas dindmicos diferencidveis sdo bem aproximados por mapas lineares,
ou seja, a sua derivada. Desse modo o ponto crucial da definicdo de hiperbolicidade é o fato da derivada
possuir comportamento complementares: expande em uma direcdo e contrai na outra dire¢cdo. Mais do

que isso, a hiperbolicidade nos diz que as constantes de expansdo e contragdo sao uniformes.
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Um difeomorfismo f é um difeomorfismo de Anosov se a variedade inteira M € um conjunto hiper-
bélico de f. Ou seja, um sistema ser Anosov € dizer que globalmente temos o comportamento de expansio
e contracdo em direcdes opostas.

Perceba que as defini¢cdes acima foram dadas no contexto em que f é globalmente invertivel. Entretanto
podemos considerar o caso em que o sistema ¢é invertivel localmente.Dizemos que f : M — M é um
endomorfismo se localmente f € um difeomorfismo. Dito de outro modo, dado um = € M existe uma
vizinhanga U C M de x tal que f|y7 € um difeomorfismo sobre sua imagem.

Agora sejam M uma variedade C* fechadae f : M — M um difeomorfismo local de classe C*.
Dizemos que f é um endomorfismo de Anosov se existem constantes C' > 0 e A > 1 tais que para toda

f-6rbita (x,,)nez existe uma decomposigao
To;M = E;, & E;,
para todo ¢ € Z, que é preservada pela derivada D f e para todo n > 0 temos
| Df™(z5)v]| > CTIA|vl|, Vo € E; eVieZ

[[Df"(x;)v]| < CA"|]v]],Vv € B} eVi€ Z.

Uma outra defini¢do que é equivalente a essa pode ser vista em [MT14].

Por fim uma aplicacio é chamada de produto torto se uma coordenada depende da outra. Vejamos a
seguir que a aplicacdo a ser estudada neste capitulo se encaixa nas defini¢des acima.

Antes de apresentar o sistema dinimico que iremos estudar considere a aplicagdo 7 : S' — S! dada
por 7(x) = £x para £ > 2. Esta aplicacio nada mais é do que a expansio no circulo S'. Agora vamos

definir a nossa principal aplicagao:

T:S'xR—>S'xR
(z,y) = (1(z), Ay + f(2))

onde f € C2(S};R)e X € (0,1).

Nio ¢ dificil ver que 7' é um produto torto. O dominio S' x R de T pode ser visto como um cilindro,
ou seja, uma unifo de retas que contornam S' e projetadas no circulo S'. Desse modo para cada ponto
x € S' temos uma reta vertical passando por x a qual chamamos de fibra em x. A aplicacdo T manda a
fibra em z para a fibra em 7 (). Variando o y a sua imagem estard na fibra imagem correspondente.

Note que na segunda coordenada a dindmica é dada por uma contragdo em y seguida por uma
translagdo por uma fungdo f : S! — R de classe C2. Dito de outro modo, se tomarmos um outro ponto 3/’
a distancia entre y e 3’ contrai por um fator A\ € (0, 1) visto que a transla¢do por f(x) depende apenas do
ponto base x. Observe que o mapa 7" apresentado acima na verdade define uma familia de transformacdes
indexadas por trés pardmetros: £ € NN [2, +00), A € (0,1) e f € C?(S';R).

Como vimos acima, cada transformagio 7" envia a fibra sobre z € S! na fibra sobre 7(z) atuando
como uma contragao de fator A\. Além disso, T’ expande transversalmente as fibras. Pode-se demonstrar,
por causa disso que 7' é um endomorfismo de Anosov. Devido a férmula explicita que define 7', ndo
precisamos desse fato, porém ele € importante para caracterizar os resultados que vamos apresentar. De

fato, seja m? a medida de Lebesgue do cilindro S* x R. O teorema principal deste capitulo é o seguinte.
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Teorema 31. Existe uma medida de probabilidade 11 em S' x R que é ergédica T-invariante tal que dado

ump € St x R tem-se (71 )yt = mg1. Além disso, para Lebesgue quase todo ponto p € S' x R vale que

n—1
1 ,
1 — J =
Jim '§0¢OT (p) /¢du
]:

Em particular a medida i € a Unica medida fisica de T'. Iremos apresentar uma demonstragdo

auto-contida do Teorema 31, dada por Tsujii. Na préxima secdo vamos descrever a ideia da demonstracao.

4.2 Conjugacao com Produto Torto Simbodlico
Lembre-se que a transformagdo T estd definida no cilindro S! x R e é dada por

T(z,y) = (r(2), Ay + f(2)),

onde 7(z) = fx com ¢ > 2, A € (0,1) e f € C*(S};R).

Para mostrar a existéncia da medida fisica do sistema I' vamos explorar uma ideia muito utilizada em
Sistemas Dindmicos que é construcio de conjugacdes entre sistemas.

Observe que o dominio S' x R ndo é um conjunto compacto. Esse pequeno detalhe pode ser um
obsticulo ao tentar mostrar que a medida p € fisica.

Uma maneira de contornar esse problema ¢ construir uma semi-conjugacdo entre a transformacao 7" e
um outro sistema no qual a dindmica seja mais simples. Desse modo a medida g obtida serd dada pelo o
push-forward da semi-conjugac¢@o construida.

Nas préximas subsecdes serd feita a construcao do outro sistema com a dindmica mais simples para

depois obtermos a semi-conjugacio desejada e com isso obter a existéncia da medida fisica.

Produto Torto Auxiliar

Para construg@o do produto torto auxiliar faremos uso das informagdes contidas na se¢do 3.2.

Seja 7 : St — S! dada por 7(z) = ¢z para £ > 2. Por 7 ser um endomorfismo expansor no circulo S!
sabemos da existéncia de uma semi-conjugagéo com espago simbélico A = [ ;| A.

Agora considere a particio P de S! em intervalos de comprimento %. Para cada intervalo temos os

seguintes dtomos de P:

k=1 k

P(k) = [7’ 5)

Desse modo para cada ponto em S' podemos associar um tinico dtomo da particio P que o contém.
Dito de outra forma, dado um x € S* existe um simbolo 7(z) € A tal que = € P(r(x)).

Para a obter o produto torto auxiliar vamos definir a seguinte aplicacao:

By A — A
a— By(a) = (m(z)aragas...)

Observe que a aplicacio 3, é um deslocamento a direita. Mais do que isso, ela endereca as sequéncias

de A> ao por o simbolo de A que estd associado ao um ponto de S*.
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Pelo tamanho do conjunto A segue-se da maneira que definimos que existem apenas ¢ transformagdes
B, Vale ressaltar que cada aplica¢do 3, € um ramo inverso do shift ’original’ j4 que para cada ponto
temos ¢ pré-imagens.

Com a aplicagio /3, em maos estamos aptos a definir o produto torto desejado. Seja S' x A um
"cilindro simbdélico" onde as retas verticais podem ser vistas como conjuntos de Cantor {x} x A%°. Desse

modo definimos o produto torto auxiliar sendo

T:S'x A® - S! x A®
(z,a) = T(z,a) = (1(x), Bs(a)).

Ao sistema 7' temos associado uma medida produto que é dada por it = m X v, onde m é a medida

de Lebesgue em S' e v é a medida de Bernoulli com pesos % em A°°. Vejamos que i € T-invariante.
Lema 14. A medida i é invariante por T.

Proof. Seja (S' x A%, B®C, i) o espago de medida produto. Estamos considerando B sendo a o-lgebra

de Borel em S! e C a o-dlgebra gerada pelos cilindros
C:=[msam,...an] ={(z;) € A 12y, =, ..., Tn = an}
em A, Desse modo a o-dlgebra produto B ® C é gerada pela dlgebra
D={ExC:EecBeCecC(}
Dai queremos mostrar que
MTHE x C)) = ((E x O)

para todos £ € Be C € C. Com efeito, tomando F € B e C € C quaisquer e pelo modo que a

transformacado T foi definida temos
T=HE x C)={(z,a) € S' x A® : 7(z) € E,a = (n(z)ayas...)}.

Como m € invariante por T e v € invariante por 3, segue-se que
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Conjuntos Estaveis de 7

Vamos demonstrar que a transformacao T tem um comportamento muito parecido com 7: a fibra
{x} x A> é enviada por T' na fibra {7(z)} x A™ e agio de T' contrai a distincia nas fibras. Mais

precisamente, vamos demonstrar o seguinte

Lema 15. Dados x € S', a,a € A> vale que

AT (2, ), T"(2,4)) < (%)”d(a, a)

Proof. De fato, por estarmos no espago simbdlico a métrica considerada é a que foi vista no capitulo

anterior. Dai, temos que

. 1 .
d(Bm(a)7 5m(a)> S §d(a7 CL).
Nota-se que a transformagao T esta contraindo nas fibras verticais. Entdo iterando 7' sucessivamente
obtemos
n—1
(,a) = (@), [] B (@).
1=0
Segue-se que
. . 1
d(Tn(:L‘, a)v Tn(xa &)) < (i)nd(aa CL)

Ao tomar n suficientemente grande temos que a distancia entre os pontos a e a tende a 0.
Tendo uma melhor compreensdo da dindmica de T somos capazes de mostrar que a médias de Birkhoff

para o futuro sdo constantes ao longo das fibras. Para isso provaremos um resultado bem mais geral.

Proposicao 32. Seja X um espaco métrico e T' : X — X uma funcdo com suporte compacto. Dado
y pertecente ao conjunto W5 (z) = {y € X : d(T™(z), T"(y)) — 0} vale que a média de Birkhoff, se

existe em x entdo existe em y e os valores sdo iguais.

Proof. Sejax € X tal que a média de Birkhoff existe em x. Desse modo considere

o* () = lim ¢,(x),

n——+00
onde ¢y, (x) = % ?2—01 ¢ o T'(x) tal que ¢ é CO.
Dado y € W#(x) segue-se da continuidade de ¢ que para todo € > 0 existe 0 > 0 tal que

3

d(w,y) < 6 = d(6(2), 6(v)) < 5.

Como y € W#(x) temos que existe um N € N tal que se [ > N, entdo
d(T'z, Tly) < 6

Paran > N tome n; > N tal que

> 1= 2 glleo <
n ni n Co 4
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Dai,

N n
9n(2) — 6ulu)] <+ {Z @0 T! (@) —goT' W)+ D, |6oT' (@)~ ¢ o:ﬂ@m}
=0 I=N+1
< 2Vllflles , (n=N)e
- n n 2

<

DN ™

Até o momento temos que

n>ny = |¢n(33) - d)n(y)| <

Agora sejang > n1 > N tal que
N €
n>ng = |¢n(@) — ¢ (2)] < 3

Dai caso n > ng, teremos

0n(y) = ¢ (1) = Pn(y) — dn(2) + Pn(2) — 6% (2)|
< [on(2) = Pn(y)] + [on(z) — &7 ()]
< % + g =€
Portanto ¢*(x) = lim,,—00 ¢n(y), como queriamos. O

Corolario 1. Seja ¢ € CO(S! x A®). Se lim,,_,o0 £ Z?:_ol ¢ o TH(x,a) = o, entdo para todo & € A®

vale

1n—1
lim *Z([)OTI(Z‘,CAI) =a
=0

n—oo N

Proof. Fixado z € S' e seja a € A>. Por hipétese temos que as médias de Birkhoff no ponto

(z,a) € ST x A™ sdo constantes. Ou seja,

o (xz,a) = lim @,(x,a),

n—oo

onde ¢y (z,a) = £ 3755 @ o T'(x, ).

Queremos mostrar que dado a € A* qualquer, vale

P (x,a) = lim @, (x,a).

n—oo
De fato, vimos que 7" contrai nas fibras verticais {2} x A, isto &, dado (z,a) € {2} x A>,
d(TY(z,a), T (z,a)) — 0.

Isso é o mesmo que dizer que (z,a) € W#(z, a). Portanto, pela Proposi¢o 32, o lim,,_,~ ¢} (x, @) existe

e converge para p*(z, a). O
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Ergodicidade do Sistema (T, i)

Para mostrar a ergodicidade de [ faremos uso das ideias contidas no Argumento de Hopf. Entretanto,
por /i ser uma medida produto, o nosso caso serd mais simples, pois nao teremos problema em relacio a
continuidade absoluta das folheacdes.

Antes de provarmos que i é ergddica vamos estabelecer alguns lemas. Recapitulando, seja ¢ :

S! x 4% uma fun¢io continua e

1

n

n—1
Z poT!(z,a).

=0

Prima) = lig,
Sabemos pelo Teorema Ergddico de Birkhoff que o limite acima existe para ji-quase todo ponto (x,a) €
St x A%,
Lema 16. Para v quase todo ponto a € A> existe c = c(a) € R tal que
¢ (x,a) = c(a)
para m quase todo ponto x € S'.

Proof. Pelo Teorema de Fubini temos que para v-quase todo ponto a € A°°, a média de Birkhoff ¢* (z, a)

esta bem definida para m-quase todo ponto € S'. Agora considere 1) € L*(S') dada por
P(x) = ¢*(x, a).
Afirmacdo 33. v o 7 = 1) para m quase todo ponto x € S'.

Proof. De fato, por defini¢cao

onde

-1
11 35y (@) = Brimi(y 0 Briiay © - - Briay © Bela).
=0

Entdo podemos escrever i sendo

-1

~ ~ n—1
v(@) = tim (P24 CEPAD) LN o1y T] By (Brioy (@)
=2

J=1

Por outro lado,

-1

5 > (), [T N n-l
Yor(z)= lim {<P(T(x),a) . p(r" (), [T1=1 Bri()(a)) 3 @), [T Bosy (@)}
1=2

n—r00 n n )
ji=

Como -1 -1 1 1
| TL 6o @) TT B (e | = (3) dtasfuta)
i j=1

e ¢ € uniformemente continua, por um argumento similiar ao argumento usado na proposi¢ao 32,
deduzimos que ¢ o 7(x) = (). O
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Segue-se da ergodicidade da aplicag@o 7 com respeito a medida de Lebesgue que 1 € constante para

quase todo ponto em S', como queriamos. O

Lema 17. Sejam I e J intervalos ndo triviais e disjuntos da reta. Entdo

(@) DA THI)) =0

Proof. Sejam A = ($*)~Y(I) e B = ($*)~Y(J). Por hipétese temos que AN B = (). Suponha por
contradicio que
i(A) > 0e i(B) > 0.

Pelo Teorema de Fubini, temos que
v({a € A :m({x €S: (z,a) € A}) > 0}) > 0.

Entdo, pelo Lema 16, existem a € A® e x € S! tais que (z,a) € A e $p*(x,a) = ¢*(y, a) para m-q.t.p
y € St

Analogamente, existem & € A>® e y € S! tais que (y,a) € B e ¢*(y,a) = $*(2,a) para m-q.t.p
z e Sh

Como consequéncia, obtemos que existe z € S! tal que

¢*(2,a) = & (z,a) e " (y,a) = §7(z,a).

Entretanto, pelo Corolério 1, sabemos que

A~

¢*(2,0) = ¢*(2,a),

o que implica que ¢*(z,a) = ¢*(y, a) e portanto I N J # (), absurdo.

Proposicao 34. O sistema (T, f1) é ergddico.

Proof. Para obter a ergodicidade da /i, basta provarmos que dada ¢ € C°(S' x A>°) a média de Birkhoff
(™ é constante /i quase todo ponto.
Como ¢ é uma fungdo continua temos que ¢* é limitada. Entdo Im(¢*) C [a,b] com a < b.

Agorasejam ¢ = 5% e I = [a,c) e J = [c, b). Pelo lema 16, sabemos que existe I; € {I, J} tal que
(@) (1) = 1.
Sejam a; = inf I; e by = sup ;. Do mesmo modo tome ¢; = bl_T‘“ e considere os intervalos
Il =ay,c1) e ey, byl
Novamente, pelo lema 16, devemos ter I € {1, I?} tal que

A(@*) 1 (I2) = 1.

Prosseguindo por inducdo, obtemos uma sequéncia decrescente de intervalos I,, 11 C I, com m([,) <
”2_—”“ — 0 tais que

a(¢") 7 ) = 1.
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Seja {c} = N2 I, Entdo
Al ) ({eh) = 1,

ou seja, * é constante fi-q.t.p. Dai, pelo Teorema Ergédico, sabemos que
[erdi= [ o

" (z,a) = / sdi,

Portanto,

~

para /i quase todo ponto, o que estabelece a ergodicidade de (7', [i).

Construcao da Semi-Conjugacao

Para mostrarmos a existéncia da funcdo que ird realizar a semi-conjugacio precisamos fazer alguns
comentarios sobre as particdes do circulo S'. Vamos denotar o truncamento de tamanho 1 < ¢ < p de
uma sequéncia a € AP por [a], = (a1 ... aq).

Lembre que estamos considerando a particio P de S' em intervalos de comprimento %. Desse modo

os atomos de P sdo

Pk) = [,

Sl

)

para todo k € A.
Vamos considerar uma outra particio de S' que sera denominada de particdo simbdlica. Explicita-

mente essa particao é o refinamento das pré-imagens da particdo P pela a aplicacdo 7:

p—1
PP = \/ T Y(P).
i=0

Os elementos da particao simbolica sdo as interse¢des ndo vazias da forma
p—1
Pa) = )77 (Plap-i)).
i=0

onde a = (a;) € AP e 77 (P(ap—i)) € 7~%(P) para todo i.

J4 vimos que para cada ponto € S' podemos associar um tnico dtomo de P que o contém.
Utilizaremos a parti¢io simbélica para codificar cada intervalo de S! no espaco A”.

Da mesma maneira que acontece na particdo P temos o mesmo na particdo PP, isto é, para cada
a € AP existe um tnico dtomo de PP que o contém.

Dado = € S?, existe um tnico y € P(a) tal que

() = 2.

Vamos denotar por a(z) os pontos que satisfazem a relacdo descrita acima, ou seja, a(x) representard

um ponto de P(a) que estd associado a x € S!. Com isso temos o seguinte
v =717(a(2)) = 777} (r(a(2))).
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Pelo o que acabamos de estabelecer, 7(a(x)) é o ponto que pertence a parti¢do que contém a sequéncia

de tamanho p — 1,i.e.
7(a(z)) € P(lalp-1)-

Utilizando a notag¢do acima isso € 0 mesmo que escrever

7(a(z)) = lalp-1(2)

paraa € AP.

Observe que o niimero de itera¢des da transformacdo 7 indica o tamanho da sequéncia que a parti¢do
ird conter. Consequentemente os tamanhos das particdes que compdem a particdo simbdlica estdo
determinados pela quantidade de iteracdes feitas por 7.

Uma parte importante para a constru¢io da semi-conjugagao e para a defini¢do da transversalidade
dada pelo Tsujii € a construgdo da fungdo S, : S* x AP — R. O préximo lema nos fornece como a fungdo

S, estd definida, mais do que isso veremos que ela converge uniformemente para Sy, na topologia Co.

Lema 18. A fung¢do S : St x A® — R estd bem definida, isto é, a fungdo S,, converge uniformemente

para Ss na topologia C°.

Proof. Para uma sequéncia a € AP tome o segmento P(a) x {0} C S! x R. Daf no ponto (z,0) €
P(a) x {0} vale

TP(2,0) = (t"(x), Y A" (77 (@) (4.1)
=1

Pela relagdo descrita no inicio da segdo, o ponto x € P(a) pode ser escrito como x = 7P(a(x)). Fixando

a € AP podemos definir a fungao

Sy:Stx AP -5 R
(,a) = Sp(x,a)
Como TP(P(a) x {0}) é o gréifico de Sp, podemos definir
Sp(z,a) =Y N1 f(rP7 ()
Pela relacdo descrita no inicio da se¢ao, obtemos
Sp(w,a) = 320y N1 f([ali(@)).

Para concluir que a fungio S, estd bem definida precisamos garantir a convergéncia da série

p

> AN (lali(@)).

i=1

Com efeito, note que
|Sp(a,a)] = [ DN F([ali(@)] < YN flloo
i=1 i=1

Por || f||co estar dominado por uma série geométrica segue-se que ao tomarmos p — 00, > A1
converge pelo Teste de Wierstrass (ver [Rud76]). Desse modo concluimos que a fungdo S, esta bem
definida.

O
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Agora sim estamos aptos a construir a semi-conjugagao.
Lema 19. Seja
7:S'x A® 5> S' xR
(z,a) — (z,Sx(x,a))
EntgoT oW =WoT.

Proof. Para mostramos que a conjugacio é vélida, precisamos da seguinte relaciio: para x € S' tome

m(x) € A, entdo pelos comentdrios feitos anteriormente o dtomo P (7 (z)) contém z, dai segue-se

wo(T(@), Bula) = Y N7 ([Ba(a)i(r(2)))
i=1

p+1

= f@@) + A N2 f([a]ima (2)
=2
= f(2) + A\Sx(z, a).

onde 3, (a) = (w(x)aias...) € A>.
Com a relagio acima em mos, basta tomar um ponto (z,a) € S' x A qualquer ver que

TW(x,a)) =T(x,S(x,a))

(), ASoo(z, a) + f(z))
= (7(2), Soo(7(2), Bz (a)))
= ¥(T(2,a))

o~ o~

Com isso, concluimos que o produto torto Té conjugado a T via a transformacéo V.

Obtendo a Medida Fisica

Agora estamos aptos a provar o Teorema 31.

Prova do Teorema 31. Observe que a existéncia de uma medida y ergédica invariante por T em S' x R é
uma consequéncia imediata do Lema 19. De fato, basta tomar p = W, ji. Por ¥ ser uma conjugagao e /i
ergédica, concluimos que /4 é ergédica em S' x R. Sejam g1 : S' x R — St e 771 : ST x A>® — Sl as

projecdes nas respectivas primeiras coordenadas, isto €,
msi(z,y) =xefgi(x,a) =x
Ainda pelo Lema 19 conseguimos obter a seguinte relacdo
g1 o ¥ = 7ig1 4.2)
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o que implica que (g1 o ¥), = mg:. Desse modo, se y, € a desintegracdo de . ao longo do circulo
St x {y}, segue-se da relagdo acima que 1, = mg:.

Como consequéncia da Afirmagdo acima e pelo fato da /i ser ergddica para 7', temos que se (z,yg) €
St x A® e (z,v0) € B(j1), entdo (x,y) € B(j1) para todo y € A,

Segue-se do Teorema de Fubini que existe um subconjunto X C S' com m(X) = 1 tal que para

z € X, existe um Y, C A com v(Y;) = 1 tal que
{z} x A® C B(jx) 4.3)

Em particular, por Y, ter medida total, Y, # &. Entdo existe um yo € Y, tal que (z,y0) € B(j1), além
disso como as médias de Birkhoff sdo constantes para todo elemento de A segue-se que (z,y) € B(j)
para todo y € A*. Concluimos que

{2} x A= C B(j).

Portanto, |J {x} x .A° C B(j1). Pela conjugagdo, sabemos que
zeX

w( | J{x} x A®) C B(u) (4.4)

rzeX

Dai, pela relacdo ng1 o ¥ = 7g1, obtemos

w(|J{z} x A°) = [ {z} xR (4.5)

rzeX zeX
Portanto, |J {z} x R C B(p).
reX
Como m(S' x R\ |J {z} x R) = 0, entdo a medida . é fisica. O
zeX

Desintegracao vertical da medida fisica

Nesta se¢ao vamos comecar o estudo da geometria da medida fisica p obtida na secao anterior, descrevendo
as medidas condicionais de x com respeito a particdo por retas verticais.

Primeiro, vejamos que esta é uma parti¢do mensurdvel.

Proposiciio 35. Seja P a particdo em retas verticais do cilindro S' x R. Entdo P é uma particdo

mensurdvel.

Proof. Seja P = {{x} x R : x € S'}. Para mostrar que P é mensurével veremos que P é o refinamento
da particio diddica de S'.
De fato, seja P, = {[]2;”1, 2]7) xR:j=1,...,2"}. Segue-se da forma que S' foi particionado que
para todo = € S!, existe um i, tal que
x € I(i,n),

onde I(i,n) é o segmento de S! correspondente ao intervalo

n
e

i —1 iy
[2n " on

).

Pela maneira que os intervalos correspondentes foram definidos, temos que JZ“rl cJ'e ﬂzf'i Jit =

{z}.

Portanto, P = :3 P, € mensuravel. ]
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A conjugacdo ¥ nos permite descrever de maneira simples as medidas condicionais com respeito a
esta particao

Sejam = € S! e §, uma delta de Dirac no ponto x. Considere uma familia de medidas dada por

po = Wi(dp X V)
Lema 20. Para x € S, j1, é a medida condicional da medida j1 com respeito a particdo P de S' x R na

fibra {z} x R.

Proof. Afirmamos que a familia {/, } ser uma desintegra¢do de i é apenas uma consequéncia direta da
conjuggdo obtida na secdo anterior. De fato, sejam J C S! um intervalo arbitrdrio e B, = {z} x R.
Considerando a projegio 71 : S' x R — S! temos que 71,0 = m, dai m(J) = u(F), onde
F = UyecyB,. Agorasejam B C S x A® e B, = {z} x A*°. Entdo

i(B) = (m x v)(B) = /S V(B O By)dm(z)

Como pi, = Wy (0, X V), segue-se

/S1 v(B N Bg)dm(x) = /S1 pe (B N Bg)d(ms, ) () = /S1 pz (B N Bg)dm(x)

Por fim, como consequéncia da imagem da bacia de atracdo da medida i por ¥ ser igual a bacia de atracio

da medida p, temos que em particular ji(B) = u(B). Portanto,

wW(B) = u(B) = /S e(B 0 Buydm(z),

como querfamos. 0

Critério para continuidade absoluta

Com isso defina

2(r) =17 [ ol
Sl
Coroldrio 2. Seja i a medida fisica de T. Se liminf, ,oZ(r) < oo, entdo u < m em S' x R e
i ¢ [2(R)

Proof. Seja x € S!. Pelo Lema 20 temos que a familia {;, } é uma desintegragio de 1 com respeito a
particio P de S! x R em retas verticais, e como acabamos de ver P é mensurivel. Dai, dado A C S! x R

temos
H(A) = /S el Aydm. 4.6)

Afirmacao 36. A medida condicional i, é absolutamente continua com respeito a m.

Proof. De fato, lembre que
7(r) =172 [ el

Entdo pelo Lema de Fatou e por hipétese,

/ lim inf 2| |, ||? < liminf/ 72| pe| |2 = liminf Z(r) < oo
St r—=0 Js1 r—0

r—0
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Note que 7 2||jtz||> = a(r) é um nimero real. Daf

liminf(a(r))? < oo = liminf r~1||p.|| < co
r—0 r—0

para m quase todo ponto.

Com isso segue-se do Teorema 19 que 1, < m para m quase todo ponto, du, = pydm e

llpell2 < Timinf r="{| |, 4.7)
r—0
]
Por outro lado,
pal) = [ pety)im(y). @43)

Substituindo (4.8) em (4.7) e pelo Teorema de Fubini

wA) = [ [ 1ape(im(pim(z)

_ /R /S Lapa(y)dm? (@)

Perceba que basta provarmos que a integral dupla acima é limitada para termos que 1 < m. Como a

funcdo caracteristica € limitada precisamos mostrar que

/R/S1 pa(y)dm?®(z,y) < oo

Como consequéncia da Afirmagdo 36 obtemos que p, é L?-integrdvel, em particular é L!-integrdvel.

Dai elevando a desigualdade (4.8) ao quadrado

lallie = [ patu)Pdm(y) < timint v o] (49)

Integrando a eq. (4.

9)
// pw(y)Qde(:B,y)S/ lim inf 72| e ||2dm ()
R JS! st

r—0
< liminf Z(r)
< 00,

como querfamos.

4.3 Analise da medida fisica de acordo com os parametros )\, /

Nesta secdo vamos estudar como se comporta a geometria da medida fisica i de acordo com os valores
atribuidos aos parametros A e /.

Recorde que estamos trabalhando com o sistema dindmico
T:S'xR—S'xR
(z,y) = (T(2), Ay + f(2))
onde 7(x) = fz, ¢ > 2. Demonstramos acima que existe uma medida de probabilidade em S* x R, que é
T-invariante e ergddica e que
(g1 )ups = M.

Observe que det DT'(x,y) = A, ou seja, T' € uma aplicagio de Jacobiano constante.
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Lema A

Nesta pequena se¢do vamos provar um lema o qual chamaremos de Lema A e que serd usado na prova da

proposicao 37.
Lema 21 (Lema A). Dado x € S! sejam {1, ... ,x,} = 7—*(z). Entdo
L
Z Z ga: ,uan
Proof. Paracadai = 1,...,¢sejan; : S' — P(i) o ramo inverso da aplica¢io 7. Entio, pondo
7'_1(.7}) = {.7}1, ceey .%'g}

temos que x; = n;(x),i=1,... 4.

Dado x € S', considere
¢
Z gTh (z) *an

Vamos demonstrar que a familia {v; },cs1 € uma desintegragido da medida ;. com respeito a particdo em

fibras {z} x R. Pela unicidade e quase todo ponto da desintegragdo isso implica que

Ve = Hg

em quase todo ponto e d4 o resultado desejado. Portanto seja £ C S! x R um conjunto mensuravel e seja

a(F) = /Z/x(E)dm(m).

Nosso objetivo é provar que «(E) = p(F). Para isso, observe que, pela linearidade da integral:

¢
dm(x
:;/Sl(gm(x))*um(x)(E) E( )

Fazendo a mudanca de varidvel y = 7;(x) em cada uma das integrais acima vemos que dm(y) = dm(x) /¢

e portanto
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Aplicando o lema A a 7~" obtemos o seguinte resultado que pode ser visto como um corolario do

lema. Para isso seja A7 = {1, ..., ¢}? e vamos considerar, como antes,
a:S"— P(a)
o ramo inverso de 79.

Corolario 3. Como 779 possui £1 ramos inversos, a cada a € A4, entdo

1
Kz = E Z T»?,ua(x)'
ac AP

Caso \M/ < 1

Vamos considerar inicialmente o caso em que 7' contrai drea. Iremos mostrar que as medidas condicionais

da medida fisica y sdo medidas de Dirac.
Proposicdo 37. Se M < 1, entdo p é singular com respeito a m?>.

Antes de fazermos a prova da Proposicdo 37 vejamos trés lemas. Para os dois primeiros a tripla

(X, B, u) serd um espago de probabilidade qualquer e ¢ : X — [0, 1] uma fun¢do mensuravel.

Lema 22 (Desigualdade de Markov). Dado 1 € (0, 1) suponha que [ dp > 1 — 1. Entdo, o conjunto
B:={zxec X :¢(x)>1—./n}cumpre u(B) > 1 — /1.

Proof. De fato, note que X = B U B¢, dai

1—n</¢du:/¢du+ Wd.
X B Be
Por hipétese e por p(B€) = 1 — pu(B), temos

L1 < u(B)+ (- u(B)(1- yi)
= u(B) +1 = /il = u(B) + u(B)/i
=1~ /i + u(B)Vi

Dai segue-se que
=1 < =i+ u(B)yin = (u(B) = 1)V
Portanto, 1 — /1 < p(B) como queriamos. O

Lema 23. Dado C > 0 existe g > 0 tal que se 0 < € < g satisfaz [ pdu > Ce entdo o conjunto
B :={x € X :¢(z) > &} cumpre u(B) > 2.

Proof. Segue o mesmo raciocinio da prova da Desigualdade de Markov. Escreva
Ce < / Ydp + Ydu.
B Be
Novamente por hipdtese, segue-se que
Ce < j(B) + (1 — p(B))

= u(B) +&* — *u(B).
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Dai,
Ce—e* < u(B)(1—-¢e?) = u(B)> 0766 > g2

para todo ¢ suficientemente pequeno. 0
O terceiro lema € um coroldrio da linearidade dos ramos inversos e do teorema de Fubini.
Lema 24. Dado ¢ > 0 suficientemente pequeno existe § > 0 tais que se I' C S satisfaz
mI)>1-0

entdo, para todo n € N, o conjunto

#y e (T "(@)Nl)}
AL

I(n):={zes: > 0.75}

satisfaz
m(I'(n)) >1—e.

Além disso 6 — 0see — 0.

Proof. Para esta demonstragdo vamos utilizar a seguinte notacao
T_n(l') = {3}1, ey xgn}.

Sejal'(n) := {z € St: W > 0.75}. Por m(I'(n)) > 1 — € podemos supor que m(I'(n)¢) >

e. Mais ainda, note que se = € I'(n)¢ temos

card(77"(z) NT°)
/m

> 0.25.

Considere A" := {1,...,/}" munido da medida de contagem v, normalizada para que v(A") = 1 e no

espaco produto S' x A" considere a medida produto m x v. Agora seja
A= {(z,i):2; €T} St x A"
Aplicando o teorema de Fubini temos que
m x v(A) = /V({Z € A" 1 xz; € I'°})dm(x)
> / v({i € A™ : 2 € TV )dm(z)
INCON
> 0.25¢.

Invertendo a ordem de integracdo podemos escrever

KTL
m X v(A) = %Zm({x €Stz eTeY).
i=1

Entao

z’ﬂ
m x v(A) = %Zm({x €St :x; €T¢Y) > 0.25¢
i=1
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Pelo lema 23 obtemos
v({i € A" :m({z € S':z; €T > %)) > 2

Como cada ramo inverso é uma fungio ®; : S' — J(i), onde J(i) é o i-ésimo intervalo da partigdo
homogénea de S! em /" intervalos, que € linear com derivada 1/¢", temos que a imagem do conjunto
{x € S': 2; € I'°} pelo ramo inverso ®; possui medida igual a
m({x € St : z; €T}
o '
Como os intervalos J (i) podem ser tomados dois-a-dois disjuntos deduzimos de v({i € A" : m({z €
St:a; €T¢}) > €2}) > &2 que

2 g2 4
m(FC)Zsﬁnxg—nze,

o que é absurdo se escolhermos § < €.
O

Com os trés lemas em maos estamos aptos a provar a Proposi¢do 37, ou seja, que a medida 4 € singular

com respeito a Lesbegue quando o Jacobiano de 7' é menor do que 1.

Proof da prop. 37. Vamos usar nesta demonstragdo um argumento inspirado no trabalho de David Ruelle
e Amie Wilkinson [RWO1].
Tome R > 0 de tal modo que
w(St x [-R, R]) > 0.5.

Agoratome N € N e uma cobertura de S! x [~ R, R] por N bolas de raio 1/10. Dado = € S*, sejam

Ul(x)a T Uk:(oc)(x)

as bolas desta cobertura que intersectam {z} x R. Note que em particular k(z) < N. Defina

k
{(z) =inf{d diamI; : I; = B, (p;) C [-4R,4R] e uo(U_, I;) > 0.5}.
j=1
Dito de outra forma, {(z) é o infimo das somas dos didmetros de bolas na cole¢do de todas as bolas cuja
unido possui medida ji, maior do que 0.5. Como Uy (z), . . ., U(z) (@) s@o todas as bolas da cobertura de

S' x [~R, R] que intersectam a fibra {z} x R, devemos ter

1o (U5 U (2)) > 0.5,

Agora seja g, : R — R dada por
92(y) = Ay + f(=).
Dai, como T'(z,y) = (7(z), g=(y)) e g é invertivel, temos o lema A em maos.Temos como consequéncia
por inducdo que, se
T x) =A{x1,..., 2},

entao

m

1
He = Iz Z(Q;Z)*va
=1

onde gz, = grn—1(z;) © """ © ga,-
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Afirmacao 38. Seja & = esssup &(x). Entdo £ = 0.

Proof da Afirmagdo 38. Suponha por contradi¢do que ¢ > 0. Entdo existe um € > 0 e um conjunto

A C St com m(A) > 2¢ satisfazendo
ac€A = {(a) > /2.
Aplicando o lema 24, escolha § > 0 com § < ¢ suficientemente pequeno para que

0.75(1 — 6) > 0.5.

Seja R = R(§) tal que u(S! x [-R, R]) > 1 — 6%. Seja N € N (dependendo de §) o niimero de bolas

de raio 1/10 que cobrem S! x [~4R, 4R), ou seja, o mesmo N estabelecido no inicio da prova. Dado

x € S! considere as bolas U1 (), .. ., Uy (z) e defina
k(x
B, = Uj(zl)Uj<a:.)'
Entao,

1 — 6% < u(U(Bolas(1/10))) = /,ux (Bg) dm(z).
Pela desigualdade de Markov segue que o conjunto
I:={zecSu,(B;)>1-06}
satisfaz
m(l) >1-4.

Agora tome n € N grande o suficiente para que
4M)"NR < /2.

Dai, temos que
m('(n)) >1—cem)>1->1—¢
o que implica
m(INT(n)) >1-—2e.
Portanto, m(ANT NT'(n)) > 0. Sejaz € ANT'NIT'(n) e considere como antes 7~ " (x) = {1,
Paracadai € {1,...,¢"} defina
B = U g2 (Ba,)
Como B € um unido de intervalos, devemos ter
£(z) < Z diam I

IeB
N k(x;)

< Z Z diam gy (Uj(x;))

i=1 j=1

< PN2RN"
= (LA)"2NR
< /2.

,I’gn}
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k()
j—i temos que

Por outro lado, pela defini¢ao de = — {U;(x)}
o, (Bg;) > 0.5.
Seja
B C {z} x [-2R,2R],

a menos de tomar R grande para que Im(f) C [~R,R]. Observe que B,, C g,"(B) para todo
i={1,...,{"} e portanto

.
pe(B) = 5 Y07 (B))
=1

ZTL
1
i=1

> éin Z ,Uy(By)

yel'nr—n(z)

> 0.75(1—-6) > 0.5
o que € um absurdo ja que contradiz o fato de = € A. O

Isso prova que para m-para quase todo ponto x € S', para todo &, é possivel encontrar finitos
intervalos Iy, ..., I C {z} x [-4R,4R)] tais que

m(Ug_,1;) < e e iz (U_ I;) > 0.5.

Fazendo ¢ = 1/n e fazendo um argumento diagonal obtemos um conjunto I C {z} x [-4R,4R], no

maximo enumeravel, tal que

~ N

m(I)=0e u,(I) > 0.5.
Pelo teorema de Fubini, isso implica que
m2(Ugest{z} x I(z)) = 0 e p(Upest {} x I(z)) > 0.5,

e portanto u € singular.

Caso \/ > 1

Vamos considerar agora o caso em que A/ > 1. Vamos demonstrar que, nesse caso, € possivel exibir
exemplos de fungdes f € C2(S!) para as quais o sistema dinimico associado 7' possui uma medida fisica

singular. Mais precisamente:

Proposiciio 39. Dados \ € (0,1),¢ > 2 satisfazendo M > 1, existe f € C%(S';R) tal que a medida

fisica p do sistema
T:S'xR—-S'xR
(@, y) = (7(2), Ay + f(2))
é singular com respeito a Lebesgue.
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Proof. Seja o € C*®°(S!;R) e defina f : S' — R pondo

f(z) = o(r(z)) = Ap(z),
onde 7(z) = fx modl. Observe que K = graf(y) é um conjunto compacto e invariante. Com efeito, se
x € S! entdo
T(z,¢(x)) = (1(x), \p(x) + f(x)) = (T(2),o(7(x))) € K.

Além disso, dado a € AP temos que

P (@) + M2 a(@) + -+ WL (r(a(2))
= porP(a(z)) — Apo P (a(z)) + Ao o 7P (a(x))
= Np(rP 2 (a(@))) + - = Mep(r(a(x)))
= pot’(a(z)) — NWo(r(a(z)))

Como 7P(a(z)) = x, por defini¢do, obtemos

p—1

>N (@) = p(@) — Wp(r(a(x))).

i=1

Portanto se a € A%, como A < 1 temos

—0o0
Y N (lali(e) = e(a).
i=1

Isso prova que, nesse caso, a conjugacdo ¥ é dada por

U(z,a) = (z,p(2)).
Como p = ¥, (m X v) vemos que
supp(p) C K,

e portanto, como m?(K) = 0, deduzimos que y é singular com respeito a Lebesgue.
O

Observe que em ambos casos analisados obtivemos medidas fisicas singulares com respeito a Lebesgue.
Isso significa que para determinada escolha dos pardmetros A, £ e f a medida fisica p possui comporta-
mento totalmente oposto ao comportamento da medida de Lebesgue.

Essa pequena conclusdo nos leva fazer o seguinte questionamento: serd que uma escolha de parametros
A, £ e f de tal modo que a medida p é absolutamente continua com respeito a Lebesgue ? Ou seja, é
possivel fazer tais escolhas de pardmetros para que p tenha comportamento parecido com a medida de
Lebesgue ?

Mais concretamente:
Problema 40. Existem \,( e f tais que a medida fisica p de T é regular ?

Naturalmente estes questionamentos nos remetem ao problema posto no capitulo 3 que essencialmente
envolve saber se existe uma escolha de parametro A para o qual as convolugées de Bernoulli v sejam
absolutamente continua com respeito a Lebesgue.

Em sua essé€ncia os problemas sdo os mesmos. Nao € atoa que no préximo capitulo utilizaremos a
condicdo de transversalidade usada para garantir a regularidade de v, para provar que de fato existem os

casos em que u € absolutamente continua.
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CHAPTER 5

Transversalidade das variedades
instaveis e continuidade absoluta

Neste capitulo iremos concluir este trabalho apresentando uma versdo devida a Tsujii do argumento de
transversalidade usada por Peres e Solomyak que explicamos no capitulo 3.

A ideia de base é que se as variedades instaveis de 7" forem suficientemente separadas pelos diferentes
valores de a € A entdo a continuidade absoluta "horizontal" da medida fisica pode ser espalhada pelo

espaco todo.

5.1 Variedades Instaveis e a condicao de transversalidade

Com a conjugag@o ¥ ao produto torto simbdlico, ainda que o mapa 7' ndo seja invertivel, podemos
parametrizar cada forma de ir ao passado por um ponto a € A,
Além disso, os gréficos de  — S (x, a) constitui um pedago da variedade instdvel associada a esta

escolha de passado. Mais precisamente.

Lema 25. Seja T, ™ o ramo inverso de T parametrizado por a € A®. Dados x,& € S, se y = Soo(1, a)
e ) = Sxo(, a) entdo
d(T,"(z,y), T, "(&,9)) = 0

quando n — oo.

Proof. Seja [al], = (a1, ...,ay) e seja [a],(z) o dnico ponto no dtomo P([a],) tal que 7" ([a],(x)) = =.

Observe que, por defini¢do

([a]n(2), Seo(laln(x), 87 (a)) = ¥([a]n(z), B; (a)),
T" o W([a](x), B (a)) = ¥ o T([a]u(2), 7 ()
=Y(x,a)
= (vaOO(‘r?a))a

deduzimos que
T, " (graf(Seo(w, a)) = graf(Sec([a]n (), 57 (a)).

71



Como

d([aln (), [a]n(2)) < €77,

entdo segue-se que 7, " contrai exponencialmente graf (S (z,a)). O

E importante mencionar que a fungio S (., a) é descontinua no zero, pois os ramos inversos de 7°
s@o todos descontinuos em zero, quando o zero € visto como um ponto do circulo. E essa € justamente a
visio com a qual estamos trabalhando, 7 é uma aplicacio definida em S® e nesse caso, diferentemente do
intervalo, temos 1 = 0.

Desse modo, dado a € A% e ¢ € AP a fungdo S,(., a) pode ser descontinua no fecho de P(c) (P(c))

caso P(c) tenha zero como ponto final a direita. Entretanto, podemos estender a fungao Sq(., a) ao P(c).

Denotaremos essa extensao por S (., a).
I’

Definicdo 41. Sejam a,b € Al e c € AP, e considere (q) > 26(q). Dizemos que as fungoes Sy(.,a) e
Sq4(., b) sdo (¢, 6)-transversais em P (c) se algumas das condig¢ées ocorrem
d

|Sq.c(x,a) — Sge(x,b)| >e(q) ou |—Syc(x,a) —

d
dl‘ 78(1,0(56’ b) > 6(Q)

dx

para todo x € P(c). Caso contrdrio, dizemos que as fungdes sio (<, 6)-tangentes em P(c).

Para facilitar as futuras contas os €(q) e d(g) da defini¢cdo acima serdo denotados apenas por € e
. Mais ainda, a notacdo a M b significa que as fungdes S;(.,a) e S;(.,b) sdo (e, d)-transversais e
(e, 9)-tangentes serdo denotados por a fff b.

A definicéo de (e, 0)-transversalidade dada acima é proposta por Tsujii em [TsuO1]. Por outro lado
em um artigo posterior, Artur Avila, Sébastien Gouézel e o préprio Tsujii deram uma outra versio de
transversalidade em [AGTO6].Essa outra versdo é mais forte que apresentada neste texto, mais ainda eles
apresentam uma estimativa para o 9. A seguir veremos como obter esta estimativa

Primeiro lembremos que para uma palavra a € A? de tamanho finito a imagem do segmento
P(a) x {0} C S x R por T é o grafico da fungdo S, dada por

q

Sy(z,a) =Y N f([a]i(x))

i=1

Ao considerarmos uma palavra de tamanho infinita, a € A, podemos definir

11— 00

Seolz,a) = lim Su((ali(2) = SN f([ali(@))
=1

Note que pelo Lema 18 o limite acima existe, além disso a funcio S, é de classe C? exceto na origem.

Isso ocorre, pois parar = 0, 1,2

L dr > ,
Z\A"I?f([a]i(w))! <Y XU fll g2 < 00 (S.D
i=1 1=1
onde
—_—a d d2
7l = sup max{lf @) | 77} g3 7))

72



Agora pondo  := (1 — A\) 7Y f|| 2, segue-se da estimativa (5.1) que

2

@S(:r, a)l} <o (5.2)

d
sup max{|S(z,a)l, | S(x,a)l,|
zeSt\{0} €L

para todo a € A9 de tamanho finito ou infinito 1 < g < co. Além disso,
[o¢]

dr , .
S(z,au) — wé‘(:ﬁ,a)\ < Z AL fllee S XU (5.3)
i=q+1

a
dx”

paraa € A%, com g < oo, u € A er=0,1,2.
Portanto, o § da (e, §)-transversalidade pode ser tomado sendo § = A9/~ q.
A seguir iremos definir o conjunto dos pontos que ndo satisfazem a condi¢@o de (&, ¢)-transversalidade

na parti¢do P(c).
Definicdo 42. Paral <p,q < oo, c € AP e £, > 0, defina o seguinte conjunto
E(q,c;¢,0) ={(a,b) € A? x A9: existem u,v € A tais que a i} b}

Agora definimos

je,0) = be Al (a,b) € E(q,¢6,0
e(g,p;€,0) = maxmax #{b € A?: (a,b) € E(g, ¢;¢,9)}

onde # é a cardinalidade do respectivo conjunto.

Observacio 43. Note que e(q, p; e, d) decresce com respeito a p e cresce com respeito a € e 0. Desse

modo, tome

e(q) = min{e(q, p;&,6) :£,6 > 0,p > 1} = lim (g, p; ¢, 9).
p—00

Note que a quantidade e(q) mede a quantidade de aproximagdes (em escala ¢~7) das variedades
instdveis de T que ndo sdo (&, §)-transversais.
A ideia, implementada com sucesso por Tsujii, € que se e(q) apresenta um crescimento mais lento

que o Jacobiano de 7', entdo ha suficiente transversalidade para rodar o argumento do capitulo 3.
Definicao 44. Dizemos que T' satisfaz a condigdo de transversalidade de Tsujii se existe q € N tal que
e(q) < (M)

Um fato muito importante € que esta condi¢@o € aberta no espaco dos pardmetros que determinam o

mapa 7'. Isto € uma consequéncia do seguinte:
Lema 26. Fixado q € N, a fungdo f € C*(S';R) +— e(q) € N é semi-continua superiormente.

Proof. Observe que o valor Sy, (7, a) depende continuamente de a € A™ na topologia C2. Isto segue
diretamente da estimativa (5.3).

Da mesma forma. S, (7, a) depende continuamente de f na topologia C. Isto implica que a condigo
de transversalidade da defini¢do 44 é aberta em f e portanto a quantidade e(q, p;e,d) é localmente

constante em f. Desse modo, seja v > 0. Daf, por defini¢do, existem p > 1 e £,§ > 0 tais que
ef(va;‘S?&) < ef(Q) + 7.
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Pela discussdo acima, se g estd suficientemente proximo de f entdo ef(q, p; €, 6) = eq4(q, p; €, ). Portanto,
eg(q) < eq(a,p;€,0) <egp(q) +.
Isto estabelece a semi-continuidade e completa a prova. O

Coroldrio 4. O conjunto T C (%,1) x C%(S';R) dos pares (X, f) para os quais T a cumpre a condigdo

de transversalidade de Tsujii é aberto.
A seguir vamos ver que o conjunto 7 é ndo-vazio.
Lema 27. Seja ¢ =2,0.5 < X\ <0.51 e f(x) = sen2mx. Entdo (\, f) € T.

Proof. Como ¢ = 2 estamos considerando o espaco A = {0,1}. Para mostrar que a medida p é

absolutamente continua, basta provarmos que e(1) = 1, e com isso utilizar a proposigao 50.
Afirmacio 45. ¢(1) = 1.

Proof. Sejam a,b € A tais que [a]; = 0 e [b]; = 1. Usando qualquer programa que faga célculo

. 2
podemos concluir que para |z| < £ tem-se

d d 1 1
[ Suclr,0) — - Sne(arb)] = cos((al () — geos((Bly (@)
A
+ | Seos((ala(x)) — 2 cos((bla ()] +
1 2 A« A1
> 250087 — 1(6087 + 005(5 g)) Zm
>0
No caso em que 2 < 2 < 1 — 2, cada um dos pontos [a]2(z) e [b]2(z) estdo contidos em uma vizinhanga

de tamanho % dos nimeros %, onde k =1, 3,5, 7. Entdo
Sao(,a) — Soo(,b)| > 2{sen(27/5) — Asen(3w/10) — A%(1 — \)~1} > 0.

Portanto, e(1) =1 O
Pela proposicdo 50, (A, f) € T O
Em seu artigo, Tsujii demonstra um resultado muito mais forte cuja demonstragdo ndo daremos aqui.

Teorema 46. Para todo { > 2, T contém um subconjunto denso de (%,1) x C?(S}; R).

O grande interesse de estudar o tamanho do conjunto 7" vem do fato de seus elementos corresponderem
aos sistemas com medida fisica absolutamente continua. O préximo resultado serd chamado de Teorema

A.

Teorema 47. Se (A, f) € T, entdo a medida fisica do sistema T é absolutamente continua com respeito

a Lebesgue.

O objetivo das préximas se¢des serd demonstrar o resultado acima. Entdo daqui por diante fixamos

(A, f) € T. Pelo corolério 2 temos que provar que

liminf Z(r) < 4o0.
r—0
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5.2 Primeiras estimativas

Observe que o coroldrio 3 obtido pelo lema A nos permite dar as seguintes defini¢des:

2(r,0)i=1* [ Juslfdm(a)
P(e)

I(?", G a, b) =7 / <T>g)ua(x) ) Tgub(x)>7"dm(x)
P(e)
Com isso, comeg¢amos a prova do Teorema A dando o resultado a seguir.

Proposicao 48. Sejam a,b € Al e c € AP. Se as fungdes S (., au) e Soo(., bv) sdo (e, 0)-transversais

em P(c) para todos u,v € A, entdo
Z(r,c;a,b) < 86~ Pmax{da/e, P} (5.4)
para 0 <r < ¢e/4.

Proof. Seja I, = (—r,r) um intervalo de R e considere 1;, sendo a fung¢do caracteristica de I,,. Por

defini¢ao,

Z(Ta C;a7b> = 7“_2 /73( )<T>g:ua(x) ) Tfub(x)>7"dm(x)

Ou seja para obtermos a desigualdade (5.4) precisamos estimar o integrando acima. Desse modo,

segue-se do produto interno estabelecido na secio 2.3

(T htatay » T pipo)r = /R T ooy (L) T 1o (1) 2

Observe que T¥ ig(2) (Ir) = [ 11, (5 — 2)dpqe(z)(s), pois 1, (.)(s) = 1,(s — z). Entéo,

[ Tbato 1T 1)z = [ ([ 11,05 = 2)itaer(9) [ 11,0 = 2 (0)d2
R R JR R
= [ 1005 210, = 2ty % ) 5:)
R JR2
= [ 100 = 2010 = 2ty % ) 5:)
R?2 JR
onde na tltima igualdade foi usado o Teorema de Fubini.
Afirmacido 49. Paratodo z € I, 11,(s — 2)1;, (t —2z) < 1p, (s — 1)
Desse modo,

Lo 100 = 2010 = 2l ¢ o)) < 2r [

R2 ]]‘127‘ (8 - t)d(ua(m) X ,ub(x))(svt)) (5.5

Lema 28. [, 17, (5)dTY 1q(2)(5) = [ g0 11, (Soo(, au))dv(u)
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Proof. De fato, seja fiq(z) = Vs(0q(z) X V) € considere a conjugagdo T oW =¥ o T'. Entdo,

[ 10Ty (9) = [ 11,0 Tt o
R R
= [ L o770 W(ae). wilEu) % )0

- / Ly, oW o Ta(w), u)d(8y(z) X v)(u).

Agora observe que 79 (a(x), u) = (x, au). Assim,

/ 1, 0@ 0 7(a(x), u)d(Saga) x 1)(w) = [ L1, 0 W(z, au)d(Bure) X v)(u)

1, (%, Seo(®, au))d(Sq(z) x v)(u)

Il
o~ T T

17, (Seo(, au))dr(u)

(oo}

Dai, o lema acima nos permite escrever a desigualdade (5.5) da seguinte maneira

/ ( / 17, (5 — 211, (¢ — 2)d(tae) X tinge))(5:0) <2 | Ly (5 — )d(ttagey X fin(e) (5. 1))
R2 R R2

= QT/ 17, (Soo(z, au) — Soo(z, bv))d(v x v)(u,v)
A% x A%

Entdo a estimativa do integrando de Z(r, ¢; a, b) é

(T pa(wy » T pp(z))r < Qr/ 17, (Soo(, au) — Soo(z, bv))d(v x v)(u,v)
A x A

2

Desse modo ao multiplicarmos por 7~ “ e integramos ambos os lados sobre P(c), obtemos

7 gy D) <077 [ [ 1 (Sl a) - Sl bo)d(e x v)(a,0))dm(a)
P(c) P(c) 2 x A>®

= 9or /7>(c)(/°°ono 17, (Soo(z, au) — Soo(z, bv))d(v X v)(u,v))dm(x)

-1
=2r! r,au) — x,bv))dm(x v X v)(u,v
=7 /A°°><A°°</7’(C) 11, (Soo(@, au) — Soo(, bv))dm(z))d(v x v)(u, v)

onde na tltima igualdade foi usado o Teorema de Fubini.
Agora defina o conjunto L := {x € P(c) : |Sec(z,au) — Seo(x,bv)| < 2r}. Com isso, podemos

escrever

/ 11 (S, at) — Sa(, bo))dm(z) = m(L)
P(c)

Consequentemente,
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I(r,c;a,b) < 2r~1 /79( )m(L)d(y X v)(u,v)

Ou seja, para obtermos a estimativa desejada basta provarmos que

m(L) < 476~ ~P max{4da/e, '}

para todos u, v € A>.

Para isso seja J uma componente conexa do conjunto {z € P(c) : |Soo(z, au) — Soo(z,bv)| < €} e
defina g(x) = Seo(z, au) — So(z, bv).

Seja B = {z € J : |g(z)| < 2r}. Note que o conjunto B estd bem definido, pois 0 < r < §. Caso
B = () a desigualdade ¢é trivialmente satisfeita.

Desse modo, suponha B # (). Pela condi¢do da (e, d)-transversalidade, temos que por |g(z)| < €
devemos ter |¢’(x)| > d para todo 2 € J. Entdo, aplicando o teorema do valor médio temos que dados

y € Bex € Jvale que
9(y) — g(x) = ¢'(2)(y — 2),

para algum z entre y e x. Como |g’(z)| > §, segue-se

l9(y) —g(=)| _ 4r

y—x| = """ < —.
o= <

Como B C J é um intervalo j& que g é continua, o seu comprimento nao ultrapassa %7".

Agora seja A uma das componentes conexas de J\B. Se z € A, entdo
2r < lg(z)| < e.

Vamos novamente aplicar a ideia de usar o teorema do valor médio para criar estimativas, mas dessa vez
vamos estimar o comprimento de A. Antes observe que se J = P(c) entdo, por defini¢do, |g(x)| < €

para todo = € P(c) e nesse caso podemos estimar
m(J) =P,

Se J C P(c) estritamente isto quer dizer que |g| assume o valor € em algum dos extremos de .J. Ou

seja, para x € A, a fungdo |g| tem que crescer de 2r a £. No entanto, como
lg'(z)| < 2r,

isto implica que o comprimento de A tem que ser, no minimo,

€—2r €
Al > —.
4] = 2 - 4o
Portanto,
m(B) 4r/§ 1
< =4rf 4 28
m(J) ~ min{e/4a, (P} ro” max{da/e, (7}

Somando sobre todas as componentes conexas, obtemos

m(L) < 4r6~ 7P max{4a/e, F}.
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Proposicdo 50. Parap,q € [1,00),¢,6 > 0er € (0,6/4), temos

I(r) < XU %(q, p;e, 6)T(A"97) + 85 L max{4a/e, (P} (5.6)

Proof. Primeiramente observe que

I(r)= Z I(r,c) = Z Z 2 L(r, ¢; a,b)

ce Al c€A? (a,b)eAIx AL

Agora considere o par de pontos (a, b) em A? x A%, mas que néo pertencem ao conjunto E(q, c; €, 0),
isto é, estamos considerando apenas os pontos nos quais temos a condi¢do da (g, §)-transversalidade

sendo satisfeita. Desse modo, segue-se da Proposicio 3 que

Z(r,c;a,b) < 86! max{da/e, (PP

Consequentemente,

Z Z I(r, c;a,b) < P86~  max{da/e, P }P = 85~ max{da/e, 7}
c€AP (a,b)¢ E(q,c;€,6)

Assim até o momento obtemos a seguinte limitagdo

S 08I0 a,b) < 85 max{da/e, %) (57
cEAP (a,b)¢ E(q,c;e,0)

Para o que se segue precisamos de dois lemas

Lema 29. Dados x € St e a € A% Se Ty, ¢ é o ramo inverso associado, entdo existe um o € R, que

depende de x e a, tal que

T, 9: {z} xR = {a(z)} xR
y= T y) = Ay +a

Lema 30. <Tf,ua(w) s Tf,ua(;p)>r = )\q<,ua(:v) ) :U’a(:v)>/\*q7’

Proof. De fato, considere x € Slea € A4. Dai, por definigdo,

<wwﬂﬂwmw=4w%@m@Wma@MmT%@W@ (5.8)

Segue-se do Lema 26 que a eq. (5.8) pode ser escrita como
/R[,ua(x)((I)\‘IT(Ta_q(z)))]de = A[Ma(x)((IAqT(ZA_q + O‘)))}Qd'z (5.9
Agora fagamos a seguinte mudanga de varidvel
u=A %2+« (5.10)

o que implica
du= X"z < Ndu=dz (5.11)
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Desse modo, substituindo (5.10) e (5.11) em (5.9) obtemos

/R[Iua(x)(I/\qr(“’))]z)‘qdu:)‘q/R[:U’a(x)<1>\q'r(u))]zdu
= )‘q<:ua(ar:) ) ,ua(x)>)\_‘1r

como querfamos.
O]

Utilizando o Lema 27 vamos encontrar uma limitagdo para a eq. (5.7), mas dessa vez estaremos

considerando o par de pontos (a, b) pertencentes ao conjunto F(q, ¢; a,b). Pela desigualdade de Schwarz

Z <Tfua(z) ) Tfub(ac)>7” < Z ||T>3Na(:r)HT||T*q/J’b(:r)HT
(a,b)€E(q,c5e,9) (a,b)eE(q,c;e,0)

Observe que o Lema 27 € vélido para quaisquer a, b € A9. Entao,

Z HTfua(z)HTHTfub(x)”T =\ Z Hﬂa(z)H)ﬁ%”ﬂb(m)”)\*qr
(a,b)EE(q,c;e,0) (a,b)EE(q,c;e,0)

2 2
<\ Z Hua(x) H)\—qr + H:U'b(a:)H)\—qr

2
(a,b)€E(q,¢5¢,9)

< Aqe(q,p;€,5) Z H:ua(m)”?\*qr
acAd

Multiplicando ambos os lados da desigualdade por r—2¢~24:

S T Ty, T < r 22 Ne(q,p56,8) Y litaw o
(a,b)EE(q,c;¢,0) acAd
Analisemos separadamente o que ocorre em cada lado da desigualdade ao integramos ambos sobre S*,

primeiro vejamos o lado esquerdo:

/1 Z E_qu_2<Tg'ua(x) ) Tgﬂb(x)>rdl' = Z Z E—Qq,r,—2/ <T$,Ua(z) ) Tfﬂb(x)>7“dm(x)
S (a,b)EE(q,c;¢,6) cEAP (a,b)EE(q,c;e,6) P(c)

= Z Z (~2L(r, ¢; a,b)

c€AP (a,b)€E(g,c;¢,9)
Ja no lado direito obtemos,

/S1 r2 N e(q,p52,6) Y ttaw)l3-apdz = 17202\ e(q, pie,6) Y (/Sl [ vy

ac Al acAd

22N pre,6) 3 (00 / sl

ac Al Pla

= (721N (q, p;£,8) > ("”2/ iy l13-0,dy)

ac A9 P(a)
= X"U"%(q,p;e,0)Z(A\ ")
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Logo,

Z Z 729 (r, c;a,b) < XU (g, p; e, 6)Z(A ") (.12)
cEAP (a,b)eE(q,ce,0)

Para obter a desigualdade (5.6) basta juntar as estimativas construidas nas duas situagoes: (a,b) ¢
E(q,c;e,0) e (a,b) € E(q,c;¢e,0). Isto é, por (5.7) e (5.12), concluimos

I(r) < XU (g, p; e, O)I(A ) + 80 'max{da/e, (7).

5.3 Garantindo a Continuidade Absoluta de 1

O resultado a seguir mostra que com as limitacdes obtidas na sec¢do anterior, a medida fisica p obtida no

capitulo 4 € absolutamente continua com respeito a Lebesgue.
Proposicao 51. Se e(q) < A7 para algum inteiro q, entdo o par (X, f) € T°

Proof. Como objetivo inicial vamos mostrar que a medida fisica px de 1" é absolutamente continua, e para
isso utilizaremos o Coroldrio 2 da se¢do 4.2. Sejam 1 < p,q <ooee > 0,6 >0com0 < r < §. Pela

Proposi¢ao49, temos a estimativa

I(r) < XU %(q, p;e, 0)Z(N"%) + 86 Lmax{4a/e, P} (5.13)

Pelo modo que definimos e(q) podemos tomar p suficientemente grande e , § pequenos de tal modo
que e(q) = e(q,p;,0). Além disso, tomemos 5 = A\"% " %e(q) e R = 85‘1maaz{4?5, (P}, Assim a eq.

(5.13) pode ser escrita como

I<BIN")+R
Afirmagiio 52. Z(\"1%) < B"I(E) + Y1) 'R paran € N.
Proof. De fato, fixe um 19 < A™%5. Dai,

T(\rg) < BL(ro) + R

Fazendo para Z(\%r), segue-se

T(M\rg) < BT(A\7) + R
< B(BZ(ro) + R) + R
= B%*Z(ro)+ BR+ R

Seguindo indutivamente para n € N, obtemos
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I(A"rg) < B Z(ro) + (8" ' +---+ B+ 1)R
n—1

= B"Z(ro) + Y _B'R

=0

como querfamos.

Observe que ao tomarmos o limite inferior na desigualdade da Afirmagdo acima, temos

ja que B"Z(%) tende a zero e por 3 < 1 a série geométrica converge. Entdo,

. . € R
liminf Z(r) < liminf Z(\"?-) < ——
r—0 n—00 4

<13

Portanto, pelo Coroldrio 2, a medida fisica y da transformacgao 7" é absolutamente continua.
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