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Calculo H-A — Médulo 9

Aula 17 — Teorema de Green

Objetivo

e Estudar um teorema que estabelece uma ligacao importante entre integrais de linha e integrais
duplas.

O Teorema de Green

Teorema: Seja D uma regido fechada e limitada de R?, cuja fronteira 9D é formada por um
nimero finito de curvas simples, fechadas e C'!' por partes, duas a duas disjuntas, orientadas no
sentido que deixa D a esquerda das curvas, (isto é, 0D estd orientada positivamente). Seja

— —
F = P(x,y) i +Q(z,y) j um campo vetorial de classe C'' em um conjunto aberto U com D C U.

Ent3o
f?-d?z dex—i—Qdy://(%—%—];) dzdy
D

oD+ oD+

C

No caso, 0D = CL,UC,UC3UCy e

%F-d?z%?-d?Jr%?-d?Jr%?-d?Jr%?-d?.

oD+
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a%\¢
OBS.: Geralmente, usamos o Teorema de Green, quando 7{? A7 é
o+
\ dificil de ser calculada diretamente.
. —
Exemplo 1

— —
Seja ?(x, y) = (2z4+y) i +(3y+4x) j . Vamos calcular as duas integrais do enunciado do Teorema
de Green, para D a regido triangular de vértices (0,0), (1,0) e (0, 1).

yﬂ

B=(0,1)

D r+y=1

Temos 0D = OAU AB U BO.

Cilculode | F -d7
OA

Temos OA:y =0, 0<x <1, portanto, dy = 0. Entdo

1
?~d7>:/ P(:U,O)da::/ Qxdx:[xQ]ézl.
0A 0A

0

Cilculode | F-d7
AB

Temos AB:xz=1—-—1y, 0 <y <1, portanto, dr = —dy. Entdo

Foa? = [ PO=y.0) (~dy) + QU - o) dy

AB AB
_ /0_[2(1—y)+y]dy+[3y+4(1—y)]d3/
- /1(—2+2y—y+3y+4—4y)dy

- /Olzdy[zy};zz.
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Ca’/cu/ode/ Fodv=—| F.dv
BO

OB

Temos OB : x =10, 0 <y <1, portanto, dr = 0. Entdo

/Bo?'d?:_ o5 20V dy:—/01<3y+0> ay=-[%] =2

Somando, temos

Por outro lado,

//(%—f—%—i) dxdy://(4—1)da:dy:3A(D):3~%-1~1:%
D D
Exemplo 2
— —
Seja ?(x,y) = —2%yi +ay*j e D odisco de centro (0,0) e raio 1. Calculemos 7{ ?-d?, para
oD+

0D orientada no sentido anti-horario.
Solugdo:

Do Teorema de Green, temos

%?-d?z//(%—f—%—g) da:dy://(y2+x2) dzdy .

oD%+
Y A
1
oD
D

Passando para coordenadas polares, temos

xr = rcosf

y = rsent

dxdy = rdrdf
2yt = 1
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e D,y é dado por

0<0<2r
Entao
1 27 1 . 1
7{?@?:/ r2-rdrd9:/ r3drd9:/ 7"3/ d@dr:27r/ 7"3(17":2%[%] _z
D'r‘9 D'r‘9 0 0 0 0
oD+
Exemplo 3

Seja ?(a:,y) =

— -
w7 1+ @ § definido em D =R? — {(0,0)}. Calculemos:

a) %?d? sendo C : 2* +y? = d?, a > 0;
oy

b) j{? -d7, sendo C uma curva fechada, C'! por partes, que envolve a origem.

e

Solugéo:

a) Observemos que a regido limitada por C n&o estd contida em D, pois (0,0) ¢ D. Entdo ndo
podemos aplicar o Teorema de Green. Sendo assim, usaremos a definicdo. Parametrizando C', temos
r=acost ey =asent, com (0 <t <27, portanto, dv = —asent dt e dy = acost dt. Entao

27
]{?d?:]{ﬁ—fﬁdx%—%ﬂ?dy = / (=252t (—asent) + 2Pt (acost)] di
0
(ohy (ohy

27
= / (sen?t + cos?t) dt
0

2
:/dt
0

= 2.
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b)

K\\{\/ 02
Aqui também n3o podemos aplicar o Teorema de Green, pois (0, 0) estd na regido limitada por C5 e

(0,0) ¢ D. Usar a definicdo é impossivel pois nem conhecemos uma equacdo de (5. Ent3o, o que
fazer?

A ideia é isolar (0,0) por uma circunferéncia
Cy : 22+ y* = a?, com o raio a adequado de modo
que C esteja no interior da regido limitada por Cj,
orientada no sentido horario.

Seja R a regido limitada por C; e (5. Logo, OR = Cy U C;. Como R n3o contém (0,0), entdo
podemos aplicar o Teorema de Green em R. Temos

j{;?.ﬁ://@_g_f;) ddy .

ORTt R

ox dy

Como <@ - 8—P> = 0 (Verifique!) entdo jl{? -d7 = 0. Logo, f? A7+ ]{? -d7 = 0.
cf cy

ORTt

rtanto, ¢ F -d7 — ¢ F-d7 =0ou ¢ F -d7 = ?.?:W  (a).
Portanto C]f d C]f d 0o C]f d CZ{ d 27 por (a)

Exemplo 4
a) Se D é uma regido plana qualquer a qual se aplica o Teorema de Green, mostre que a drea
de D ¢é dada por A(D) = ]{ —y dr ou A(D) = j{xdy ou A(D) = %]{—ydx+x dy.
oD+ oD+ c
b) Aplique uma das férmulas acima para mostrar que a area limitada pela elipse i—j + z—j =1
é mab.
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Solugao:

a)

Pelo Teorema de Green, tem-se

%—ydx: 74 —ydx—i—Ody://(%—a(a—yy)) dedy = //(0+1)da:dy
D

oD+ oD+ D
= // dxdy
D
A(D).

Logo, A(D) = 7{ — ydx. Analogamente, prova-se as outras férmulas.

oD+

b) O esbogo de D é:

\/}/a:ﬂ

A area de D é dada por A(D) = 7{ — 1y dx onde 0D é parametrizada por

oD+

v(t) = (acost,bsent)
v (t) = (—asent,bcost)

0<t<or.

Entao . .
A(D) :/ (—bsent)(—asent) dt = / absen?t dt
0 0

UFF

IME - GMA
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O Teorema da Divergéncia

Teorema: Seja D uma regido fechada e limitada de R?, cuja fronteira D é formada por um
nimero finito de curvas simples, fechadas e C' por partes, duas a duas disjuntas, orientadas no
sentido que deixa D a esquerda das curvas, (isto é, 0D estd orientada positivamente). Seja

F=P(z,y) i +Q(z,y)j um campo vetorial de classe C' em um conjunto aberto U com D C U
e 70 o vetor normal unitario que aponta para o exterior de D. Entao

f?-ﬁdSZ//div?dxdy.

Observacao: O teorema acima é uma forma vetoria_l> do Teorem_a> de Green. Para obté-lo, basta
aplicar o teorema de Green ao campo G = —Q(z,y) i + P(x,y) j .

Exemplo 5
Calcule /F .7 ds onde ?(a:, y) = (x+2zy+ e’ 2 —y)e C =CyUC,, com C; o semicirculo
c

de raio 2 centrado na origem e contido no semiplano y > 0 percorrida no sentido trigonométrico, C
o segmento de reta que une os pontos (—2,0) a (0,0) e 7 o vetor normal 3 curva C que aponta
sempre para o exterior do semidisco 0 < 2% 4 y2 < 4,y > 0.

Solugdo:

Vamos usar o teorema da divergéncia no semidisco D = {(x,y)|2? + y* < 4,y > 0} com bordo
0D = C'U (5 onde ('3 é o segmento de reta que une a origem ao ponto (2,0). Assim,

A

Y

Cs

//div?dxdy:jl{?-ﬁds:/?-st—l—/?-ﬁds

0 0
Mas div? =5 (x + 2zy + 692> + 90 (x—y) =142y — 1 = 2y. Além disso, o vetor normal
€ Y

unitario exterior a D na curva C3 é (0,—1). Portanto, em Cj, Fow= ?(x,O) -(0,-1) = -z e
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logo,

/?~ﬁds://2ydxdy—/—xdx
c D

Cs

2 2

:/ / 2r286n«9drd«9+/ xdx
o Jo 0
2 T 2

= 5], [l + 51,

32
=249

Aula 18 — Teorema das Quatro Equivaléncias

Objetivo

e Estudar condicoes sobre o dominio de ? para que valha a reciproca do Teorema 1, da aula
16, isto é, em que dominios, campos de rotacional nulo s3o conservativos?

Condi¢bes sobre D

(i) D é aberto.

(i) D é conexo (isto é, dois pontos quaisquer de D podem ser ligados por uma curva contida em
D).

(iii) D é "sem buracos”’ (isto é, qualquer curva fechada de D delimita uma regido inteiramente

contida em D).

Um conjunto satisfazendo as condi¢des (i), (ii) e (iii) é dito um conjunto simplesmente conexo.
A seguir daremos exemplos de conjuntos simplesmente conexos.

7 y‘% /y_r
2

T

e

Agora, daremos exemplos de conjuntos nao simplesmente conexos.
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7 K y 4 7

eixo &

Q \
e
AN
g‘
§
A\

7
ﬂ%\@ OBS.: Seja D C R3. Dizemos que D é um conjunto simplesmente
it conexo se D é aberto, conexo e “sem buracos” (no sentido de que qual-
\ quer curva fechada de D delimita uma superficie inteiramente contida
=S em D).
Exemplo 1

O RR?, uma bola aberta em R? o R* — {(0,0,0)} sdo conjuntos simplesmente conexos. O R? sem
uma reta ndo é simplesmente conexo.

Teorema_l): Seja ? um campo de classe C'' em um dominio D de R?, simplesmente conexo. Se
rot? = 0 entdo ? é conservativo.

Demonstragao

: . —
O fato de que D é um conjunto simplesmente conexo e rot? = (0 segue do Teorema de Green que
f{? d7T =0 para todo caminho fechado de D. Dai mostramos que /? - d7 n3o depende do
c
c

caminho. Em seguida, mostra-se que ? € conservativo.
[ |

Do Teorema 1 e de teoremas da aula 16, enunciamos um teorema contendo quatro equivaléncias.

Teorema das quatro equivaléncias: Seja ? = (P,Q) : D C R* - R? um campo de classe C' em
D. Se D C R? é um conjunto simplesmente conexo, ent3o as seguintes afirmacdes s3o equivalentes:

-d7 nio depende do caminho C' de D.
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d) F & conservativo.

Exemplo 2

Considere a curva C' dada por o(t) = (— cos%,etfl), 1 <t < 2. Calcule /? . d?, onde
C
?(x, y) = (—y*senz,2ycos ).

Solugdo:

Como ? ¢ de classe C'! em R2 (que é um conjunto simplesmente conexo) e 22 = —2ysenz = 22,
ox dy

entao pelo teorema das quatro equivaléncias, segue que / ? -d7 n3o depende do caminho que liga
C

o(1)=(1,1) e 0(2) = (0,¢). Entdo considere C' = C;UCy, onde C] :y =1,0 <z < 1, portanto,
dy=0eCy:2=0,1<y<e, portanto dr = 0.

Temos

Fodr—— ?-d?:—/
o oy c

1 1
P(x,l)dx:—/ (—senx)dx:/ senx dr = —cosx
0 0

= 1—-cosl.

1

Fodv = Q(0,y) dy:/2ycosO dy:/Qy dy = o
Co 1 1

Co

Logo,

/?'d?:1—C081—|—62—1:62—0081.
c

Uma solugdo alternativa

Pelo teorema das quatro equivaléncias segue que ? é conservativo. Logo, existe ¢(x,y) definido em
R2, tal que

—x = —y2 Sen r (1)
Op

£ =2 2
ay Yy CcosxT ( )

UFF IME - GMA
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Integrando (1) e (2) em relagdo a x e y respectivamente, temos
p(z,y) =y’ cosa + f(y)
p(z,y) =y cosz + g(x)

Tomando f(y) =0 e g(x) = 0, temos que ¢(z,y) = y* cosx é uma funcdo potencial de ? Logo,

/C?d? = (0(2) —p(a(1)) = p(0,e) — p(1,1) = e*cos 0 — 1*cos 1 = e* — cos 1.

Exemplo 3

Considere a integral de linha / (kxzeY +y) do + (x%e¥ + x — ky) dy.
c

a) Determine a constante k para que esta integral seja independente do caminho.
b) Calcule o valor da integral de A = (0,0) a B = (1, 1) para o valor de k encontrado em (a).

Solugéo:

a) O campo ? é definido em IR? que é um conjunto simplesmente conexo. Pelo teorema das quatro
e A , , . — . . . o
equivaléncias é necessdrio que rot ? = (0 para que a integral independa do caminho. Ent3o

%
ot F — 0 %:a—]}emR2

dy
2zeY + 1 = kxeV + 1
2zxeY = kxe?

2x = kx pois €Y # ( para todo y € R

r ¢ ¢ T O

k=2.

— e A
Portanto, para £k = 2 segue que rot? = 0, logo, pelo teorema das equivaléncias temos que a
integral independe do caminho.

b) Temos que . .
k=2 = ?(a:,y) = (2ze! +y) i + (2P +2—2y) j .

UFF IME - GMA
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1 B=(1,1)

Co

v

A=(0,0) ﬁ 1 T
Cy

Como a integral independe do caminho, tomemos C' = C1, U5, onde C; : y =0, com 0 < x <1
portantody =0e Cy: 2z =1, com 0 <y <1, logo, dr = 0. Temos

1 1 1
?.d?:/P(z,O)dx:/Qxeodx:/Qxdx:[xz} =1
4 Cy 0 0 0

F.dv =
Cy

1

1
Q(lay)d?J:/(ey+1—2y)dy:[ey+y—92] =e—1.
CQ 0 0

Somando temos,
/F-d?:ue—l:e.
c
Uma solugao alternativa

Também do teorema das equivaléncias resulta que F é conservativo, isto é, existe p(x,y) definido
em R?, tal que

a—i = 2ze¥ +y (3)
g—izx2ey+x—2y (4)

Integrando (3) e (4) em relagdo a x e y respectivamente, temos
p(x,y) = 2% + 2y + f(y)
p(x,y) = 2% +ay —y* + g(v) .
Devemos tomar f(y) = —y? e g(x) = 0. Assim, p(z,y) = x%e¥ + xy — y? é uma funcdo potencial

de F Logo,

Fodi = o(B) — o(A) = p(1,1) —p(0,0) =e+1-1-0+0—0=e.
C

Exercicio 1: Calcule a integral de linha diretamente e, também, pelo teorema de Green:

%xdm—l—gf dy
c

onde C' é o caminho fechado formado por y = 2% e y = z, no sentido anti-horério.

Exercicio 2: Utilize o teorema de Green para calcular:

UFF IME - GMA
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2
a) I = f—liiz dx + arctgx dy, onde C' é o caminho fechado formado por y = 0, x = 1,
c
y =1ex =0, no sentido anti-horario;
b) I = 7{6“” seny dr + (z + €* cosy) dy, onde C é a elipse 32> + 8y? = 24, no sentido anti-
c
-horéario;

c) I = anrctg%dx + (In (2* + y*) + ) dy, onde C é parametrizada por x = 4 + 2cost e
Yy

C
4 +sent, com 0 <t{<27.

Exercicio 3: O teorema de Green pode ser utilizado para calcular a integral de linha

—y T
\%xQ_i_yQ d$+x2+y2dy
C

a) onde C' € a circunferéncia 22 + y? = 1, orientada no sentido anti-horario?
b) onde C' é o tridngulo com vértices (1,0), (1,2) e (2,2), orientado no sentido anti-horario?

c) Qual é o valor da integral de linha onde C' é o tridngulo da parte (b)?

Exercicio 4: Use uma integral de linha para calcular a drea da regido plana limitada pelas curvas
y=1a’ex =1y

Exercicio 5: Uma particula move-se ao longo da circunferéncia y = /4 — 22 do ponto (2,0) até
(—2,0). Determine o trabalho realizado nessa particula pelo campo de forga a seguir:

—

F(z,y) = <a: + e 2%+ 3z + 2xyey2) :

Exercicio 6: Mostre que

(2,3)
I = / (295 + y?’) dx + (3xy2 + 4) dy
(0,1)

é independente do caminho e calcule-a.

Exercicio 7:

a) Mostre que I = / (x + 3y + ylo) dr + (395 + 10zy° + In (1 + y2)) dy é independente do

. c
caminho.
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2
b) Calcule a integral I para C': (z — 1)? + yZ =1, com y > 0, no sentido horario.

Exercicio 8: Mostre que
I:/(1+2xy+lnx) dr + 2* dy
C

é independente do caminho e calcule o valor de I, onde C é dada por 7(t) = (1 + cost,sent),
com —7/2 <t <m7/2.

UFF IME - GMA



