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. Verifique o Teorema de Gauss, calculando as duas integrais do enunciado para

(a) F(z,y,2) = (z,9,2) eosdlido W limitado pelas superfic ies z = z24y? e z =4.

(b) F(z,y,2) = (z+1) k eosdlido W limitado pelas superficies z=1—22—y2 e z=0.
Seja F(x,y,2) =6z 1 —2y j+ 5z k. Seja S a superficie da esfera com centro (1,0,1) e raio 5.
Ache o fluxo de F', de dentro para fora de S.

Calcule [[yF -7 dS, onde F(z,y,2) = (z+y) i+ (y+2) j+ 22 k, S ¢ a fronteira do cilindro
W = {(Jc,y,z) ER3 22 4+42<1,0<2< 1} e 7 orientada para fora de W.

Calcule ffs F-i dS, onde ﬁ(:ﬂ,y, 2) = a3 i+ Y3 j+ 23 l;, S é a superficie esférica 2% +y> 4+ 22 =1
e 7 a orientacao normal exterior a S.

Calcule o fluxo do campo ﬁ(:r, y,2z) = (z + cosx,y + ysenx,2z), através do tetraedro limitado pelos
planos coordenados e pelo plano z+y+ 2z =1, onde 7 ¢é a normal unitaria exterior a S.

Calcule o fluxo do campo ﬁ(m, Y, 2) = —y i+ ;—i— 422 E, através da superficie do sélido limitado pelo
cilindro 2?2 4+ y? =1 e pelos planos 2z =0 e z+y =2, com a normal S apontando para fora do
sélido.

Calcule o fluxo do campo F"(;r,y, z) = (acy2 + ey) i+ (yz2 + sen 2:10) f—i— (5 + zx2) E, através da
superficie aberta S: z=+/4—22—y2, 2>0,com 7 tendo componente z positiva.

Seja ﬁ(m,y, z) = zarctan (y2) i+ 2%In (3:2 + 1) f—i— z k. Determine o fluxo de F através da parte
do paraboloide 2% + 3% + 2z =2 que estd acima do plano z =1, sendo 7 a normal com componente
z nao negativa.

Calcule ffsﬁ-ﬁdS, onde F(z,y,2) = x i+ (—2y + €* cos 2) 54—(2—1—:62) k e S 6 definida por
{z=9—x2—y2, O§z§5}, {z:5, 1§x2—|—y2§4} e {z:8—3($2+y2), $2+y2§1}.

Calcule o fluxo do campo ﬁ(m,y,z) = <§ +y,%,§ +2>, através da superficie S do sélido

W definido por W = {(x,y, 2)ERY 2?2+ 2+ 22> 1, 22+ 92+ (2 —-2)2 <4, 2> /a2 +y2}, com
campo de vetores normais a S apontando para fora de W.

Seja T o tetraedro de vértices O = (0,0,0), A = (2,0,0), B = (0,6,0), C = (0,0,2). Sejam S
a superficie lateral de T, constituida pelas faces de T que nao estdo no plano zy e F(z,y,z2) =

(3y + 2,2 + 42,2y + x) um campo vetorial de R3. Calcule ffs(rotﬁ) -7l dS, com a normal exterior
a S.

Seja a superficie conica S de vértice (0,0,h), (h > 0), de base situada no plano zy com raio 1 e
7i com componente k nao negativa. Seja F(z,y,z) = g—]yc(:n,y,z) 71— %(z,y, z) j+2(z+1) k, sendo

f(x,y,2) declasse C2 em R3. Calcule o fluxo de F através de S.

Seja f: R? — R declasse C?, tal que V2f =a2+y>+ 22 Calcule ffSVf-ﬁdS onde S éa
esfera. 22 +y?> + 22 =1, com 7 exterior a S.

Seja S a calota esférica dada pela equacdao z?+y?+2%2 =4, onde 0 < z < 2. Sobre S fixe a orientacao
it, tal que 7(0,0,2) = k. Calcule ffs(rotﬁ) -7t dS, onde F(x,y,z) = (%’3 + ze®, % — cos(yz), :cy).
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Considere o campo vetorial F(z,y,2) = (22 4 €*)i+ (3y — ze%) j + (z — 2) k, seja S a calota esférica
2?2 +y?+ 22 =a? com z>0 e raio a>0. Sabendo que o fluxo de F na direcdo da normal exterior
fi éigual a 2ma®, calcule o raio da calota.

Calcule ffs(rotﬁ) .71 dS, sendo F(z,y,z) = (z%y +2) i+ («® +y?) F+@Qyz—1k e S aparte da
esfera 22+ y? + 22 —42 =0, com z <1, orientada com 7 exterior.

Seja f: R} — R declasse C?. Seja W wum sélido e seja S a fronteira de W, com normal
exterior 7. Prove que [ % dS = [[f,y V2f dadydz, onde % ¢ a derivada direcional de f na
diregao do vetor unitario 7.

Seja f: R® — R declasse C?, talque V2f =a2+19% e %(:ﬁ,y,l) = %, para todo (z,y,1) € R3.
Calcule ffs % dS, onde S éalata cilindrica com fundo e sem tampa dada por #2432 =1, 0< 2 <1,
z=0, 22 +7% <1, comnormal 7 apontando para fora de S.

Considere o campo vetorial F = (z+ f(y,2))i+ (z —y+2)j+ (z* — 3a?) k, onde f: R2 — R §
de classe C'. Seja S uma lata cilindrica com fundo e sem tampa dada por z?+y? =a?, 0< 2z < /a,
a>0 e a22+y?><a? z=0. Sabendo que o fluxo de F através de S, de dentro para fora é igual

a ma3, calcule o valor de a.

V2
superficie S, orientada positivamente, S = Sy U Sy, onde S;: z2=4—-222 —3%, 0<2<2 e

Sy : z:1+x2+%, 1<z<2.

Encontre o fluxo do campo F = (e + cos(yz))i + (—2zy + sen (z2)) ] + (2'2 + i) k através da

Calcule ffs(rotﬁ) .7 dS, sendo F(z,y,z) =z j+ayk, atravésde S: 22 +1y2+ % =1, 2< 1,

orientada de forma que o vetor normal no ponto (0,0, —2) seja o vetor —k.

Verifique o teorema de Stokes, calculando as duas integrais do enunciado para

—

(a) F(x,y,2) = (y,—x,0), S o paraboloide z=2%+y% 0<z<1 e 7 apontando para fora de S.
(b) F(z,y,2)=yi+zj+a k, S o hemisfério z = /a2 — 22 — y2, a > 0, orientada com @ normal

unitdria exterior a S.

Use o o teorema de Stokes para mostrar que a integral de linha é igual ao valor dado, indicando a
orientagao da curva C' em:

(a) $-(By+2z)de+(v+4y) dy+(2z+y)dz = —3‘/45”, onde C é aintersecio da esfera z2+y?+22 =1
com o plano y+ z = 1.

() $o(y+ 2)da + (2 + 22) dy + (z + y)dz = —7, onde C & a intersecio do plano y = z com o
cilindro 2?4 y? = 2y.

(0) $o(2zy)dr + [(1—y)z+a® +a] dy + (% +ez) dz = m, onde C ¢é a intersecio do cilindro
22 +y*=1 como cone z=/22+ (y—1)2

(d) $,(8z—2y)dr+ydy+3zdz=—4,onde C éa fronteira do tridngulo situado no plano =+ 2z = 2,
de vértices (2,0,0), (2,2,0) e (0,0,2).

Calcule ¢, F.dF, sendo F = (z —y?) i+ (ac —z+ %) j+yk e C aintersecio do paraboloide

4z = 22 +y? com o cilindro z?+y? =4, orientada no sentido anti-horario se projetada no plano zy.

Calcule ¢, F-dF, sendo ﬁ(:z, y,2) = (yz+ z,xzz+ e Y, 2y + e %) e C acurva intersecdo das superficies
224+ y?> =4 e z=1y+3, orientada no sentido anti-horario quando projetada no plano xy.

Calcule /(ex2 + ) dz + (ey2 — 22)dy + (ez2 — 2?)dz, onde C é o contorno da parte do plano
C

r+y+ 2z =1, que estd no primeiro octante, no sentido anti-horario.
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Calcule fcﬁ -dr, onde ﬁ(w,y, z)=(z—x+ senx,z—x+cosy,r —y—+e*) e C éa intersecao do
cilindro z?+ 3% = a® com o plano 2+:=1,a>0, b>0, orientada no sentido anti-hordrio quando
vista de cima.

Calcule a circulagao do campo F (r,y,2) =y it+zz ;’+ 22 k aoredor da curva C fronteira do triangulo
recortado do plano = +y + 2z =1 pelo primeiro octante, no sentido horario quando vista da origem.

Calcule ]{(emg/g —yz)dr + (6793/3 + 2z + 2z)dy + (67Z3/3 +5)dz, onde C é dada por
C
7(t) = (cost, sent,2), t € [0, 27].

Calcule fcﬁ - dr, onde ﬁ(m,y,z) = yz? i+ 2x2 ] + cos(zyz) ke C éa intersecdo da superficie
z=a?>+y? com z=10—x? —y?, orientada no sentido anti-horario quando vista de cima.

Calcule o trabalho realizado pelo campo de forcas l*:"(a:, y,z) = (2“7 + 22) i+ (2y + ;v2) f+ (2Z + yQ) k
quando uma particula se move sob sua influéncia ao redor da borda da esfera 22+ y? + 22 =4 que
esta no primeiro octante, no sentido anti-horario quando vista de cima.

Calcule fc(z — y)dxr + In (1 +y2) dy + [ln(l + 22) +y] dz, sendo C dada por
7(t) = (4cost,4sent, 4 —4cost), 0 <t < 2.

Seja o campo F, tal que rotF = (—4x,2(y — 1), f(2)), onde f: R — R éde classe C' com
f(0) =1. Calcule fc F .dr, onde C é a curva dada pela intersecio das superficies z = 22 4+ 9> e
2?4 (y —1)2 =1, orientada no sentido anti-horario quando vista de cima.

Calcule fcﬁ-dﬁ sendo F um campo em R3 dado por F = (—y,z, f(x,9,2)), onde f: R3 — R
é de classe C!, tal que Vf- i=-3em R ¢ C ¢a intersecao da superficie 2?4 y?> =1 com o
plano z —y = 2, com uma orientacao tal que quando projetada no plano z =0 produz um percurso
no sentido horario.

Utilizando o teorema de Stokes, transforme [, S rot F -7 dS em uma integral de linha e calcule:

(a) ﬁ(az,y,z) = yE, S u,v) = (u,v,u2 + 1)2), com u?+v? <1, sendo 7 a normal apontando
para cima.

(b) l*:"(x,y, z) = yi, S asuperficie 22+ y24+22=2, 22+y2<1 e 2 >0, sendo @ a normal
apontando para cima.

(c) ﬁ(az,y,z) =zj+ :cyE, S x2+y2+§ =1, 2<1, sendo 7 tal que 7(0,0,-2) = —k.

(d) F(z,y,2) = 22yi+ 2422 + 32k, S: 7r,0) = (rcos)i+ (rsenf)j+rk, com 0<r <1,
0 <0< 2w, sendo 7 a normal exterior.

Calcule [[g rot F - i dS, onde F(z,y,2) = (y,2x,2yz), S & formada pelas cinco faces do cubo
[0,2] x [0,2] x [0,2] que ndo estao no plano zy com 7 exterior a S.

(a) Utilizando o teorema de Gauss

(b) Utilizando o teorema de Stokes.

Calcule fcﬁ - dr, onde Z*:"(:L‘,y,z) = <22 + eIQ,xz + €Y, 2xy + zez> e C' ¢é a curva obtida como

2

intersecao da superficie z=1—y*, 2> 0, com o plano x + z =2, orientada no sentido anti-horario

quando vista do eixo x positivo.

Calcule fc ﬁ-df’, onde ﬁ(aj, Y, z) = (z, 22 +ycosy, 2yz + ze_z) e C é a curva obtida como intersecao
da superficie z = x2?, com o plano y + z = 4, orientada no sentido anti-horario quando vista de cima.

Calcule fcﬁ - dr, onde ﬁ(w,y,z) = (—2y+ese”,—z+y,:r3+esenz) e C ¢é a intersecao da
superficie z = y?, com o plano x + z = 1, orientada no sentido de crescimento de y.
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40. Determine fcﬁ - dr, onde ﬁ(x,y,z) = (yz + 23, 2z + 3%, vy + 4) e C' ¢é a curva obtida como
intersecao da superficies z =5—y?, 2>1 e =+ 2z =25, orientada no sentido de crescimento de y.
41. Calcule / (ze™* + ye™ + 6z) dx + (xe®™ + ze¥*) dy + (ve®* +ye¥* — senz) dz, onde C é a curva
C
dada por 7(t) =121+ (t—1)(t—3)j+wt3k, 0<t<1.
42. Calcule f F. dr, onde ( x,y,z) = (e ¥ —ze * e ?—xe ¥ e —ye ?) e C éacurvaparametrizada
por 7(t) = (1“531“ sen (%), 122), 0<t<1
43. Calcule a integral do campo vetorial ﬁ(:c, Y, z) = (:c +y+z,z+zc+ e*y2/2, x+y+ 6*22/2> ao longo
da curva intersecao da superficie ”’%f + % +22=1, >0, com o plano y = —1, orientada no sentido
de crescimento de =x.
44. Seja o campo vetorial F= (3yz2 — 2xez) i+ (3;622 + cos y) j+ (6acyz — wzez) k
(a) F é conservativo? Por qué?
(b) Calcule fCﬁ -dF, se C éa curva descrita por 7(t) =ti+ (5% JHE-1D(t—-2)k 0<t<1
(c) Calcule fc -dr, onde C' ¢ a fronteira do plano x + y 4+ z = 2, que fica no primeiro octante,
orientada no sentido anti-horario.
Respostas
1. (a) 247 16. == 34.
s s
(b) 3 18. 7 35. (a) 0
2. 15007 19. 1 (b) —m
3
3. 3m 20. 67 () =7
(d) 7
12 -3
4. =¢ 21. =7
36. (a) 4
5 2 22. (a) 2w (a)
’ (b) 4
(b) —ma?
6. 17w 8 1
24 Am 37. 3 —e+e”
7 1647 ’
5 38, 16
25. —4mw © T3
8. 3¢
’ 26. 1 39. 2
3
9. 8%
27. —2mwa(a+b) 40. 32
10. % (890 4 3v/2
15 ( \[) 28. _% 41. €™
11. —12 29 6 12 301
2
12. F(h+3) 30. 757 )
43. %
13. 31. 16 ,
° 44. (a) E conservativo
14. 8=« 32. 327 (b) 0
15. 1 33. 5 (c) O



