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Prefacio

Trata-se de um texto didatico para a disciplina "EQUACOES DIFERENCIAIS" (ministrada pelo
Departamento de Matematica Aplicada da UFF), cujo objetivo é a resolugao de equagdes diferenciais
ordinarias por série de poténcias (incluindo o método de Frobenius) e da transformada de Laplace,
bem como sistemas simples de equagoes diferenciais ordinérias. Nesse sentido, faz-se preliminarmente
um estudo basico das séries e da transformada de Laplace.

Este texto baseia-se consideravelmente nas referéncias bibliograficas e contém exatamente o que
se apresenta nas aulas, evitando que o aluno as copie, assim obtendo mais a sua aten¢ao e econo-
mizando tempo, bem como definindo com clareza o que se deve estudar. Para o seu aprendizado
sao imprescindiveis as explicagoes dadas nas aulas, quando, entao, se detalham muitas das passagens
matematicas.
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Capitulo 1

Sequéncias e Séries

1.1 Sequéncias

Se a cada inteiro positivo n associarmos um namero a,, dizemos que esses nimeros formam
uma sequéncia, que é ordenada segundo seus indices:

ai, as, as,---, Ap,y Ap+41,
Exemplos:
i)a,=1/2": a1 =1/2, ax=1/4, a3=1/8,

ii) a, = ("T'H)2 D oar =4, ay=

[

y a3 = 74,

Chamamos a,, de termo geral da sequéncia, o qual é usado também para indicar a propria sequéncia,
isto ¢, dizemos simplesmente, por exemplo, "que a sequéncia a,, = n? é formada pelos quadrados dos
naturais."

Se 0 que denominamos limite da sequéncia, dado por

lim a, =a ,
n—roo

for finito, isto é, se para qualquer € > 0 é possivel achar N € N tal que
|an, —al <€ para n> N |

dizemos que a sequéncia a,, converge para a. Se aquele limite nao existe, dizemos que a sequéncia a,,
é divergente.

Observe que uma sequéncia a,, pode ser vista como uma fungéo a(n) da variavel natural n. Com
isso, a definicdo do limite acima é formalmente a mesma que aquela adotada no caso de uma fungao
f(x) da variavel real .

Sejam m e n naturais quaisquer, com m < n. Dizemos que uma sequéncia a,, é

e crescente se a, < a,, [Ex: 2,5,5,6,7,7,11,- ]
o decrescente se a,, > a, [Ex: 6,6,3,2,2,1,---]
e monoétona se for crescente ou decrescente

e limitada superiormente se 3\ € R tal que a,, < AVn €N

e limitada inferiormente se 3\ € R tal que a, > AVn € N

e limitada se existem A1 e Ay tais que \; < a, < A\ Vn eN

Note que, na definicao de sequéncias crescente e decrescente, permite-se a igualdade entre termos, o
que possibilita considerar a sequéncia constante (aquela cujo termo geral é constante; por exemplo: 3,
3, 3, ---) tanto como uma sequéncia crescente quanto decrescente e, por conseguinte, também como
mondtona.




Teorema 1

E convergente uma sequéncia que

e ¢ crescente e limitada superiormente

e ¢ decrescente e limitada inferiormente

E divergente uma sequéncia que

e ¢é crescente e que nao ¢ limitada superiormente (ela diverge para oo)

e ¢ decrescente e que nao ¢ limitada inferiormente (ela diverge para —oo)

1.2 Séries de niimeros reais

Dada uma sequéncia ay, a sequéncia de termo geral

Snzzak (n:mam+17 )

k=m
[ou seja,
Sm = am (12 termo)
Sm4+1 =  OGm + Qm+1
Sp = Qpm+ami1+--+a, (termo geral) |

¢é denominada de série associada & sequéncia a,,. Os numeros a, sao chamados de termos da série, e
0s numeros s,, de somas parciais da série.
O limite da série é o limite da sequéncia das somas parciais sy:

n e}
lim sn:hm E ap = E ak:am+am+1+... ,
n—00 n—00

k=m k=m

o qual, quando existe, denomina-se soma da série, caso em que a série é dita convergente. Se o somatoério
o0
> ax nao existir [limite inexistente, isto ¢, ndo-tnico ou infinito (+00)|, a série é dita divergente.
k=m

(o]
O simbolo > a usado para indicar a soma da série é usado também para indicar a propria série.
k=m

[ee]
Por exemplo, a soma da série geométrica, Y. ¢¥, é igual a 1/(1 —q) se |¢| < 1:
k=0

> 1
gt =14q++- = — lg <1|®

1
k=0
De fato:
n
sn = 24" = l4+q+@+-+q" -
k70 = sn_qsn:(l_Q)snzl_anrl
gsn = ¢ = g+ @+t
k=0
1— gt 1—g» 1
— k _ k _ 13 — : n+l _
s o= dt=T e s T =y [t =0 e ol <]

k=0

(*) Convencionalmente, z° = 1Vz € R, isto é, 2° denota a fungéo constante flz)=1.



Vejamos duas aplicagoes da férmula acima
1 j—

i(_l)’“ N A
—\ 2 24 8 1—
=1 1 1 1 > 1 1

1 — — — e — :7:2
+tottg T ;‘)() 11

IETERS

Uma férmula da soma da série geométrica com o termo inicial mais genérico ¢* (i € N), em vez do

termo inicial ¢° = 1, é a seguinte, deduzida a partir dos resultados ja obtidos acima

i1 ; 4

1 1-¢ i

- A lg| <1
l—q

oo oo
k
Zq kzz: k:oq I=q¢ 1-gq

=1

Observe que trabalhar com a série
o0
e

Zak:am+am+1+

k=m

que comeca com o indice m, é equivalente a trabalhar com a série de termo geral a,,+x,

oo
E Amtk = Qm + Amy1 + 00,
k=0

que comeca com o indice 0. Por isso, de agora em diante, todos os resultados serao estabelecidos para

séries que comegam com o indice 0: > ag
k=0

Teorema 2
o0 o0

Se «a ¢ um real dado e as séries Y ap e Y by convergem, entao
k=0

. . k=0
) Y aar =a Y, ai converge
k=0 k=0
o0 o0 o0
b) > (ar+bx) = > ar + >, by converge
k=0 k=0

k=0

Teorema 3
o0

k=0
k—o0
o0
existe entdo a série Y aj é divergente
k=0
Exemplos:
o0
i) > [1+ (—1)"] diverge, pois os termos dessa série sao os da sequéncia
k=0
2 se k for par
— _ 1)k — p
e=1+(-1) _{ 0 se k for impar

cujo limite lim aj nado existe. Além disso, vemos que
s4=0+24+0+2=4,--

81:0, 82:0+2, 83:0+2+0,

isto é, a sequéncia s, das somas parciais é crescente e nao é limitada superiormente; logo

lim Z ar = Y [14 (=1)*] = oo, de acordo com o Teorema 1

n—oo k=0 k=0

)

Para que a série Y aj convirja, é necessario que o termo geral tenda a zero, isto &, hm ar = 0.

Segue desse teorema o critério do termo geral para a divergéncia: se hrn ay, difere de Z€ero ou nao

lim s, =
n—oo



ii diverge, pois hm =1# 0. Em vista disso e do fato de s,, = ——— ser
)k§0k2+ 8¢ P oo k2 +3 7 " k§0k2+3
00 k-2
uma sequéncia crescente (por ser formada de termos positivos), temos que Z m =
k=0

o0
iii) A série Y 1/k satisfaz a condi¢@o necessaria de o seu termo geral tender a zero (klim 1/k = 0);

k=1 —00
entretanto, ela diverge para oo , como veremos adiante.

o0
iv) > 1/k? satisfaz a condi¢do necessaria de o seu termo geral tender a zero ( lim 1/k% =0) e ¢
k=1 k—o0
convergente, como veremos adiante.

Uma série do tipo
o0

Z(—l)kak :ao—a1+a2—a3+~-~
k=0

em que ap nunca muda de sinal é dita alternada. Exemplos:

)2-3+4-5+- =) (1)
k=2
1 1 1 > 1 & 1
iyl 4+ —Z ... = 1)k = k=
il-g+3-7+ ;() 2 kZ:O( T

Teorema 4: Critério de convergéncia para série alternada

o0
A série alternada Y (—1)*ay [ar, > 0] é convergente se a sequéncia (de termos positivos) ay é
k=0

decrescente e lim ap =0 .
k—o0

&S 1
Exemplo: A série > (—1)* Wk converge, pois satisfaz as condi¢oes do Teorema 4: é alternada, e a
k=2

sequéncia ay = é positiva, decrescente e tende a zero.

k|,

1.3 Critérios de convergéncia e divergéncia

Teorema 5: Critério da integral

o]
Considere uma série Y ar com ap > 0 para k maior ou igual a algum natural I. Se existe uma
k=0
fungao f continua, positiva, decrescente satisfazendo f(ar) = ay para k > I entdo aquela série sera
(oo}
convergente ou divergente conforme a integral impropria f(z) dx seja convergente ou divergente,
l

respectivamente.

Exemplos:

A fungao f(z) =

1 ..
Tk % é continua, positiva, decrescente em
n

i) A série > ay, com ap =
k=2
[2,00) e tal que f(k) = aj para k > 2 . Como

zlnx

S b b
/ f(z)dz = lim ! dr = lim In(Inz)| = lim In(lnd) —In(ln2) = oo ,
2

b—oo Jo xInx b—o0 2 b—o0

temos que a série dada é divergente.

ii) A chamada série harmoénica de ordem p ,

- (=00, 1] : diverge (1, 00) : converge

1 1

1 p



converge se p > 1 e diverge se p < 1. De fato:

1
Se p < 0, o termo geral — nao tende a zero quando n — oo; portanto, segundo o Teorema 3, a
n

série diverge.

1
Se p > 0, o critério da integral, com f(z) = — fornece
x

% q b1 b
o para p=1: / Zdr= lim [ —de= lim ln:c’ — lim Inb—Inl =00 ,
1

z b—oo J1 X b—o0 1 b—oo
o0
mostrando que a série diverge.
e para p € (0,1)U(1,00):

1
< lim o' 7 —1) =00 se pe (0,1)
b 1—p b—oo

1 L (im 2 1 ! € (1,00)
— | lim — — =
]_*p b—oo bP—1 pf]. 5 P ’ ’
—_———

0

(e’ 1 b x—pJ,»l
/ — dz = lim 2 Pdr = lim
1 xP b—oo Jq b—oo —P + 1

mostrando que a série diverge se p € (0,1) e converge se p > 1 .

Teorema 6: Critério da comparacao

Se 0 < ai < by, para k maior ou igual a algum natural [, entao:

oo o0
a) bi converge = > aj converge

k=0 k=0
b) > ay diverge = > by diverge
k=0 k=0
Exemplos:
1 1
i)Asérie;%sen% . senf < 0
_. . . . \
A figura a direita ilustra o fato de que senf < 6 se § > 0 . Assim,
sen < 1 , O que nos permite escrever 1
< 1 1 < 1
Oigsen%iﬁ. 0 em
- radianos
Logo, como a série . 1/k? converge (por ser a série harmonica de
k=1
ordem 2), a série dada também converge.
ii) A série i Rk
=k +2k+5
Temos, para k > 1, que:
k S k k1
k2 42k +5 = k*+2k2+5k>  8k2 8k
o1 121 . . . .
Logo, como a série %= 3 > % diverge (por ser a série harmonica de ordem 1), a série dada
k=1 k=1

também diverge.

o0
iii) A série E —— converge, pois
n 2"

n=1

2n§2—n paran > 1

3

oo



x 1
e a série Y o (geométrica) é convergente:
n=3
>3 =151
Lagn T 2\2 1-1/2 4

o0 [ee]
Dizemos que uma série » . ay é absolutamente convergente se Y |ax| for convergente. Uma série
k=0 k=0
convergente que nao é absolutamente convergente é dita condicionalmente convergente.

Teorema 7

E convergente a série que converge absolutamente.

> senk
Exemplo: Considere a série > 5— - Constatamos, por comparagao, que ela converge absoluta-
k=0 K
senk 1 L
mente: 0 < |?\ < = Logo, ela propria é convergente.

Teorema 8: Critério da razao

o0
Considere uma série Y ay, com ay # 0, tal que L = klim |ak+1/ak| exista ou seja infinito. Podemos
k=0 — 00
afirmar que
a) Se L < 1, a série dada converge absolutamente

b) Se L > 1 ou L = oo , a série diverge

¢) Se L =1, o critério nada revela
Exemplos:

oo
i) A série > ap , com ap = 2*/k! , converge, pois

k=0

[ I (e ) L L - A S
P E A Ty T G T e T 0

ii) A série Y ax , com a; = k¥ /k! , diverge, pois
k=1
T N ¢ o D L 0 | R ¢ = D Lk

L= lim |= == Jim kF/ &l = T G
T R L0 s I S 4 o A 1"

=l ) S i) =

(&)

iii) Calculo de = de modo que a série > a, , com a, = nz™ , seja convergente.
n=1

Se z = 0 entao a, = 0, e a soma da série é zero (série convergente).

Se x # 0, pelo critério da razao, temos que

" 1 n+1 1
L= tim |2 = g (PP P

" =la[-1=laf ,
n—oo Gy n—00 ne n—00

mostrando que a série é convergente para |z| < 1. Mas, para || = 1, o critério da razao nada revela,
e uma anélise separada é necesséria:

o0 oo}
Para z = 1, temos que Y naz" = Y n = oo (série divergente).
n=1 =1 n=1



o0 o0
Para z = —1, temos que Y. nz" = > n(—1)", que é uma série divergente, de acordo com
n=1 T== n=1

o Teorema 3, pois lim n (—1)" néo existe.
n—oo

Resposta: a série dada é convergente para |z| < 1.

iv) A série
o0
5+ (—1)* 1 1 1 1 1
S e T s N
];) 6 -2k +3+4+12+16+48+ ’
formada por duas séries geométricas de razao 1/4 (uma constituida pelos termos pares e a outra, pelos
termos fmpares), é tal que

(B 5+ (—1)F 6.2k 1 5+ (—1)k+t
im | | = lim | Pl =5 lm ————
k—oo  ag k—o0 6-2 5 + (—1) 2 k300 D —+ (—1)

Lozl bk 5 oo tomando val

—.—— = — se oo tomando valores pares

2 5+1 3

)1 o541 3
5 % = — se k — oo tomando valores impares ;

logo, esse limite ndo existe, o que inviabiliza a aplicacdo do critério da razao enunciado acima(*).

Teorema 9: Critério da raiz

&)
Considere uma série Y ay tal que L = {/|ak| exista ou seja infinito. Podemos afirmar que

lim
k=0 k—o0
a) Se L < 1, a série dada converge absolutamente

b) Se L > 1, a série diverge

c) Se L =1, o critério nada revela

o0
Exemplo: A série Y ay, com aj, = k3/3%, é convergente, pois

k=0
k31 1 me)y 1 o3(him k)1 1
Qs View = Jim e =3 I A =3 lim e 3¢ 3¢ 73
Outro exemplo: vimos, no Exemplo (iv) logo acima, que o critério da razao (teorema 8) falha com
. X 54 (—1)F o .
a série Z # Vamos, entretanto, empregar o critério da raiz; uma vez que

=0 6-2F

5+1 1 1
¢ = {/ = = = se k for par
Ve = \l—F5—| =
6-2
LJo—1 1 ,/4 1 i
= —4/= — = quando k — oo tomando valores impares ,
6 -2k 2V6 2

isto ¢, L = 1/2 < 1, concluimos que a série é convergente®),

(*)O critério da razao admite uma formulacdo mais genérica pela qual se verifica a convergéncia da série acima: cf. a
secdo 6-8 da referéncia bibliografica [5].

(1) Usando a regra de I’Hopital, vemos que lim % = lim # =0 .
k—o0 k—o0
. . I . Ina lim 100
(B Foi usado o seguinte resultado: se a > 0 entdo lim ¥a = lim e ¥ =ek—> =el =1
k—o0 k—oo

10



1.4 Séries de poténcias

Seja z uma variavel real e considere um valor x( fixo dessa varidvel. Entendemos por série de

poténcias uma série cujo termo geral é o da sequéncia a,, (z—x¢)®" (uma poténcia de z—x¢ multiplicada
oo

por uma constante): Y. a, (x — x9)F». Neste texto, o expoente F,, consistird simplesmente nos

n=0

nameros naturais, F, = n € N, ou nestes acrescidos de um nimero real r fixo, F,, = n + r. Ou seja,
trabalharemos com as séries de poténcias

o0
S an (2 — @0)" = ag + a1 (@ — o) + az(z — x0)> + -
n=0
e
oo
Z an (x —20)"" = ao(x — x0)" + ar(z — )" + az(x — z0)* T 4 -
n=0

o0

A série 3" a, (v — x0)P & dita série de poténcias relativa a xy (ou em torno de xg, ou ainda
n=0

centrada em xp), na qual xy é denominado ponto de expansido da série. E bastante frequente a série

o0
de poténcias centrada em zero; por exemplo: Y. a, 1" = ag + a1x + agw® + -+ .
n=0

Seguem dois teoremas fundamentais no estudo das séries de poténcias:

Teorema 10

o0
Toda série de poténcias Y. a, (x — z¢)™ tem um raio de convergéncia R tal que a série converge

n=
absolutamente se |z — zg| < R e diverge se |z — z9| > R .

O nuamero R pode ser 0 (caso em que a série converge somente para © = zp), um ndamero real
positivo, ou oo (caso em que a série converge para todo x), podendo ser calculado pela formula

. . 1
R = lim | ou R= lim —— ,
n—00 Ayt n—oo t/\a,| convergéncia
L. A

contanto que, para algum natural N, a, # 0 se n > N, e o limite :/ ° N

. . . . ~
fornega um tunico resultado, finito ou infinito. z,—R z, z,+R =z
Observe que o teorema nada diz se |t — 29| = R: nos pontos x = zy = R, a série pode ser

absolutamente convergente, condicionalmente convergente ou divergente. Além disso, se a, se anula
uma infinidade de vezes, o raio de convergéncia R nao pode ser calculado com as férmulas acima; nesse
caso, exemplificaremos como R pode ser determinado por meio dos critérios da razao e da raiz.

O conjunto dos valores reais de x para os quais a série é convergente é chamado de intervalo de
convergéncia. Este, segundo o teorema, pode consistir apenas no ponto xg, se R = 0, ou, se R > 0,
nos intervalos (xg — R, o + R), [x0 — R, z0 + R), (x0 — R, o + R] ou [zg — R,z + R], conforme a série
seja convergente, ou nao, em xg £ R.

Por exemplo, vamos calcular o raio de convergéncia R e o intervalo de convergéncia

&)
i) da série > n"a™ :
n=0

. . n" . 1 n o\" . 1 1 1
lim |:hm7:1m7-< ) = . =0-2=0
n—00  Upy1 n—oo (n + 1)”+1 n—oon + 1 n+1 n—oon + 1 (1 n l)” e
_ n
R=1qou
1 1 1
lim lim — = lim — =0
n—oo n ‘anl n—oo Ynn n—00 N
o0
e, portanto, a série Y n™ x™ s6 converge em x =0 .
n=0

11



n

X
ii) da série > :
n=0T + 2
_ 1/(n+2)
am =i gy =
ou x "
R= i converge Vz € (—1,1) .
lim = lim ———— = lim {n+2= n=0 1+ 2
n—oo 1 |a | n—oo 1 n—00
n+ 2
x 1
Analisemos a convergéncia nos ponto x = +1. Se x = 1, temos a série divergente 3 9 =
—on
~ ~ 1 n=0
> f}. Se x = —1, temos a série alternada > (—1)"—— , que, segundo o Teorema 4, é convergente
n=2"T n=0 n+2

(condicionalmente convergente, obviamente).

fo%e) n
Resposta: A série >
n=0 "1

5 converge no intervalo [-1,1), sendo R =1 .

[e'e] CL‘”
iii) da série ) —
n=0 T

) an . 1/n! )
A [l = im ey = (1) = oo .
R=<{ou > — converge Vo €R.
im —— = lim ——— = lim Vnl=--- =
n—00 ”/‘an‘ n—00 "/1/n! n—00
(D" (@=3)"

oo
iv) da série
) ngl 2m n

n 2n+1 1

lim -2 | = tim 2D
NS ngy nee 20 o (—1)" (z—3)"

R={0u ) > g, converge Ve (3-2,3+42) = (1,5) .
lim = lim V2nn =2 n=1 "
n— 00 "/‘anl T 00 N e’

2%/n

Analisemos a convergéncia nos pontos extremos desse intervalo. Se x = 1, temos a série divergente
> 1 . X (="
> — . Se x = 5, temos a série alternada )
n=0 T n=0 n

(condicionalmente convergente).

S M Gl

, que, segundo o Teorema 4, é convergente

Resposta: on converge no intervalo (1, 5], sendo R =2 .
n=0 n
o 51"

v) da série — 2"

) T

54 (=1)" 4
Os coeficientes a,, = % sdo tais que lim | n | =3 ou 3 conforme n — oo tomando
. n—o0o aﬂ+1

valores pares ou impares, respectivamente (isso ja foi verificado na pag. 10); assim, por ndo existir esse
limite, calculemos o raio de convergéncia usando a formula de R envolvendo a raiz n-ésima:

1
R = lim = lim
o el o [T
62"
. 6-2"
lim ¢ =2 se n — oo tomando valores pares
1
= —_——~—

. 6-2" . a6 p

lim ¢ =2 lim - =2 se n— oo tomando valores impares ,
n—oo \| H—1 n—oo \ 4

12



isto ¢, R = 2, convergindo a série no intervalo (—2,2). Uma vez que, nos extremos desse intervalo, a
série toma as formas

°°5+ - n = n5+ - " n
I TR Vo S Y s

n=1 r=—2

17L

5t (-
_;76 ,

que sao séries divergentes (pois o termo geral ndo tende a zero), temos, como resposta, que a série dada
converge no intervalo (—2,2).

. P ( l)n (JC 5)2n
da s E —_— Y :
Vl) a serie = 64nn2

Nao podemos empregar as féormulas de céalculo do raio de convergéncia fornecidas no Teorema 10,

r=2

pois todos os coeficientes das poténcias impares de (z — 5) se anulam {note que a série pode ser escrita

f 3 5)" 0 1,3,5 (1™ 2,4,6
na ormanglan(x— )*, com a, = 0 sen = 7,,-~-ean—msen— 4,6, |.

Nesse caso, empregamos o critério da razao ou o da raiz para determinar os valores de x que tornam
- (=1)" (z = 5)*"
convergente a série ) ¢, onde ¢, = ~————F——
=0 64"n
Para z # 5 (ponto no qual a série é obviamente convergente), o critério da razao fornece
1

2
= <1
n—oo ¢, n—oo 6471 (n + 1) (z — 5)%" 64 n—l—l)
= (r—-5)?%?<64 = -8<z-5<8 = -3<z<I13.

O mesmo resultado é obtido com o critério da raiz:

2(n+1) n,2 _ )2
lim |cn+1| ~ lim | (x —5) 64™"n (x —5)* . (
n—oo

. (x—5)2" (x—5)2 1 9
nhﬁn;o Ven| = h \/| e | = 61 T U2 <1l = (x—-5)<64 = -3<zr<13,
n—oo
. n5 _ 1 2\1/n _ Inn? 2 lim —l%" _ 2(0) _ 0 _
uma vez que lim Vn? = lim (n*) lim e n =¢nie™ =20 =¢=1.
n—oo n—oo Tn—>00

o (—1)" -5 2n 00 —1)"
Por outro lado, Y ED @ —5)™ => (=1) ¢é absolutamente convergente.
n=1 64”712 x=—3 ou 13 n=1 712
x (—1)" -5 2n
Resposta: > M converge no intervalo [—3,13], sendo R = 8 .

n=1 647n2

< (—=1)"(z —5)%"
vii) da série D @ — 5™ :
| 64"/n
Nesta série nota-se a auséncia de toda poténcia (z — 5)* em que k ndo seja miltiplo de 3, motivo
pelo qual novamente convém empregar os critérios da razao ou da raiz.

(=)™ (x —5)%"
64/

n —5)3nth) ggn -5
lim [ = i |2 20) LGV ik /ity S
n—=0oo0  Cp ”_>°° 64n+1\/7m (l’ — 5)371 64 n—oocc\ln+1

= |Jzr-5P<64 = |r-5<V6d=4 = —-Ad<zr-5<4 = 1l<x<9.

Com ¢, = , € para = # 5, obtemos, pelo critério da razao,

1

Esse mesmo resultado é obtido pelo critério da raiz:

lim {/Jea] = lin of) 2D (@ 5)3”| 2= 5‘3 ! <1 = [z-5P<64 21<z<9
im {/leq| = lim x— x
n—oo
In/n 1 |jy lnn
: : n — T 1/n — 7; 2 p800 M — 0
pois nl;rr;o vn nlin;o (v/n) nhﬂngo e e e?=1.

Além disso,

% (1) (= 5)*
n=1 64”\/5

(uma série harmonica de ordem menor ou igual a 1) é divergente.

HM8

7

z=1
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& (D=5
ngl 64”\/ﬁ =9 n=1 \/ﬁ

o) _1\n _ 3n
Resposta: 50 (" (@ =5

é uma série alternada convergente.

converge no intervalo (1,9] , sendo R =4 .

Teorema 11

Uma série de poténcias Z an (x — xo)™ com raio de convergéncia R > 0 apresenta as seguintes
=0

propriedades no mtervalo (J;O — R, o+ R):

a) sua soma Z ap, (x — xo)™ = f(x) é uma fungdo continua;
n=0

b) ela pode ser diferenciada termo a termo para se obter E nay, (r — )"t = f/(

n=1

o0
¢) ela pode ser integrada termo a termo para se obter > an (x —20)" ! = /f
n=0 T + 1
Observe que, de acordo com esse mesmo teorema, a série de poténcias produzida por diferenciagao
pode ser novamente diferenciada para se obter uma nova série de poténcias que converge para f”(z)
no mesmo intervalo (zg — R, g + R). Ou seja, diferenciagées sucessivas produzem as derivadas
f™(x) [n =1,2,---], todas definidas no mesmo intervalo. Isso significa que a soma de uma série de
poténcias centrada em o com raio de convergéncia R > 0 ¢, no intervalo (zg — R, 2o+ R), uma fun¢ao
infinitamente diferenciavel, isto é, uma funcao que pode ser diferenciada um nimero qualquer de vezes.

1.5 Séries de Taylor e MacLaurin

Para estabelecer o teorema abaixo, é fundamental o fato de a soma f(x) de uma série de poténcias
com raio de convergéncia nao-nulo ser, como garante o Teorema 11, uma func¢ao infinitamente diferen-
ciavel no intervalo de convergéncia:

Teorema 12

o0
Os coeficientes de uma série de poténcias > a, (z — x¢)"™ com raio de convergéncia R > 0 sdo
n=0
dados por a, = f("(xg)/n! , onde f(x) é a funcdo para a qual aquela série converge no seu intervalo
de convergéncia.

Esse teorema admite uma reciproca, incorporada no préoximo teorema:

Teorema 13

Qualquer fungdo f(x) infinitamente diferencidvel num ponto z = xg pode ser desenvolvida numa
série de poténcias como segue:

f" (o)

ma+ L o

0 £(n) (4
- Z fT(!O) (x—x0)" = f(xo) + f'(20) (x —x0) +

Essa é a chamada série de Taylor relativa a xg, valida no seu intervalo de convergéncia. A série de
Taylor relativa a origem (xzo = 0) é denominada série de MacLaurin. (Esse teorema nada diz sobre o
intervalo de convergéncia, que pode se determinado por meio do Teorema 10.)

Os seguintes exemplos serao desenvolvidos em sala de aula:

Ooa? 2 .1'3 .T4
:Zm_1+x+7+§+—+ (z €R).
e N x2n+1 1’3 1’5 1’7
e ann x2 fE4 IEG

n=

14



= x—1)" r—1)2 r—1)3 z— 1)4
d) lnx:Z(—l)"‘l%—(x_l)_( 21) +< 31)  ( 41)

n=1

ou, em funcao da variavel u =2z — 1,

| | |
= n! = n! o n 4 6
1 x?
f) ——=1- + .-

Vit 2

o0

A série geométrica > 2™ =1+ + 22 + -+, que converge para 1/(1 — x) se |z| < 1, pode ser
n=0

empregada para se obter mais facilmente a série de Taylor de algumas fungoes.

1 1 - n - n n
® T3 1 (D) Do(=a?)r =) (Dt =1 - et = af o se |(—a?) = 2® < 1,
n=0 n=0
e, —l<ax<l.
22 x? 1 2 & >, gngnt2 x2  Ax® 4zt 44P
s 31— (4z/3) 7 (/3" = ) R TR TR

n=0 n=0

se |4z/3| <1, ie, =3/4<x<3/4.

De grande auxilio no desenvolvimento de certas fungoes em série de Taylor é o Teorema 11. Nos
dois exemplos que seguem, para se obter o desenvolvimento em série da funcao f(z), primeiramente
desenvolvemos f’(z) em série e depois integramos essa série termo a termo. Esse método funciona
bem, obviamente, quando é mais facil expandir f’(z) em série do que f(z).

b —i(q)” n (série ja obtida aci alid —l<x<l)
=132 > =" (série ja obtida acima, valida para x
] (—1)n$2n+1 " L o
= f(x) = Z ———— 4 ¢ Como essa série é convergente para = +1 (segundo o critério
= 2n+1

i) f(z) = arctanz = f'(x)

para séries alternadas), e ¢ = 0 [pois f(0) = 0], temos, finalmente, que f(x) = arctanz =

oo (71)nx2n+1 1,3 ZL’5 £L’7
L -4 4. (1<z<1).
nz;; i1 Y3 ts gt (srslh
_ 1+ , 1 . = g2t
j) f(z)=In T f(x):m:Z(x)"se—l<x<1 :f(x)zzm—i-c.

n=0 n=0

Como essa série ¢ divergente para & = £1, e ¢ = 0 [pois f(0) = 0], obtemos finalmente f(z) =
T+z & a2t R

It/ _ T T T (g 1) .

T 7;)2”+1 Tt ottt (-l<z<1)

Uma aplicagao das séries de Taylor é o céalculo da integral de uma funcao cuja primitiva nao é
conhecida como um expressao fechada (isto é, em termos das fungoes elementares). Por exemplo, nao
. . . 2
conhecemos a integral indefinida de e*; contudo,

Lo, e (22)" =1 [t 1 ot

n=0
= 1/@n+1)  1/3 1/5 1/T  1/9
Sl Tttt
n=

15



1.6 Apéndice: prova dos teoremas
Teorema 1: V. prova in referéncia [3], vol. 4, se¢. 1.2, p.11.
Teorema 2: V. referéncia [3], vol. 4, se¢. 2.1, pp. 17 e 18.

Teorema 3:

oo n
Se ai converge entao, fazendo s,, = ai e usando o fato que lim s,, = namero finito s, temos
b b
k=0 k=0 n—oo
necessariamente o seguinte resultado:

n n—1 /(s /(s
lim a, = lim <Zak— > ak) = lim (sn —sn,l) = 0.CQD.
n—oo n— 00 k k n—oo
Teorema 4
So = Qg
s1 = Sp—a1<Sp
>0
—
So = S81+ay = 80—(0,1—0,2) = 8§71 < 82 < 8
N—— ~————
>s1 <sp
>0
—
S3 = Sy —asz = 51+(a2—a3) = S§1<83< 89
<Sg >s1
>0
—
S4 = Sz3+tag = 52—(a3—a4) = 83 < 84 < 82
N—— D e
>s3 <s2
Raciocinando desse modo, podemos desenhar o seguinte:
—a,
1
1
a.
+a, :
1 1
: —Cl3 :
[ 1 1
1 1 1
1
| +ay : :
1 1 1 1
I | 1 1
! ! 0941 | ! !
| 1 1 1 1
I 1 1 | 1 1 1
I 1 1 1 1 1 1
—e L & L L g L L ®
S S oo b oo cee s S S S
— BT Sy tCS Son 4 2 S0 R
an—a a07a1+a27a,3 aofa1+a27a3+a4 aofal+a2 a
limite
sequéncia crescente das duas sequéncia decrescente

sequéncias

Assim, concluimos que
§1 <83 < < Sopgq < v < Sy < v s K8y <89 <80

isto é, que as somas parciais impares formam uma sequéncia crescente, e as somas parciais pares formam
uma sequéncia decrescente, que sao limitadas superiormente e inferiormente, respectivamente, o que,
de acordo com Teorema 1, nos diz que ambas convergem:

. * . *k
lim sop41 = 5", lim s9, = s™ .
n— o0 n— o0
Mas agp4+1 = S2n, — S2n+1 €, portanto,
0= lim agp41 = lim (s9, — Sop—1) = ™ — s*
n— oo n— oo

= s =s" =s: queé o limite da série alternada considerada (veja-o na figura acima).
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Teorema 5

finito
—~
00 l [eS) 0
Como > ar= >, ar + Y, ap,asérie Y aj serad convergente ou divergente conforme a série
k=0 k=0 k=l+1 k=0
o0
> ay seja convergente ou divergente, respectivamente.
k=I+1

a) No caso de floo f(x)dzx convergir, considere, para essa integral, a soma de Riemann inferior
representada na figura abaixo, no grafico & esquerda, pela area hachurada de uma infinidade de retan-
gulos situados desde x =1 até x — oco. Note que

> o]
area hachurada =a;y1 + a2+ ---+ap+--- = E : ak < / f(z) dx = valor finito ,
k=l+1 !
o0
ou seja, a série Y ay € convergente.
k=0+1

b) No caso de floo f(x)dz = oo, considere, para a integral floc f(z)dx (que é divergente também),
a soma de Riemann superior representada na figura abaixo, no grafico a direita, pela area hachurada

de uma infinidade de retangulos. Temos que

0 [e%s}
area hachurada =a; + a1+ -+ an_1+--- = Zak > / fl@)de =0,
o0 k=1 !
oo oo
ou seja, Y. ap = ar — a; = oo (divergente).
k=141 k=l

O teorema esta provado.

Y Y 4rea
area N & a
gy A
area area,
ha1 17 G2 LETE G Qi
— //
Upg §=9°7777 /
_ 5 y = f(z)
v = fz) 4rea
a
4rea n-l
a, a, §-=====q~""""q~----------
[N Sl il e I N~
) [+1 [+2 n—1 n o l I+1 1+2 n—1 n T
Teorema 6

n
Prova do item (a): A sequéncia s, = Y aj é crescente (pois ar > 0) e limitada superiormente
k=1

n n oo
(pois s, = Y. ar < > br < > by = valor finito), sendo, portanto, convergente, de acordo com o
k=1

k=l = k=0
00

oo
Teorema 1. Isto é, lim s, = Y aj = valor finito, o que acarreta na convergéncia da série > a.
n— oo
k=1 k=0

o0 o0
Prova do item (b): Se a série > by fosse convergente, entao, pelo item (a), a série Y aj também
k=0 k=0

o0
seria convergente, o que contraria a hipotese. Logo, > by ndo pode ser convergente.
k=0
O teorema esta provado.
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Teorema 7

oo
A série Y ay, é convergente, pois
k=0

Sar = 3 [(lasl +a) —laxl | 23 (lanl +ax) — 3 ol
k=0 k=0 k=0 k=0

——

convergente(2) convergente

p/ hipotese

Seguem as duas notas indicadas no desenvolvimento acima:

(1) Nesta passagem ¢é usado o Teorema 2(b).

o0
(2) Para verificar a convergéncia da série 3 (|ax| + ax) , usamos o critério da comparagio: temos,
k=0

o0

por um lado, que 0 < |ag| + ax < 2|ak| e, por outro, que > 2|ag| é convergente, como consequéncia
k=0

da hipotese e o Teorema 2(a).

Teorema 8

a) Caso L < 1

Seja ¢ um real qualquer entre L e 1. Como by = |agt1/ak] Kz , existe N tal que b, < ¢
para k > N. Logo,

N-1 0o

(oo}
Dlarl = Y lakl + ) lakl =0+ lan| + lania] + lanya| + lanis| + -
k=0 k=0 k=N

——

valor finito o

lan 1] | lansal lania| | lanys| lanyo| lan il )
lany|  lans1l lan|  lante| lanta] Jaw]

= o+an| (1 +by +bnt1bn +bNi2 N1 DN+ 1)

< o+lan|(1+q+¢*+¢*+---) = valor finito . CQD.

= o+ lan] <1—|—

série convergente, por

ser de razao ¢<1

b) Caso L > 1
Seja ¢ um real qualquer entre 1 e L . Como klim |ak+1/ax| = L, existe N tal que, para k > N,
— 00

lag+1/ak] > q(> 1), ou |ag+1| > |ag| . Isso significa que |an| < |an+1| < |ans2] < -+, ou, em pala-
vras, que |ag| € uma sequéncia crescente que nao é limitada superiormente, sendo impossivel, portanto,

k R .
que |ap] —=+ 0. Logo, pelo Teorema 3, a série . |ay| é divergente.

k=0
c)Caso L=1
o0
A série pode convergir ou divergir. Por exemplo, no caso da série harmonica de ordem p , > 1/kP,
k=1
temos que

. R V(R LA T L
i Jai/ar] = lim |==772==] = lim <I<:+1> =1

No entanto, ja vimos que tal série converge se p > 1 e diverge se p < 1.

Teorema 9

a) Caso L < 1
Seja ¢ um real qualquer entre L e 1. Como klim ¥/|lak| = L , existe N tal que, para k > N |
—00

o0
Ylar| < q , ou |ax| < ¢* . Logo, por comparacio com a série geométrica Y. ¢* (convergente, pois
k=0

18



o0
g < 1), vemos que a série Y |ai| é convergente.
k=0

b) Caso L > 1
Seja g um real qualquer entre 1 e L . Existe N tal que, para k > N, ¥/|ax| > ¢(> 1), ou |ax| > 1,

o0

mostrando que o termo geral da série Y ax nao pode convergir para zero, significando, pelo Teorema
k=0

3, que a propria série é divergente.

¢) Caso L=1
O critério falha, como novamente mostra a série harmonica de ordem p . Vejamos: para ap = 1/kP
(que converge se p < 1 e diverge se p > 1), temos:

1 1 1 1 1
L= lim {]ag| = lim {/— = lim — = |i = =—=1
A, Ve = T g =00 G = 0 ) = ) @ L
onde foi usado o resultado obtido no rodapé da p. 10.

Teorema 10

Calculemos o pardmetro L definido no Teorema 8, que é o critério da razao:

an1 (T — xU)n+1

i) _Jr—wol ol

L= lim = |z — zg| lim = I
rHoo' an(x — 10" =1 ol rHoo' an lim | an | R ’ ()
n—oo an+1
onde R = lim | n | . Assim, a série divergiré se
n—oo an+1
x—x
L:M>l,i.e., |z —x0| > R
R
ou
T—x
L:%:oo,i.e.,x#xoeRzo ;
convergird absolutamente se
o — o] .
L=———<1,ie,|lz—20| <R
R
e, obviamente, para x = 0, independentemente de R.
Calculemos o parametro L definido no Teorema 9 (critério da raiz):
. . . " r — X Tr — X9
L= lim {|an(x —20)"| = |z — 20| lim {/]a,| = | 1| = | | , (I1)
n—00 n—00 lim

n—o00 N/|an|

onde R = lim L
n—oo V/|an|

acima, mas agora com uma nova férmula de calculo do raio de convergéncia, que acabamos de deduzir.

Q.

. Como a equagao (II) é semelhante & equagéao (I), seguem as mesmas conclusoes

Teorema 11: V. referéncia [3], vol. 4, seg. 8.3.

Teorema 12
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oo

flx) = Zak(x—xo)kzao—kZak(x—mo)’“ = f(zo) = ao =0lag

k=0 k=1

flx) = Zkak (x—20)* ' =a; + Zkak (x—z0)"t = fllzg)=a=1a;
k=1 k=2

f(x) = E(k—1)ay (x —20)" 2 = 2ay + Z E(k—1)ay (z —x0)"2
k= k=3

2
= f”(xo)=2-1~a3:2!a2

f(z) = Zk(k—l)(k—2)ak(x—x0)k_2:3~2a3+Zk(/€—1)(k—2)ak(x—x0)k_3
k=4

3
= f’/’(xo):3-2-l~a3:3!a3

f™ (@) =nlay, = an=f"(x0)/n! . CQD.

Teorema 13: V. referéncia [3], vol. 1.
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1.7 Exercicios

1.

10.

11.

Calcule lim a, , caso exista, sendo:

n—oo
343 1 2\"
a)an:% b) a, =vn+1—+/n c)an:(1+n) d) a, = ¥n

Calcule a soma da série:

a)f(l)k b) Sk o) S (ClFh d) ok o) (-1
k=0

k=2 \3 k=0 k=0 k=1 T

Usando o critério do termo geral, mostre a divergéncia de:

< K x 2k k+5
— b — k1
)ZS@H2 )k;k?’ )Z S
Usando o critério da integral, determine a convergéncia de:
e 1 > 1
a —_— b —
)k§1k2+1 )k-zz:zk‘ank‘

Usando o critério da integral, determine a divergéncia de:

b) S —— HS
) X 3T ) X = ) 2 Tk ) 2 Gk (k)

Usando o critério da comparacao, mostre a convergéncia de:

x k-1 * 1 & 1 * Ink > Ink
Yawrr VAV o s Yiea Y& F
Usando o critério da comparagao, mostre a divergéncia de:

2) fo kZka;I_clle b) ,20 k22f3+k1+4 © é k22—k3_k1+4 9 ,2 k22f3_ki4
) ij ik‘ 0 122 hfll k 2) 1;; m 1) k§2 \/11117

Usando o critério da comparacao, determine se é convergente ou divergente:
> k+1 > 2kS —4k% 4+ 3k — 6 > 2k-1
8) 2 5 DR 7 Y | ) X skt

Usando o critério da razao, determine a convergéncia ou divergéncia de:

< (—1)k > 3k +k > kl2k < (4—m)F
b — d —
a) =1 k! ) kzzjo 2k 41 © = K ) kzzjl k3 +4

Usando o critério da raiz, mostre a convergéncia de:
k)2
1 S k
= v 5 ()
1 kR =1 \k+1

Determine x para que a série seja convergente:

118

2)

k

(z 3)" < pam > (2n+ 1)z o gntl
) TIZ::1 b) ngl 713 + ]- C) nZ::1 ’I’L' d) nZ::Q 3n71

1 o0 In

1 (z+6)"In(n+1) f) = (1 —x)ntl
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Usando o critério para série alternada, mostre a convergéncia de:

- Ik o 1 o (—1)kE3 = (—1)k2kk
a) kgl( 1)+ —— 2 b) g::l(_l)k sen o °) k¥2(k4?|—3 9 k§2 (k(‘Fi)@]H_l

Classifique, justificando, se sao absolutamente convergentes, condicionalmente convergentes ou
divergentes:

D e b $ b ) 3 VEsen——
k=1 \/k(k+2) k=0 4k k=1 Vi
(Séries telescopicas) Seja ax uma sequéncia convergente e denote klirn ar = a. Mostre que
—00
a) Z (ak — apy1) =aj —a b) Z (ak — apt2) = aj +aj11 —2a
k=j k=j
S | 1 3 =~ 2k + 1 1
c) Z =1 d) Z 2 =7 Z 2 =9
kzlk(k—i—l) k:zk_l 4 ksk( 9
= 1 1 1 = km+m km 3-1
f - = — S — S =
)kz_ﬁ(4k+1 4k+5> 2 g);[wn(skw) ben(3k+3)} 2
= 1 1 = 1 1 4k 5
h _— = — 1 —_— = — 1 —_— = —
)2(31@*2)(%%) 12 0 ;k(k+l)(k+2) 4 ) ,;(ktw 1
= = k+3 k+4 k+4
k Vk — "VEk+1)=v2-1 1 kln—— —kln———-In—— | =4In7—
)2 (Vk T1)=v2 )Z( k3 K2 k:—2) n7-6
k=2 k=4
Determinar se sao convergentes ou divergentes
oS k—4 3k — 1000 < ek > kY
a —_—_ ¢ d
)kzl kS —3k —5 )k; k 2k )k;kH )kzlk' k?
< (—=1)*Ink x In*k—1 > Ink-—1 °°<k+1>
f oM rr-
) kzz:l 2k +3 ) EZ: k+1n%k &) k2=:1 kln“k ) kgl 2k
) §5+COS\F ) x coskm
i
k=0 k +1 ) k=1 k + 2
Determine o intervalo de convergéncia das seguintes séries de poténcias:
< (-=n™ > n+3(@x-=7)" (—2x)"
a) 3. x b) > ———7 0y ——
n=1 n n=1 (TL + 5) n=1 (n + ]') +2
< 5"z —1)" < n"(z—2)" > (z+2)3"
d _— _— f —_
) nzz:O n! e) nz=:0 2n ) 'rLZ::O gn ln(n + 2)

No intervalo (—1,1), desenvolva as seguintes fungdes numa série de MacLaurin:

T T o) z+1
(1-12)2 (1—2)3 3z +2

Identifique as seguintes fungoes:

a) f(z) = im 1)an b) g(z) = im— 1)an ¢) hz) = §+

d) u(z) = io: ng?ntl

n=1
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19. Desenvolva as seguintes fungoes numa série de MacLaurin, fornecendo o intervalo de convergéncia:

T t—1 T t2 T
a)/ L b)/ S ar c)/ In(1+ 125%) dt
0 0 0

20. Calcule a soma das seguintes séries:

o (_1)n—12—2n n 2ntl & (_1)n
a); n 222n+1 (2n +1)! C)nZZOZRJrl

21. Se f(x) = senz?, calcule f15(0).
22. Estabeleca que

) L
x 1

é divergente

b)

é convergente somente se ¢ > 1

[ee]

c) ];::2 Wik é convergente somente se p > 1

o0

d) >

1
———— é convergente somentese p >loup=1leqg>1
2 Tk g p p q

> kla*
23. Mostre que a série Y

T é convergente para 0 < a < e e divergente para a > e.
k=1

Nota: Para a = e, o problema é mais complicado, sendo necessario mostrar antes a

desigualdade
k E

k-11S < k< S,

€ €

0 que se consegue a partir da desigualdade

k
1n1+1n2+-~~+1n(k—1)§/ Inzxder <In24In3+---+Ink ,
1

obtida por meio das somas de Riemann inferior e superior.

24. Considere a série Z b /kP. Mostre que, se hm by, existe e é positivo, entao a série é convergente
k=0
para p > 1 e divergente para p < 1.

25. Usando o problema 24, determine se é convergente ou divergente a série:

e k2 -3
a) do problema 8a b) do problema 8b ¢) do problema 8c d _—
) dop ) dop ) dop )k§03k9+k2+1

It
ol
§ —

e)

)Z W =

k
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1.8 Solucgoes dos Exercicios

Prob. 1
) i = 1 nP43ntl li % 1
a nggoan _nl—)ngo 4n3 + 2 _nLHc}o 4 + % T4

vn+l++/n lim 1
—_— 1 —_—
vn+1l+yn nooy/nt+144n

n 2\"
c) Como lim (1 + E) =e¢% temos que lim a, = lim (1 + 7> =e?
n n

b) lim a, = lim vn+1—+/n= lim (Vn+1-+n)
n—oo n— oo n—oo

n—oo n—oo n—oo
. Inn lim n) ('H lim 1%
d) lim a, = lim nY/" = lim e™»" :e("Hw B ) i) 6(7H°° ' ) =eV=1
n—oo n—oo 7L—>OO
Prob. 2 )
Neste problema fazemos uso da féormula da soma da série geométrica Z q~ =1_4 se |g| < 1.
k=0 —4q

2
a) Z ( ) (1/?;)/3 %
1 e

koS (—1\k _ _
b)kZ::Oe =2 (<) Cl-el e—1

k=0

-1 2

=] _ 00 k 1
9LV =2(5) = s

oo o 1 1 1
d) Y27k = 3 (271/2)F = — = _ V2 V2 2+\[—2+\/
k=0 k=0 1-2712 1-1//2 V2-1 V2+1 2-1

>, 221 ] 1 (=22/7)! -2 2
—1)k - 22 /7\k = 2. — = __
°) kgl( ) R T2 ;;::1( /7 2 1—(-22/7) 744 11
Prob. 3
Neste problema, basta mostrar que lim aj; nao exite ou, existindo, que lim ay # 0 .
) k— o0 k—o0
k°m

a) lim ap = lim sen —— n&o existe (ax oscila nos valores 0 e 1)
k—oo k—o0 2

b) hm ay = hm —k T fim w T Jim 2¢In”2 T2 Jim 2¢In’2 =00 (ndo existe)
k—oo k3 k—oo 3k2 k—oo 6k k—oc0 6
-3
) . k+5 . In ’,213 CH .. *F2)(k+5) . 3k?
o fmoer = ik s g T T e T e~

Prob. 4

Observe que, em cada integral [ ;o f(z) dx usada, a fungdo f(x) é continua, positiva, decrescente e
tal que f(k) = ay (o termo geral da série) para k > K, assim satisfazendo as condi¢bes do critério da
integral. Neste problema, basta mostrar que essa integral imprépria existe.

<1 o0 0
a) / ————dr = arctanm‘ = arctanoo — arctan1 = —
1z +1 1 4

o
P

<1 o0 1 1 1 1
b 7(1 :—1 -1 ‘ = - 7:0 P ——
)/2 rin’z v . x2 1noo+ln2 +1n2 In2

Prob. 5
Devemos mostrar que a integral impropria que satisfaz as condigoes do critério da integral (v. o
inicio da resolugao do Prob. 4 nao existe.

o) T 1 9 00 1
a)/1 S dr =@+ )| = 5 (nog—In2) = o0

oo
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[ee) 1 fe's)
b)/ dx:2\/1nac‘ =2(VInoo —vIn2) = oo
2 zVinzx 2 —

o 1 00
c)/ d$:1n|lnx\‘ =Inlnoc—Inln2 = o
9 xlnx 2 =
o0

o0

> 1
d)/ 7dx:lnlnlnz’ =Inlnlnooc—Inlnln3 = co (note que Inlnz > 0 se z > 3)
3 (zlnz)lnlnzx 3 =

Prob. 6

Pelo critério da comparagao entre séries de termos gerais positivos, para mostrar que uma série é
convergente, basta mostrar que, assintoticamente (i.e., para k maior que algum natural, ou k — ), o
seu t.g. (termo geral) é menor ou igual que o t.g. de alguma sér. conv. (série convergente).

k—1 E—1+1 1
a) — < — + = —— : t.g. de uma sér. conv.
2k3 +1 — 2k34+1—-1  2k2

1 1 1
b < = — : t.g. de uma sér. conv.
) v S R 1) e
c) 1 < 1, t.g. de uma sér. co
Pk S g2 ¢ b8 deuma sér. conv.
Ink k 1
d) =" < : t.g. de uma sér. conv.

BVE S RVE R

= : t.g. de uma sér. conv.

Prob. 7

Pelo critério da comparagao entre séries de termos gerais positivos, para mostrar que uma série é
divergente, basta mostrar que, assintoticamente (i.e., para k maior que algum inteiro positivo), o seu
t.g. € maior ou igual que o t.g. de alguma sér. div. (série divergente).

a) S hrl-l 2 t.g. de uma sér. di
=7 - ug u r. div.
R 3k—4~ k2 -3k-4+3ktd Kk F
2k + 1 2k +1—1 1
2 = —: t.g. d or. div.
) k2+3k+4 — k2+3k2+4k2 ik g € uma ser 1v
= —: t.g ma sér. div.
k2 —3k+4 ~ k2 —3k+ 3k + 4k? 5k g u S
2k —9 2k — k 1
2 =—(k>9): tg d ér. div.
)k2—3k+4_k2—3k+3k+4k2 5kz( >9) g. de uma sér. div
1
— > - tg ér. div.
e) k=& t.g. de uma sér. div
1 1 1
f) > =~ : t.g. de uma sér. div.

(Ink)2 = (VE)?2 k-

: t.g. de uma sér. div.

y_ Lo 11
& Vkmk — VivE k

h) ! > ! L t.g. de uma sér. di
= :t.g. . div.
VREC R eA e
Prob. 8
k+1 k+k 2
a) Conv., pois * < + = — ¢é o t.g. de uma sér. conv.

U3 —1 = 23—k k2
26 — 4k® + 3k —6 _ 2k5 —4k5 +4k5 +3k° — 646 5

b) Conv., pois 389 T2k — ok 1 1 < BT ol o 11 @ é o t.g. de uma sér. conv.

k—1 2k —k 1
= — éot.g. de uma sér. div.

2
Div.. poi >
©) Div., pois Jo 1 2 @ 3k 3k r A 5k
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Prob. 9
Seja L = klim |ak+1/ak|, onde a é o termo geral da série dada. Abaixo, os resultados L < 1 e
—00

L > 1 indicam séries convergentes e divergentes, respectivamente. (O simbolo de modulo sera omitido
no caso de termo geral positivo.)

(=D)L (k4 1)! ! _ J _ 1
) L= lim =y = Gy T ey T A e 0

3t L1 2k 41 k44 ;/‘
E+1 k 3+ 1+
by L= lim o THFL 2Ly 32 gy S S

ke 2FFT 11 3Rtk kbme 9FHL 11 3F 1k kb

k k
2 3 2+% 1+g

(k+ 1)1 2k kk . (k+ 1t 2 _ 1 1
) L= lm e RaE A o) S e I T
4 — )ktl k3 +4 E3+4
d) L= lim (4= m) T ) dlim S (4wl

(k+1)3+4 (4—m)k koo (k+ 1)3 + 4

Prob. 10
Seja L = klim V/|ak| , onde ay é o termo geral da série dada. Abaixo, os resultados L < 1e L > 1
— 00

indicam séries convergentes e divergentes, respectivamente. (O simbolo de modulo sera omitido no
caso de termo geral positivo.)

a) L= lim {/1/k¥ = lim 1/VEkF = lim 1/k=0<1
k—o0 k—o0 k—o0

RN K 1 1
= 1. = 1. _— = — 1
k+1) kim(kﬂ) Fee L+ 1/RF e ©

k
b) L = hm (
Prob. 11
o0
Segundo o critério da razao, os valores de & que tornam a série Y, ¢, () convergente sdo os que
n=0
satisfazem a inequacdo ®(x) < 1, onde ¥(x) = lm |pn41(z)/@n(z)|. Uma investigagido separada é
n—oo
necessaria para verificar se a convergéncia da série também ocorre com os valores de x que satisfazem

a equacao P(x) = 1.
1

_ gyn+l 1 ——
a) im (UMD i T o3 <1 > —l<a-3<1 5 z>2ex<A4.
n—o0 ( — )"/’I’L n—oon + 1
X (z—3)" (= )" ) "
Z , que é uma série alternada convergente.
n=1 n z=2 n=1
© (x—3)" &
> Z , que é divergente. Resposta: z € [2,4)
n=1 N e=4 p=1 -
—1 —1
—~
by tm [(PEDET L mat gy R L
im - = |z| lim . = |z
nsoo (n+1)34+1 " nd41 nsoo n (n+1)3+1
ngl nzi—l—l = ngl(—l)” n3T—L|— 7o due é uma série alternada convergente.
——
— 0
[e.e] n (o] [e.e]
nz::I n?i ol = n; n37:L|— . [ < ngl %} é convergente. Resposta: z € [—1,1]
—1 = ﬁ —0
—N— —
. [2(n+1)+ 1)t (2n+1)2" 2n + 3 n!
c) lim | + | =|z| 1 =0 Vz. Resposta: € R
n—oo (n+1)! n! nooo 2+ 1 (n+1)! —
) n+2/3n ‘.’K|
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n+1

o0 x o)
T ’ =9 3 (=1)""1, que é uma série divergente.
—5 3" lz==3 —
0o gpntl 0o
> Frey > 9, que é uma série divergente. Resposta: z € (—3,3)
n=2 = n=2

Outro modo, baseado no fato de que a série dada é a uma série geométrica, é o seguinte:

%) m""’l o) x n—l xT
-=3*3 (3) , que é convergente se |§| <1, istoé, se |z|]<3.

=1 (I'H)
—_—~
(x4 6)"In(n+1) 1 . In(n+1)
1 = 1 1 = 6 1 = -7 -5
e) naoo‘(m+6)”+1ln(n+2)| |1’+6| nL}H;oln(n+2) < |1'+ |> T < ou xr >

1 (1) 1
=1 (x+6)"In(n+1) 1 In(n +1)
———

-0

< 1
M (n ) [ > ngl ﬁ} é div. Resposta: z € (—o0, —7] U (=5, 00)

18

, que é uma série alternada convergente.

r=-—7 n

1
=1 (x+6)"In(n+1)

|
M 8

z" 1 & T
£) Z( — )l - 1,:8”2_:2(1,1;

|z — 1| > |z| . Como os modulandos mudam de sinal em = = 0 e = 1, convém resolver a inequagdo
nos intervalos separados por esses valores de .

n
. 2 . P x
) . Essa série geométrica ¢ convergente se |71 | < 1, ou
—x

No intervalo x < 0: —x+1 > —z, ou 1 > 0, que é veridico Vx < 0 .
No intervalo (0,1) : —z 4+ 1 >z, ou x < 1/2; logo, = € (0,1/2) .

No intervaloz > 1: 2—1 > z, ou —1 > 0, um absurdo; logo, nao existe solugao no intervalo (1, 00).

Além disso, |L\ =0<1, e | nao existe.
11—z, 11—z,

A unido dos valores de x que satisfazem a inequagao fornece a resposta: = < 1/2 .

Prob. 12

Aplicamos o critério de convergéncia para uma série alternada > - (—1)*a [ax > 0], que consiste
em verificar se a sequéncia ay é decrescente e com limite igual a zero. Abaixo, cada sequéncia ay
dada é claramente decrescente (o que, caso se duvide, pode ser confirmado constatando que a derivada
da funcdo f(k) = ap é negativa). Assim, mostraremos a convergéncia verificando tdo-somente que
limkﬁoo ap = 0.

Ink v

1/k
a) lim ay = lim — = lim Yk
k—o0 k— o0 k—oo 1

=0V

1 .1
b) hm ar = lim sen o = sen( lim E> =sen0=0V

k—o0 k—o00 k—o0
3
1
c) hm ay = hm K lim ——— =0V
2k 1 k
d) hm ———— — — lim (2/6)’“7 =0V
k+1)ektt ek%oow_/k'—l—l
- ) -0 T
Prob. 13

(o]
(=D | _ 1 < e
a) Vejamos a série Z \ \/W| Z o7, 5 VEIOs, por comparagao, que essa série é divergente,

(—-1)*

pois = f , que é o t.g. de uma sér. div. Assim, Z ﬁ nao converge

1 >
VEk242E — \/k2+2k2

absolutamente; mas essa série é convergente, o que se deduz do critério para série alternada m é

uma sequéncia positiva, decrescente e tal que klim L = O} . Logo, a série dada é condicionalmente
—

oo v/k(k+2)

convergente.
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. P ) k2 & 2 2 Lz ~ .
b) Vejamos a série Y |( Lk | = Z—k ; ela é convergente segundo o critério da razao: lim
k=1 k=1 k—o0
2 k41 . L. .
% =1 lim (B =1<1.0u seja, a série dada é absolutamente convergente.
k2 /4% I o T 1 )

c) A série é divergente segundo o critério do termo geral: klim Vk sen f = hm (senf)/ 60 =10,
- xde el

onde fizemos a mudanca de indice 1/vk = 6 (= 0 quando k — o).

Prob. 14
a)kgj(ak_am) - hm{Zak—kz:jakJrl} :nli_{x;o{[aj—i— (4541 +aprt—T an) ]
—[(aj+1—|— . ...+an)—|—an+1}}:aj—nlirrgoan+1—a]—a
b) > (ax — agy2) = hm{Zak—Zak+2}: lim{[aj+aj+1+(aj+2+ . ...+an)]
_[(a/j+2+ . +(Ln) +Cbn+1+ an+2,]} = aj+aj+1—nli_>rr;oan+1—nli_)n;oamrz = aj—|—aj+1—2a
e e
a a
0 1 oS 1 1 oo
C = - - = ap — A 1):a1—limak:1—O:1
)k§1k(k+1) ,c;( k k+1) k;( + ko0
Ak ak+1
d)i 1 _io: 1 —§(1/2+ 1/2>—1§ 1 1
k2 -1 S (k+1)(k-1) \k+1 k-1 _5_(k—1_k 1)
k=2 =2 (k+1)( ) = \k+ k=2 +
Ap—1 AR41
= (1/2) ¥ (ag-1 — ars1) = (1/2) (a1 + a2 — 2kli_>m ar) = (1/2) (1+1/2-0) =3/4
k=2 )
>  2k+1 0 1 1 > 1
_hT - __ - |= - — a5 — li -
©) L Ehi1e kg?,[k;? (k+1)2} 2 (ak = arr) = a3 = lim a =3
~N ————— N——
ag api1 0
1 0 . 1
)Z<4k+1 4k+5)_k%(“’“_“’““)_aﬁ_klinioak_%
S—— = S——
ag Ap41 0
x k k ) -1
g) Z:: {sen(SZIg) Sen<3k13)] :kz::l (ak+1—ak):klirlgoak—a1: seng— sen%: \/32
Ap41 A
> 1 >/ 1/6 1/6 /6 1/6  1/6 1
h S —— = - = —2 1 AT | —
) L B @h D ,CEO(:),H 3k+4) Gt M 2T 2 1 12
——
ag Ap4-2
o 1 < (1/2 -1  1/2 < 1/ 1 1 1/ 1 1
) &5 (i) - £ B i) - )
1 k(k+1D)(kE+2) SNk kE+1 0 k42 — 2\ &k  k+1/ 2\k+1 k+2
s k(k+1)(E+2) = + + k=1 + + +
ag g1 by br41
1 1 1 1 1/1 1 1 1
= (= gim ) = S (br = lim ) = S(1-0) = (5 -0) =5 - =7
2(“1 im )~ lim ) = 5= =3(5 2 1 1
oS 4k S 1 1 1 1 5
= —lim s =1+- —0="
DX GEoe k%[(k_n? (k+1)2} Gt M ozt 1

ag Ap+2
k)z(\f “WEkH1l)=ay— lim VE=v2-1

28



ag Ap41

kli—klifl k In k4+1)In—— | = _
)g( k__2 2) §|: k_ ( + ) nl{j—2 k§4(ak ak+1)
m et =6
R M N e
= a4 klgl(r)loak = 4In7 klgrolo = = 4ln7 klgrolo o
. 6k>
:41117—k1i>ngom = 4ln7—6
Prob. 15
k—4 k—4 k V2

a) Temos que

VES =3k —5 \/kG (3k — 5) = R (kS/2) k2’
que é o termo geral de uma série convergente Logo, por comparagao, a
série dada é convergente.

Note que a desigualdade acima é valida se 3k — 5 < k%/2, isto &, para
k maior que o valor kg indicado na figura & direita.

b) A série é convergente, pois, para ela, o parAmetro L no teste da razdo é menor que 1:

L—nm\?’(kH)_lOOO k 2k \—lim 3k—997 k1 _,
kool (K 1)281 3k —1000' 2 k—oo 3k — 1000 k+1 2
— Y~
—1 —1
ektl k+1

=e>1.

c) A série é divergente, pois o parAmetro L no teste da razao ¢ L = hm |k T2 o |
e

d) A série é convergente segundo o teste da comparagio, uma vez que se consegue mostrar que, para

k maior ou igual que algum natural [, seu termo geral é maior que o termo geral b, de uma série
convergente. De fato, temos que

K9 Ko 2k

< =

kl— k2 = k!l —K!/2 k!

e, usando o teste da razao, constatamos que b; forma uma série convergente:

=b, (se k? <k!/2,isto é, para k >1=15)

. . 2(k+1)° k! . E+1\9 1
i b /bl = Jim = g = i () g 70
N——
—1 —0

e) A série é convergente consoante o critério para séries alternadas, pois a sequéncia ay = (Ink)/(2k+3)
é positiva, decrescente e tende a zero quando k — oo .

f e g) Por comparacao, constatamos que as séries sao divergentes, pois, para k maior que algum natural
[, temos que

In*k—1 - In®k — (In*k)/2  (In’k)/2 _ 12

: t.g. de série divergente.

k+Ink ~  k+(Wk?2 2k T 2
Ink—1 _ Ink—(Ink)/2 (Ink)/2 1/2 . )
> = = : t.g. de série div. |[v. Exemplo (i) na pag. 7|.
Kk © kln’k Kk klnk 8 | plo (i) na pég. 7]
h) Pelo critério da raiz, com a; = (’B—El)k, verificamos que a série é convergente:
k+1 E+1 1
1 Y/ = 1 im — ==-<1
im /o] = tim {/ (%5 ) = dm T

i) Por comparacao verifica-se que a série é divergente:

5+COS\ﬁ 5-1 2 t.g. de série divergente
= - tg 4 :
P ¢

Prob. 16

an

a) ST /n]e" = R= lim |- | = lim [—D"/"
n=1 n=00 py1  nooo (1) /(n+ 1)

|=1= 2ot R=-1oul
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> [1/n] é divergente

n=1 r=—1 N n=1
Y I(=D)"/n]z" = [(=1)™/n] & uma sér. altern. convergente Resposta: (—1,1]
n=1 =1 p=1 -
XV 3 3 62
by S Y'Y o n 5 R= lim = lim /27 (”+ ) =1= m+R=60us
n=1(n+5)? n=oolappyl nooo Y n44 An+5
——— ——

— 1 — 1

1n vn+3

é conv., segundo o critério p/ séries alternadas

———
— 0
X vVn+3 X vVn+3 X Vn+3n x 2
— (x—=T)" = — — = : . R ta: [6,8
o e e e
>  (=2)" . (-2 (n+2)7?%+2, 1 1
— " =1 =1 == +R=+-
)n§1 (n+1)2+2 " = R nLII;O an+1| nggo‘(n—l—l)2+2 (_2)n+1 | 9 = o R 2
—_———
o (—20) } % 1 { > 1}
= — | < — | é convergente
[E:l (n+1)2+2],__1) nZ::l (n+1)2+2 _ngl n? &
> (=2x)" } & 1 i i 11
—_— = —1)" —————— & uma sér. alt. conv. Resposta: [f =, f}
[El (n+1)2+2],_y, 2V e e Y
-0
oo Hn n " H! 1
d)zi(xfl)”éR:Iim\a :limimzlim nt =00 Resposta: z € R
n=1 n! n—00  Up41 n—oo nl Hn+1 n— o0 -
~—
x n" a n" ontl 2 n o o\"
)Y L (2-2" = R=lim | |= lim — —— = lim ( )
)ngl n ( ) n—00 Upy1 n—oo 2" (n4+1)"tl  nocom4+1\n+1
' 2 1
B N T Besposta:
S~ — ——
=0 —1/e

00 2 3n 2 3(n+1) 87 ] 2
f) Para a série ngo m , 0 critério da razao fornece L = nh_}n@lo |8(f+—fln)(n el (xrf;;n ) | =
lz+2[3 .. In(n+2)

im <l = |z+2/<2 = —2<z+2<2 = —-4<z<0.
8 n—ooln(n+ 3)
— ——

1

oo oo
2 3n —1)"
[ E W} = E # : série alternada condicionalmente convergente
4 In(n + 2)

n=0 8" 1n(n+2) n=0
o0 (o] o0 o0
(x + 2)3" 1 1 1 .
R A e D ——— = _ > — M d t R S t : _4 O
Prob. 17
T 1 d s n __ = n—1 = n
2) (1—12)2 dx(l—x) —x%nzox —xnzzzlnx _nz::1nx
x? z? d 2 d d 1 z? d? = x? >
b = ——(1— 2:———( ):— "= — 1)z 2
) (1—2x)3 2 da:( z) 2 drdxr\l—z 2 dz2 .= 2 nz::2n(n e
x nn—-1) .
:Z 5 T
n=2
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r+1 x+1 1 T+ 1 L (—=3)ant! )
i 3 1 () 2 z::( ) Z 2n+1 {Z 2n+1 }

n=0 n=0 n=0
_ N () tan { =, (=3)"a” 1} [ T O T S N SR SUR S B
= P an + ngl on+1 + 2 - D) + 7;1 om + on+1 x
00 (71)71377,71 (71)n3n (71)71377,71

= ng::oanas , onde ag == e ay o1 = o Sl St T
Prob. 18

o0 d = d 1 1—z—ax(-1) 1

- ™ = — n+l = —( ) = —

2 ) nXZ:O(n the de =" dz\" 12 (1—2)2 (1— )2

[ee) n 9 [e’e) ne2 9 ne1 9 d [e'e] n
b) gle)= Y. (n—Da" =22 > (n— a2 =42 > o =221 Yoo

d T 1 2
— 2 _ 2 -
_wdas(l—x) . 1-—2)2 (1-2z)2
2\3 7
_ 2n+1 _ 2\n (Z‘ ) X

©) hiw) }::31: " v nz_:s,(x Jr=e 1—22 1—2a2
d) ule) = 3 nattt =00 $ a0 a0 § oyt =0t Sy —pa (L)

n=1 n=1 n=0 dy n—=0 dy 1— Yy

3 1 z?
— _

Prob. 19

Ccos T

s 211 (o T1T o (_q\n2n o o (_1yng2n—1
o et [5G e [3[8 a aee [[5
oo (_ n:CQ"
z—:(( 1)).2n

[z € R]

0o (_1)n $4n+1 “’_ o (_1)n$4n+1
= 2n+1)! [471—1— 1]0 B nZ::O (2n+1)!(4n +1) [v € R]
T Too (_1\n—1 31n oo (_1\n—1k3n x oo (_1\n—1 3nx3n+1
c)/oln[1+(5t)3]dt= 07;1( D) n[(5t)] dtznz_jl( 1)n > /0t3”dt :n;( 131(3n5+ )

Nesse caso, a maxima variagdo de ¢ é dada por (5¢)% € (—1,1], out € (—1/5,1/5]; esse é o intervalo
de integra¢do méaximo possivel. Vemos entdo que x pode variar no intervalo (—1/5,1/5] .

Prob. 20
00 (_1)n—12—2n 00 (_1)n—1(2—2)n %) (_1)n—1xn 5
_—_— = _— = _— = 1 ]_ = — .
a) nzzzl n nzzzl n n; n re2—2 n(l+2) z=1/4 . 4
bs.: 1/4 € (=1, 1], que é o intervalo de convergéncia da série de MacLaurin de In(1+z) que foi usada.
%) 1" 2n+1 %) 1" 2n+1 oo —1)" 2n+1
b)Zz(H)7T :{ ( )x|:| :{ ( )m' _4 =1-3
n=1 22n (27’l + 1)' n=1 (2n + 1) m:% n=0 (27’1, + 1) m:% 2
—_———
N G D ) ™
= t = —
) X mil s E il PRt B

(UDe acordo com o resultado obtido no Exemplo (i) da segao 1.5, pagina 15 .
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Prob. 21

1 ()
flx) = f(0)+f/(0)m+fT('O>x2+...+¥5'(0)x15
m o = MO =%
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Capitulo 2

Resolucao de equacao diferencial
ordinaria linear por série de poténcias

Sabemos que a solugao geral da EDO linear de 12 ordem

y —2xy(r) =0 (2.1)

(IQ?H VieR . (2.2)

n

(oo}

2
yx)=c e’ =¢ Z
n=0

Isso sugere que também possamos resolver a EDO em (2.1) tentando uma série de poténcias
o0
y(x) = apa" (2.3)
n=0

donde -
y(x) = namz" " . (2.4)
n=1

Substituindo (2.3) e (2.4) em (2.1), obtemos

o0 o0
0 = ¢ —2zy = Znanx”_l — QSCZ anx"”
n=0

n=1

o0 o0

= Z nanpx” "t — Z 2a,2" !
n=1 n=0
o0 o0

= Z na,z" "t — Z 20y ozt
n=1 n=2

oo
= a;+ Z (na, — 2a,_2) "t

n=2

uma equacao que s6 pode ser valida para todos os valores de x se os coeficientes das poténcias se
anularem, isto é:

a1 =0 e (na, — 2an_2)’ 0.

n22:

Desta segunda equacao, deduzimos que

2
Qp = —Qp_o para n>2 .
n

Essa equagao é chamada de relagao de recorréncia. Por meio dela, determinamos os coeficientes a.,.
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Fazendo n igual a naturais pares, obtemos

n=2: ay = ag
2 1
n=4: a4 = 7%= 5%
2 11
n=6: ag = §=33%
3 2 111
n=o: ag — 8(16—432@0
1
azn = — ao (n>0)
Agora, com n igual a impares, temos
2
n=3: a3 = gale
2
n=>5: a5 = gag,:o
G2p+1 = 0 (’I’LZO)

Finalmente, substituindo essas expressoes dos coeficientes em (2.3), obtemos

9 oo < 4 9 (33‘2)" ,
n 2n 0  2n x
y(z) = E apx’ = E aonx"" = g o =a g o = a0’
n=0 n=0 n=0 n=0 :

que é a solugao dada em (2.2), pois o coeficiente ay permanece como uma constante arbitraria.
Vejamos mais um exemplo. Considere a seguinte EDO e a sua solugao geral (conhecida):

49" +y(x) =0 = solugdo geral y(x) = ¢y cos(z/2) + casen(x/2) . (2.5)

Vamos recalcular essa solucio geral pelo método das séries de poténcias™). Os passos sdo os seguintes:
Passo 1 - Escrevemos a série de poténcias que se admite como solucao e as derivadas dessas séries

que serao usadas:

anxnfl

2

o0
o0 y=>n

y(z) = Z apz" = n3d
/" n—

n=0 y'=> nn—-1)ax

n=2

Passo 2) Na EDO, substituimos y, 3’ e y” pelas respectivas séries para deduzir a relacao de recor-
réncia:

0 = 4/4+y = 4 Z n(n — a,z™ % + Z apx™ = Z dn(n — 1az" 2 + Z o™ 2
n=2 n=0 n=2 n=2
_ ¥ o _ G
= 7;2 [4n(n — 1a, + ap—2] 2" = =0 = an, = py Y (n>2)

Passo 3) Usamos a relacdo de recorréncia para calcular os coeficientes em termos dos coeficientes

(*) Estamos comegando a estudar um poderoso método que servird, naturalmente, para obter solugdes de EDOs que nao

sabemos resolver analiticamente; mas os exemplos ora apresentados sao educativos: ilustram o método e as manipulagoes
matematicas costumeiras.
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que permanecem arbitrérios (ag € a):

a = — 4o

T 4201

I YE))

- G2 @ _ a

YT 443 42432 al2f

a = — as - aq - 2@1

° T 4.5(4) 4.5-4-3-2 5!25

e — — ayq _ ao _ 9o

© 7 T4.6(5) 43.6-5-4-3.2 6126
as aq 2@1

ay = — =

1.706) 4.7-6-5-4-3.2 727

Passo 4) Deduzimos uma expressio genérica para os coeficientes em termos de ag e a;. Do passo
3, concluimos que,
(~1)"ao (—1)"2ay
aran >0: a9y = —5—- e a =t
patat = 2= (2n)l22n L= (9p ¢ 1)l 22+
Passo 5) Substituimos a expressdo genérica dos coeficientes na série de y(z) para deduzir uma
expressao fechada para a solugao:

_ - n _ — 2n — 2n+1 _ — (=D"ao o, — (=1)"2a4 2n+1
y(.’L’) = ngoanm —7;001277,(5 +n;0a2n+1x _nZ:O (2n)'22n‘r +HZ:0—(271+ 1)!22n+1 T

=a

oo (_1)77- (3;)277, 00 (_1)n x\ 2n+1 T , z
- 2 2 7(7) = 5 'S )
ao — (2n)! \2 +\Ci'l’nz:;) 2n+ 1) \2 ap cos 2 +aj sen2
1

que é a solugdo geral apresentada em (2.5).

Ressalte-se que o passo 4 é frequentemente dificil, e o passo 5 é raramente possivel. Por isso,
nas resolucoes por série de poténcias que seguem, nao nos preocuparemos, ordinariamente, com a
implementacao do passo 4 (o que seria até elegante, mas este passo, embora de certa importancia, esta
fora dos nossos propoésitos aqui, que é o entendimento do método) e do passo 5.

2.1 Resolucao em torno de um ponto ordinario

2.1.1 Definicoes

a) Uma fungdo f(z) é dita analitica no ponto x = xg se ela pode ser desenvolvida numa série de Taylor
relativa a esse ponto que tenha raio de convergéncia positivo.

b) Considere a EDO linear de 22 ordem
A(z)y" + B(x)y' + C(z)y(z) =0 , (2.6)
que pode ser escrita na forma
y" +p@)y +ql@)y(z) =0, (2.7)

com p(z) = B(z)/A(x) e q(z) = C(x)/A(z). Dizemos que z = ¢ é um ponto ordinario, ou
nao-singular, dessa EDO se, nesse ponto, p(x) e g(x) ou suas extensoes continuas™ sdo funcdes

(%) Recordagao:
Uma funcdo f(z) definida num ponto z = ¢ é dita continua nesse ponto se lim f(z) = f(zo).
- z—?fl)o
A extensdo continua de uma fun¢éo f(z) num ponto z = g em que ela nao é definida, mas tem limite finito, é a fungéo
g(z) que é igual a f(x) se  # xg e, naquele ponto, é dada por g(xp) = lim f(z). Por exemplo, a extensdo continua da
T—xQ

funcéo (senz)/z em x = 0 é a funcdo g(z) igual a (senz)/x se x # 0 e com ¢(0) = limo(senz)/x =1.
T—
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analfticas. Um ponto que nao é ordinario é dito um ponto singular, ou uma singularidade, da
EDO.

Exemplos:

1) y" + (Inx)y(x) =0: x =0 é ponto singular, pois f(z) = Inz ndo é analitica nesse ponto (nao
existindo f(0), f'(0), etc, f(x) ndo pode ser desenvolvida numa série de Taylor em torno de z = 0).
5/3 nao pode ser expandida
~1/3 ¢ infinita em 2 = 1].

i) o + (x —1)%/3y 4y = 0: 2 = 1 é ponto singular, pois (z — 1)
em poténcias de (z—1) [a segunda derivada de (z—1)%/3, igual a (10/9)(z—1)

senx 1—cosx

iil) zy” + (senz)y’ + (1 —cosz)y(x) =0 = y"'+ . Yy + . y(x) = 0.
—— ——
p(z) q(z)

Essa EDO nao tem ponto singular, isto €, todos pontos de R s@o ordinarios, inclusive z = 0. De
fato, como

1 _1( $3+m5 ac7+ )_1 m2+x4 x6+
s TR\ T T T I TR TR
e
1(1 ) 1(332 x4+x6 9:8+ ) T 1:3+1:5 z7+
Z(l—cosp)= (242 2 L. )= _2 42 2 4.
x e N T TR TR 21 4 T8l

sao as séries de Taylor relativa a x = 0 das extensoes continuas de P(z) e Q(z) nesse ponto, a analiti-
cidade em 2 = 0 esté verificada.

. T 1

iv) (2 +1)y" +ay —ylx) =0 = V't ag Y T g v@ =0

Os pontos singulares dessa EDO sdo as raizes de 22 + 1 = 0, a saber, x = +i, nos quais z/(2? + 1)
e 1/(z? + 1) ndo admitem extensido continua, pois apresentam limites infinitos nesses pontos. Esse
exemplo ilustra que pontos singulares nao sao necessariamente reais.

Percebe-se que a caracterizagao de pontos ordinarios e singulares com base no conceito de analiti-
cidade pode complicar, as vezes, a determinagao deles. Ora, o conceito de fungao analitica é porme-
norizadamente estudado num curso de funcoes complexas, e é exatamente a falta desse estudo que nos
traz dificuldades aqui. Mas nao precisamos de muita teoria para prosseguir, uma vez que estaremos,
na maioria das vezes, preocupados apenas com EDOs cujos coeficientes sdo polindmios. Nesse caso,
fornecemos a seguinte receita:

A EDO (2.6) — no caso em que A(x), B(z) e C(z) sdo polindomios sem fator comum — tem, em
x = z¢ (real ou imaginario), um ponto
e ordindrio se A(xg) # 0
o singular se A(xg) =0

Por exemplo:

i) (22 — 1)y" + 22y’ + 6y(z) = 0 : os pontos singulares sio as raizes de 22 — 1 = 0, isto é, x = +1.
Todos os outros pontos sao ordinarios.

i) (x—1)%y" + (@ - 1)y +(z—1)%(z)=0 = (z-1)y"+(x+1)y +(z—1)y(x) =0: ponto
singular em x = 1.

i) (z— Dy + @2 -1y + (@ —-1D%yx) =0 = ¢+ (x+1)y +(z—1)y(x) =0: nao tem
ponto singular (todos pontos de R sio ordinarios).

iv) 22y + 2%y + x(x — Vy(z) =0 = ay”" + 2y’ + (z — 1)y(z) =0 : ponto singular em x = 0.

v) (% +1)y” + y(z) = 0 : pontos singulares em z = +i .
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2.1.2 Teorema da existéncia de solugoes em série de poténcias
Se x = xg for um ponto ordinario da EDO (2.6), podemos sempre encontrar duas solugoes line-
&)
armente independentes na forma da série de poténcias Y a,(x — x¢)™, convergindo cada série, pelo

n
menos, no intervalo (g — R, ¢ + R), em que R é a distancia do ponto zy ao ponto singular (real ou
nao) mais proximo.
o0
Por exemplo, a solugao da EDO (z —1)y” + 2y’ +y = 0 na forma > a,(z — 4)™, isto é, na forma de
n
uma série de poténcias em torno do ponto ordinério z = 4, é convergente para (4 — 3, 4+ 3) = (1,7),
pois, nesse caso, a distancia R do ponto z = 4 ao ponto singular mais préximo, que é o ponto z =1, é
R=4-1]=3.
Outro exemplo: a solucio da EDO (22 + 9)y” + 2y’ +y = 0 na

o0
forma Y a,(x —4)™, isto é, na forma de uma série de poténcias em torno 3{,/ """ S~

n I AN
do ponto ordinario x = 4, é convergente para (4 — 5, 4 +5) = (—1,9), 31,‘\1%:5 intervalo d@x\
pois, nesse caso, a distancia R do ponto x = 4 (do eixo das abscissas, d| s, Quversenaa
que também é o ponto z; = 4 do plano complexo) ao ponto singular e —>
mais proximo, que sao os pontos zzi = +3i do plano complexo, é R = *1‘\\6 g /7 9,:' z
|21 — 25| = |4 — 3i| = |44 3i] = V42132 = 5(). A figura a direita ‘\/\ /

. . . . . . —3i 445

mostra que o intervalo (—17 9) é a parte do eixo real que jaz no interior o 4-5 o
da circunferéncia de raio R = 5 centrada no ponto z = 4 desse eixo. TNl -- -7

2.1.3 Exemplos de resolugao de EDOs lineares por séries de poténcias em
torno de ponto ordinario

Nota: Aqui, por questdo de simplicidade, supomos que a origem z = 0 seja sempre o ponto

ordinério em torno do qual se deseja obter a solugdo da EDO na forma de uma série de
o0

poténcias, Y a,z™ no caso. Isso nao significa perda de generalidade, pois, mediante a
n=0
mudanca para a variavel ¢ = z — xg, sempre podemos transformar uma EDO com ponto

ordinario em x = xy noutra com ponto ordinario em ¢ = 0.

Exemplo 1: ¢y"” — 22y =0

Como nao ha pontos singulares, a solucao em série obtida abaixo é convergente para todo z real.

o0 oo oo oo
0= Z n(n —1)a,z™? — 2z Z anx" = Z n(n — Dapz" 2 — Z 20,z
n=2 n=0 n=2 n=0
o0 o0 oo
= Z n(n —1a,z" 2 — Z 20, 32" % = 2ay + Z [n(n —1)a, — 2a,_3] ">
n=2 n=3 0 n=3 0
2an73
= =0
2 ¢ nfsy n(n —1)
Como as = 0, temos que a5 = ag = --- = a3k+2’ =0.

k>0
O coeficiente ag permanece arbitréario, dele dependendo os coeficientes asg
E>1

a 2@0 ap
3 = = —
3)2) 3
2a3 1 ao Qo
aG = — = —
6)(5) 153 45
2&6 1 ap ag
ag = = =

(9)(8) ~ 3645 1620

(*)Recorde-se de que a distancia entre dois pontos z; e z3 do plano complexo ¢ dada por |z1 — 22|, e que o modulo
de um ntimero complexo z = a + bi é |z| = Vva? +b2. Por exemplo, a distancia entre os pontos 6 + 13i e 1 +1i ¢é

|64 13i — (1 41)| = |5 + 12i] = /52 + 122 = /169 = 13.
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O coeficiente a; também permanece arbitréario, dele dependendo os coeficientes ask41
E>1

a 2aq a1
4 = —_— = —
43) 6
2a4 1 ag ai
ay; = = = —
(N)(6) 216 126
2&7 1 a1 aq
alO = = — =
(10)(9) ~ 45126 5670

~— \ix ~— ~— ~— ~— ~— ~— ~—
0 a9 a1 0 a9 a1 0 _20 aj
3 6 45 126 1620 5670
x3 IG IQ .’,E4 .’,U7 xlO
a1+ 2+ 2 ) ( =z )
a0<—|—3+45+1620—|— to{Tt g T 156 Trer0 T

é a solugao desejada, sendo as séries entre parénteses duas solugoes linearmente independentes da EDO.

Exemplo 2: (22 + 1)y +2y —y =0

Os pontos singulares sdo x = +i. A distancia entre esses pontos e o ponto de expansdo x = 0 é

= |0+ 1| = |i| = 1. Logo, a solucéo em série obtida abaixo é convergente para z € (0 — R,0+ R) =
(—1,1).
0= (z2+1) Z n(n —Dapz" 2?4+ Z na,z" "t — Z anx"
n=2 n=1 n=0
Z Dayz™ +Z (n—Dapz™™ 2+Znan:c"72anx"
n=2 n=1 n=0
oo
_Zn— n—3)an_ 21;”2—1—2 n—l)anm"2+2(n—2an oz Zan oz
n=2 n=3
= 2a9 + 6azx + ar# — ag — arz+ Z {n(n - Dan, + [(n —2)(n—3)4+n—-2-— 1] an,g}ac"_2
2a2—ag + 6agz n=d (n—1)(n—3)
—3) ay_
= 2a2—ap=0, a3=0 e ap = w
n>4 n

O coeficiente ag permanece arbitrario, dele dependendo os coeficientes agk’

k>1
a9 = ?
- G,Q_ G,()/?_ ap
“oT Ty T Ty TR
_ 3&4_ 7(10/8_(10
@S T T T T2 T e

O coeficiente a; também permanece arbitrario, e, como a3 = 0, vemos, pela relagao de recorréncia, que
as = a7 = ag = --- = 0. Logo,

y(x) = agp+a1x + a9 z? + as 3 + a4 xt + as b+ ag 8 + ay x4
~—~ ~— ~— ~— ~—~ ~—

a9 0 — 0 20 0
2 16

2
o|§
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Exemplo 3: 4" — (1+2)y=0

Nao existem pontos singulares, convergindo, para todo x real, a série que se obtém a seguir.

0= i n(n — Day,z™™ (1+= Z anx” Z n(n — Day,z™™ Z po ™ i ap_32" 2
n=2 n=2 n=3

—2
= 2a3 —agp + E (n—1an — an_z — an_glz"? |

donde ag = ag/2 e
_ Ap—3 + Gn—2

Wl s = n(n —1)

é a relagao de recorréncia. Como ag e a; permanecem arbitrarios, em termos deles escrevemos todos
os demais coeficientes:

Qo
a/2 - ?
ae = ag + a1
5T 6
_ a1+a2_1< ao)
“ = Ty Tplmty 24+12
o - ag—l—ag_i(@ ao—i-al) ag a1
> T 20 20\2 6 30 120
Finalmente,
y(x) = ap+a1x + as 2*°+ a3 3+ ag 2*+ a5 20+ -
2 P+ 2+t 36+ 125
2 23 ot LP .
R R (e e ).
(+2+6+ Tttt ) taltr gttt

2.1.4 Problema de valor inicial (PVI)

Considere os dois PVIs seguintes, formados com a EDO j& resolvida no Exemplo 1 acima e diferindo
apenas quanto ao ponto do dominio no qual as condigoes iniciais sdo definidas:

ey —2zy=0, y(0)=-2, y'(0)=5
oy —22y=0,y(3)=-2,y'(3) =5

Como ja temos a solugao geral da EDO, dada por

23 2 29 RS ( 210
e 2 )+ o ki )

y(@) C‘O(‘L:>)+45+1620Jr a5 T 136 T se0

falta, para completar a resolugao dos PVIs, determinar as constantes ag e a1 a partir das condigoes

iniciais, o que exigird a expressao da derivada de y(z):

() ( Jr693 +9x8 N )+ <1+4:1:3Jr7:c6+103997L )
x - x —_— P a — — P .
y 45 1620 ! 6 ' 126 ' 5670
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No caso do primeiro PVI, as condigdes iniciais fornecem diretamente y(0) = ag = =2 e ¢'(0) =
a1 = 5. Mas, no segundo PVI, temos complicagoes: as condigoes iniciais fornecem

33 36 39 34 37 310
3) — (1 L2 ) (3 22 ) — 9
y@3) =ao{lt gt )T a3t T g P aemo
Sl SZ
[
635  9.38 4.3% 7.35 10.3°
'(3) = (32 ) (1 ...):5.
Y@ = a3+ =5+ g * Tl T T 36 T 6o
53 54

Essas duas equacgbes formam um sistema algébrico com as duas incognitas ag e aj, o qual, para ser
resolvido, é necessario, antes, executar a dificil tarefar de calcular as somas Sy, Sa, S3 e Sy.

Veé-se, assim, que a determinacio das constantes arbitrarias na solugao geral y(z) torna-se com-
plicada quando y(z) nao é uma série centrada no mesmo ponto do dominio no qual sdo definidas as
condigdes iniciais. Assim, concluimos o seguinte:

Ao se revolver por série o problema de valor inicial formado por uma EDO A(z)y” + B(z)y +
C(z)y(z) = 0 e condigdes iniciais dadas pelos valores conhecidos de y(zo) e y'(xo), se zo for um
ponto ordinario da EDO, é vantagem obter a solugdo geral como uma série centrada nesse ponto,

o0
isto &, y(z) = Y. an(xz — zo)", pois as constantes arbitrarias ag e a; podem ser determinadas com

e
simplicidade, sendo iguais a y(zg) e y'(xo), respectivamente. De fato; observe:

y(x) = ap+ai(x—xzo) + Z an(z —20)" = y(xo) =aop ,
n=2
o0
y(r) = a1+ Z nan(r—x0)" ' = y(ve) =a; .
n=2

Vamos, entao, resolver o segundo PVI acima. Segundo a conclusao acima, convém primeiramente
obter a solucao como uma série centrada em z = 3. Isso serd menos trabalhoso se fizermos a mudanca
de variavel t = x — 3. As transformagoes correspondentes das derivadas de y s@o obtidas pela regra da
cadeia:

dy dy dt dy d sdy d s dy dt
"(z)=—==— — =—=4/(t) e, portanto, y" :—(—>:—(—)—:”t.
V@O =" @t @, a YW eportante, vi(@) =TT ) =@\ ) @~V
—— —~ =~
1 y() 1

Com esses resultados, e tendo em conta que y(z) = y(z(t)) = y(t)*), a EDO y” — 2z y(x) = 0 toma

a forma y” — 2(¢t — 3)y(¢t) = 0. Substituindo nessa equagédo a série > a,t" (lembrando que uma série
n=0
centrada em ¢ =0 equivale a série desejada, centrada em x = 3), obtemos

0=y —2(t-3)y = Z n(n —1)apt™ 2 —2(t — 3) Z ant"
n=2

n=0
o0 o0 o0 o0 o0 o0
= Z n(n—l)ant"_Q—Z 2a,t" 146 Z anpt" = Z n(n—l)ant"_Q—Z 20,5t 246 Z Uy ot 2
n=2 n=0 n=0 n=2 n=3 n=2
> n—2 2an—3 - 6an—2
= 2as + 6ag + Z [n(n—1)a, — 2ap—3 + 6a,_o]t = ay=-3ap e an, T ﬁ
E/—/ n—3 v n73 nn
as = —3CLO
o = 2ag9 — 6a _ o _ u
3 3(2) 3
w = 2a1 —6az _ a1 6(—3ag) 3ap | a1
YT TAB) 6 2 2 "6
2CL2 — 6@3 2 ( ) 6 (ao ( 1 ) + 6 2CLO 3@1
a —_— = (- —— (= =-a)=( - —= - =)a a4 = —— + —
° 5(4) 200 7 T 0\3 T 10 10/° " 20" 5 10

(*)na notagdo empregada, y(t) designa a funcdo composta y(z(t))

40



y(t) = ap+ait + az 2+ a3 3+ ag t*+ a5 O+
~~ ~— ~ ~
(1 gy D302 ) +an(t A )
= — J— e “e. a — J— R e .
0 372 5 ! 6 10
Com a substituicgo de t = x — 3, ag = —2 e a; = 5, obtemos, finalmente, solugdo do segundo
PVIL:
-3 3@x-3* 2x-3)°
ylz) = -2 {13(z3)2+ @ 3 ) + (x2 S (‘T5 ) +}

r— 34 r—3)5
+5 {(x3)(13)g+( 63) L 103) +]

2.2 Resolucao em torno de ponto singular

2.2.1 Definicoes

Os pontos singulares, ja definidos na segao 2.1.1, sao, por sua vez, classificados em regulares e
irregulares como segue.

Dizemos que um ponto singular da EDO (2.6) é um ponto singular regular (ou uma singularidade
regular) se, ao reescrevermos essa EDO na forma dada por (2.7), constatamos que (x — zo)p(z) e
(r — w0)?q(z) ou suas extensdes continuas sdo fungdes analiticas em z.

O ponto singular que ndo é regular é chamado de ponto singular irregular (ou singularidade
irregular).

Novamente, para evitar a analise de analiticidade de funcoes, fornece-se a seguinte receita, valida
no caso de EDO cujos coeficientes sdo polindmios:

Considere (2.6) com coeficientes polinomiais, e escreva essa EDO como em (2.7), mas com
p(z) e ¢(z) na forma de um quociente irredutivel de polindmios completamente fatorados em
monoémios. Se o fator (x — o) aparece nos denominadores de p(z) e ¢(x) com multiplicidades m,,
e mgy, respectivamente, entao * = xo ¢ um ponto singular
o reqgular se mp<1le my<2
e irregular se my >1 ou my > 2

Assim, por exemplo:

i) Os pontos = 1 e x = 42 sdo pontos singulares da EDO (z—1)(22—4)%y" +(z—1)(x—2)y'+y = 0
(sem fator comum nos coeficientes polinomiais). Reescrevendo essa equagao na forma
1 1
(x+2)%(x—2) (x =1)(z+2)%(x —2)
verificamos, de acordo com a receita acima, que x = —2 é um ponto singular irreqular; jax =1 e x = 2
sao pontos singulares requlares.

/

Yy +

y'+ ;=0

ii) A EDO 2%(z + 1)%y" + (2? — 1)y’ + 2y(z) = 0, ou

//+ z—1 /+ 2
Y z?(z +1) Y xz2(z +1)2 Y

= O 5
tem, em z = 0, um ponto singular irregular e, em x = —1, um ponto singular regular.

iii) (1—22) 9" —2xy +30y=0 = z = +1 sdo pontos singulares regulares.
———
(z4+1)(z—1)

2 5
iv) 23%y” — 22y + 5y =0 = ¢y’ — = Yy + 5Y= 0 = =z =0 & ponto singular irreqular.

v) 8xy" — 222y’ + 5xy = 0, ou (cancelando o fator comum z) 8y” — 2xy’ +5y =0 = a EDO
nao tem ponto singular (somente pontos ordinarios).
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2400 —3ay +(1—a)y=0 = vy’ — /
vi) (2% +9)y" = 3zy" + (1 — 2)y SO Ty PR Ty A P Ty o

) y=0 =
x = £3i sao pontos singulares regulares.
A seguir estudamos o chamado método de Frobenius, usado para se obter solu¢ao em série de EDO

linear em torno de ponto singular regular. Antes de explicar esse método, convém apresentar dois fatos
que motivam esse método:

o y1 = 2% e yo = 22 Inx sdo solugdes de x2y” — 3wy’ + 4y = 0 para = € (0,00). Essa EDO tem
um ponto singular regular em x = 0, em torno do qual, se intentassemos uma série de poténcias
> a,xz™ como solugdo, s6 obterfamos y; = 22, pois o fator Inx na solugio y, nao tem série de
Taylor em torno de x = 0.

e A EDO 62%y” + 5zy’ + (2% — 1)y = 0 tem um ponto singular regular em x = 0, mas nao possui
solucao alguma em série de poténcias em torno desse ponto. Pelo método de Frobenius, podemos

o0 o0
obter duas solugdes em série com as formas y; = 3. ap,z"t/? e yo = 3 b t/3,
n=0 n=0

2.2.2 O Método de Frobenius — Parte 1
Considere o problema de resolver a EDO (2.6), isto &,
A(z)y" + B(x)y' + C(x)y =0 ,

em torno de um ponto singular reqular x = xy. Aqui, pela mesma razdo dada no inicio da segao 2.1.3,
supomos, por simplicidade, mas sem perda de generalidade, que xg = 0. Pelo chamado método de
Frobenius, é sempre possivel encontrar uma solugdo na forma da série (relativa a zo = 0)

o0 o0
y=azx" E anpx’ = g " = apz” + a1x" Tt + a2 4., com ag #0 . (2.8)
n=0 n=0

Nao permitindo que ag se anule, impomos que esse coeficiente seja o primeiro da série. Faz parte da
resolucao determinar:

1. Os valores de r para os quais a EDO tem solugao na forma da série em (2.8). Esses valores surgem
da resolugdo de uma equagao algébrica do 2° grau (do 32 grau se a EDO fosse de 32 ordem e assim
por diante), denominada equagao indicial, cujas solugdes r1 e ry sdo as chamadas raizes indiciais.

2. A relagao de recorréncia para os coeficientes a,.
3. O intervalo de convergéncia da solugao em série obtida.

Os detalhes do método™) serdo apresentados através de exemplos, nos quais z = 0 é o ponto singular
regular em torno do qual se deseja a solugao. Conforme as raizes indiciais, trés casos importantes devem
ser considerados:

2.2.2.1 Caso de raizes indiciais que nao diferem por um inteiro: r —ro ¢ Z

Neste caso, o0 método de Frobenius sempre fornece duas solugoes linearmente independentes.

Exemplo 1: 3xzy” +3y' —y=0

oo o0 oo
y= Z a, "t = oy = Z(n +r)a,a" Tt = gy = Z(n +r—1)(n+r)a,z"?
n=0 n=0 n=0
[ee] oo (oo}
3x Z(n +r—=1(n+r)az"" "+ Z(n +r)apz™ T — Z a, "t =0
n=0 n=0 n=0

o0 fore) 0
D 3ntr—1)n+r)ana™ T > (At r)ane™TT =) a2 =0
n=1

n=0 n=0

(*)Consulte as segbes 4.3 a 4.6 da referéncia [4]
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(8r = 2rape” + 3 { B+ r = D(n+ 1)+ (0 +1)] an — @ pa" 7 =0

n=1

(83n+3r—2)(n+r)

r(3r —2) apr” ! + Z [(Bn+3r—2)(n+1)ay, —an_1] 2" 1 =0
0 n=1
0

r(3r —2) =0 (equagdo indicial) = 7= 0 ou 2/3 (raizes indiciais)

(3n+3r—2)(n+r)a, —an—1 =0 (relagdo de recorréncia dependente da raiz indicial)

As relacoes de recorréncia especificas para cada raiz indicial sdo dadas por

Gnp—1
r=0 = a,=——"-—
n(3n — 2)
ou

2 Ap—1
r=- = a,=—F— <

3 n(3n + 2) n>1
A essas duas relagoes de recorréncia correspondem duas séries distintas, nas quais ag permanece arbi-
trario:

A série correspondente a r = 0:

a 0 a
1 = 734y 4o
(1)
a - a1 o (o))
9 = =
2)4) 8
ag a0/8 agp
as = — = —
(3)(7) 21 168
as a0/168 ao
a4 = = =

(4)(10) 40 6720

2 IB 4

) = ao(14a+ T )
= T T 168 T 6720 :

w
S
w
+
IS
Ny
&
W
+

~yi(z) = 2%ao+ a1 x+ az 2*+ a
—~ —~— —~—

20

8

ao

A série correspondente a r = 2/3:

g — G0 _ a0
' B~ 5
aq CLO/5 ap
2T @R 16 80
. a9 _a0/80_ aop
@7 @y T 33 2640
4y = as :a0/2640 _ Qg
(4)(14) 56 147840

ya() = 23 (ag+ a1 x4+ ax 24 az 22+ ag xtH---)
-

~—~ ~—~ ~—
aQ ag aQ aQ
5 80 2640 147840

= a0x2/3<1+£+£2+ l +x74+...) .
5 80 2640 147840

Assim, obtemos duas solugbes, cuja combinagao linear é a solucao geral: y(z) = y1(x) + ya(z).

43



2.2.2.2 Caso de raizes indiciais iguais

Neste caso s se consegue uma dnica solugao na forma da série em (2.8), na qual r é igual ao tnico
valor da raiz indicial.

Exemplo 2: xzy” +4y —4y =0

Z(n +r—1(n+r)az" "+ Z(n +r)a,z" T — 4 Z Azt =

n=0 n=0 n=0
Z(” +r—=1)(n+r)a,z" " + Z(n +r)a,z" Tt — 4 Z Ap1z™ " =0
n=0 n=0 n=1

[(r = )r +rlagz”™™ Z{ n—f—r—1)(n+r)+(n+r)]an—4an,1}x”+“1:()
n=t (n+7r)2
Z n+r)la, —4da,_1] 2" =0 .
R =t 0

Vemos que r = 0 é o tnico valor da raiz indicial e que

4
(ch:ﬁ para n>1 . (2.9)

Ap =

Essa equagdo, com r = 0, torna-se a,, = 4a,,_1/n? (n > 1), donde

. 4a0
ay = ?
4a1 42a0
a = —_—=
2 22~ (1-2)2
4a2 4300
a = _ = —
3 32 (1-2-3)2
a _ 4”&0
! (n!)?
Logo, temos a tnica solugao
- ia T :aoiix" = a0(1+4x+4x2+§x3+-.-) (2.10)
n= r= n=

2.2.2.3 Caso de raizes indiciais que diferem por um inteiro positivo: r; — ro € N*

Nesse caso, a série em (2.8),
1. Com r; (a maior raiz indicial), sempre fornece uma tnica solugao.
2. Com r = ry (a menor raiz indicial), leva a uma das duas ocorréncias:

(a) Ela nao fornece nenhuma solugéo.

(b) Ela fornece a solugao geral (permanecendo arbitrarios dois coeficientes), que inclui, portanto,
a solugdo correspondente a maior raiz (7).

Disso concluimos que convém tentar obter primeiramente a solucao correspondente & menor raiz
indicial, pois, ocorrendo 2(b), a resolugao estara concluida.

Exemplo 3 — ocorréncia de 2(a): xy” 4+ 3y —y =0

oo o0 o0
Z(nJrr —D(n+r)a,z" T+ Z n+r)ape™ Tl — Zanx"” =
n=0 n=0 n=0
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o0

Z(n +r—1)(n+r)az" T + Z n+rya,z" T — Z Up12"TT =0
n=1

n=0
[(r = 1)r + 3r] agz"™ Z{ (n+r—1)(n+r)+3(n+r)] an—an,l}x””—l =0
r(r+2) n=t (n+r+2)(n+r)

————

r(r+2)agz" "t + Z [(n +r+2)(n+r)a, — an_ﬂ "l =0

0 n=l 0

Vemos que r = —2 e r = ( sao as raizes indiciais; além disso, a relagao de recorréncia dependente

de r é dada por
m+r+2)(n+r)a, —ap—1=0 (n>1) . (2.11)
Ser=—-2:
A relag@o de recorréncia especifica para r = —2,
nn—2a, =a,—1 (n>1),

fornece
ecomn=1: 1(-lay=ap = a1=—ag
ecomn=2: 20)az=a; = 0=a1=—a

Mas ag = 0 é contrario a nossa hipotese estipulada em (2.8). Logo, ndo existe série associada a
raiz indicial r = —2. Passemos, entao, ao célculo da tinica solugao linearmente independente associada
& maior raiz indicial, que, conforme o item 1 acima, sempre existe:

Ser=0:

A relagao de recorréncia especifica para r = 0,

(n+2)na, —a,1 =0 = :m (n>1) ,
fornece
ap Qg
a/l = = —
@) 3
al a0/3 ag
a2 = = = —_—
(4)(2) 8 24
as a0/24 Qo
a = = = —_——
s (5)(3) 15 360
as a0/360 Qo
a. = = =
: (6)(4) 24 8640
Temos, portanto, a tinica solugao linearmente independente
0 2 3 4 1 ':E2 IS :174 2.12
y(z) = x”(ap+ a1 x+ as z°+ a3 °+ a4 °4---) = (+3+24+%+8640 )( )
5 3t 560 5640

Exemplo 4 — ocorréncia de 2(b):  z?y” + (2® + z)y' —y =0

Z(n +r—1)(n+7r)a,z"" + Z(n + r)a,x™ T 4 Z(n +r)apz" T — Z ape™" =
n=0 n=0 n=0 n=0
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Z(n +r—1)(n+7r)a,z"T" + Z(n + 7 —1)a,_ 12"t + Z(n +r)a,z" " — Z anz"t" =0
n=0

n=0 n=1 n=0

[(r=r+r=1aw” + 3 { [ +7 = D) +n+r =1 an+ (47 =Dy fa™ =0

(r—1)(r41) = r2—1 =t (ntr—1)(n4r+1)

(r2 —_ 1)aogjr+2{(n+r7 Dn+r+1a, +(n+r— 1)an_1}xn+r -0
H/_/

n=1
0 0

donde obtemos as raizes indiciais r =ry =1 e r = ro = —1 e também que
(n+r—1)[(n+r+1)a, +an—1] =0, paran>1.
Ser=—1:
A relagdo de recorréncia é (n — 2)[na, + an—1] =0 (n > 1), donde:
e Com n =1, obtemos —[a; +ag] =0 = a3 =—aop.

e Com n = 2, obtemos 0=0, significando que as permanece arbitrario.

e Para n > 3, temos que a,, = —a,—1/n , ou seja:
a9 2(12
a = —— =———2
3 2-3
as a9 2&2
a. fr— —_—_ = —
: 4 3.4 2.3.4
a4 20,2
a = —_—_ —_—
° 5 2.3.4-5
—1)"2
o, = (F1)"2
n!
Logo,

-1 2 4
=agr 4+ a1 +asr+ az 7+ a4 2+ as T +---
~—

oo
y(a:) — Z anxn+r
n=0

—~—
r=-1 ~an B A 4
—a(E ) (ST )
A 2\ T3 T ’
—_——
u1 () us(z)

que é a solugao geral da EDO, pois é a combinagao linear das duas fungoes linearmente independentes
ui(x) e ug(x) formada com as constantes arbitrarias ag e 2as. Note que

. 1‘2 l‘g l‘4 X
v_a* @ o T T R R et Tt

uz(x):§7§+4!75+.”: z B T

Fica como exercicio mostrar que, se fizéssemos os célculos com a maior raiz indicial, »r = 1, obte-

riamos apenas a solugdo us(x).

2.2.3 O Método de Frobenius — Parte 2

Descrevemos aqui alguns procedimentos para o calculo de uma segunda solucao linearmente inde-
pendente y2(x) quando apenas uma solugao y;(z) = agui(z) de (2.6) na forma da série em (2.8) é
obtida; a saber, quando as raizes indiciais r; e o se enquadram numa das circunstancias:

e 12 circunstancia: r; =1
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e 2?2 circunstancia: r; —ro = K € N* e nao existe solugdo na forma de (2.8) com r = ry (a menor
raiz)

Procedimento 1: Fazemos uso da formula

Yo(x) = C’uﬂx)/[e‘fp(”)dx] [%} dz | (2.13)

ui(x

obtida pela técnica da redugéo de ordem (cf. referéncia [6], onde essa formula é deduzida e apresentada
como a equagao (4) da se¢do 4.2). Acima, p(z) é o coeficiente de 3’ na EDO escrita na forma dada por
(2.7), e C é uma constante arbitraria.

Procedimento 2: Usamos o seguinte resultado (cf. segao 4.5 da referéncia [4]):

y2(2) = aapuy(z) Inx + Z bt (2.14)
n=0
onde
. . d
e na 12 circunstancia: o =1 e b, = o an(r)
r
T=T2

(2.15)

d
e na 22 circunstancia : «a = {(r —T9) aK(r)} e b, = p [(r —7r2)an(r)]
() r=rq T

T="T2

sendo a,(r) a expressdo que se obtém para o coeficiente a,, em termos de r e ag por meio do uso
reiterado da relagao de recorréncia dependente da raiz indicial (e ndo do uso reiterado da relagao de
recorréncia especifica para a raiz indicial ro, ou seja, o valor 73 nao é substituido no lugar de r antes de
se usar a relagao de recorréncia reiteradamente na deducao dos coeficientes a,, em termos do primeiro
coeficiente, ag, permanecendo, portanto, a presenca de r nas expressoes desses coeficientes).

Procedimento 3: Usamos (2.14) com a = 1 e sendo r2 0 tnico ou o menor valor da raiz indicial,
conforme a circunstancia. Mas, em vez de calcular os coeficientes b, empregando (2.15) [ignoramos

essa formula], substituimos (2.14) na EDO para determiné-los.

Para exemplificar esses procedimentos, usemo-los para completar a resolucao das EDOs dos exem-
plos 2 e 3, obtendo uma segunda solucao linearmente independente.

Uma segunda solucao no Exemplo 2: zy” +vy —4y =0

Calculo com o procedimento 1

Tendo em vista o uso de (2.13), expliquemos 0s passos necessarios:

1) Para calcular u?(x), usamos a formula (a+b+c+---)% = a? +b?> +c?+- - - +2ab+2ac+2bc+- - -
(que é a soma de dois somatorios: dos quadrados de cada termo e dos dobros de cada produto de dois
termos distintos); ndo explicitaremos as poténcias com grau maior que 3. Assim, usando (2.10), que é
a expressao de uj(x) obtida no exemplo 2, temos que

16 2 32 . 320 .
ul(z) = (1+4z+4z2+§x3+' ) = 1+16z2+8x+8x2+§x3+32x3+- = 1+8x+24x2+7x3+- .

e}
2) Para calcular 1/u?(x) = Y ¢,2", reescrevemos essa equagio, tendo ja substituido a expressio
n=0
de u?(z) deduzida acima, na forma

S 320 .
u%(z)chm": (1+8x+24x2+7x3+~~) (co+ciz+ ez +czz® +--) =1,

n=0
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donde, mantendo explicitas apenas as poténcias com grau até 3, obtemos

320
co + (c1 4 8co) x + (ca + 8¢y + 24¢g) 2% + <03+802+2401+—c0> =1 .
M~ N—,— N——— 9
1 0 0

0

Logo, calculando iteradamente os valores de ¢,, a partir das equagdes indicadas pelas chaves acima,
obtemos:

320 1472
cg=1 — ¢g=-8 — 02:—801—2400:40 — 03:—862—2401—?60:—7 .
Assim,
1 1472
5 =co e+ cor® fegad oo =18z + 4002 — — =28
ui(z)

3) A EDO na forma apresentada em (2.7), isto &, y"” + (1/z)y’ — (4/z)y = 0, mostra que p(z) = 1/x

e, portanto, que
e~ IP@de — o= [(/0)dr _ o=ne _q/y

4) Logo, usando (2.13), obtemos, finalmente.

y2(r) = Cul(x)/[effp(x)dm} { 21 } dr = Cul(x)/%(l — 8z + 402? — %333 _|_) dz

ui(x)
1 1472
= Cul(w)/ (— — 8+ 407 — —7m2+~-~)dx
x
= C’ul(x)(lnx — 8z + 202% — %:f + - ) [u1(x) dado por (2.10)] = (2.16)

Calculo com o procedimento 2

Na resolugao apresentada no exemplo 2, obtivemos: (a) as raizes indiciais r; = ro = 0, mostrando
que devemos usar (2.14) e (2.15), com a formulagao referente a 12 circunstancia, e (b) a relacdo de
recorréncia dependente da raiz indicial, na equagao (2.9),

4a,_1(r
an(r) = (T‘*‘;L()z) para n>1 .

Uma vez que ag(r) = ag = const., temos que

o 4a0
a(r) = (r+1)2

o 42€L0
w0 = e
an(r) _ 4”&0

[(r+1D(r+2) - (r+n)?

Para calcular a derivada a,(r), convém empregar a derivagao logaritmica:

Ina,(r) =In(4"ap) — 2[In(r + 1) +In(r +2) + - +In(r +n)] =

W) _ gl Lo Loy A S O S
an(r)lr=0 r+1 r+2 r+nl,_g an(0) 2 n|’
4n 4n
onde, substituindo a,(0) = 0 = ag , obtemos

(1-2---n)2  (n!)
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Logo,

a, = 0 (agé constante)
ai(0) = —2ap4(l) = —8ag
—2a04? 1
ay(0) = 220 <1 + 2) = —12a9
9043 11 176
a'3(0) = 62 <1 + 5 + 3) = —2—7(10

e, assim, finalmente,

Yo () uy(z) Inz + Z al, (0)z" 0
n=0

177;$3 +- ) [u1(z) dado por (2.10)] m  (2.17)

up(z) Inz + ag (—83: — 1222 —

Calculo com o procedimento 3

Impondo uma segunda solucio para a EDO Ly = zy” + 3/ — 4y = 0 com a forma

y2(2) = agur(z) Inz + Y byt [y =0]
— .0
=f(x) —_————
=g(=)

sendo u (x) dado por (2.10), isto é,

16
ul(x):1+4x+4z2+§:c3+~~

obtemos A R A A A A
Lys = L(aof +9) =aolf+Lg=0 = Lg=—aolf . (D)
Mas
T 17 ! 7 ! 1 -1 I 1
Lf = xff'+f —4f= m(ul Inz + 2u; — +u1—2) + (u1 Inz —Q—ulf) —4uyInzx
x T T
16
= (Inz) (zu] +u} — 4uy) +2u] = 2(4—1—830—1— gxz —|—)
—_——
0
. 32
. —agLf = —8ag— 16agx — %aﬁ + - (IT)
e
Lg = z¢d'+¢ —4g=1z Z n(n — Dbpa™ 2 + Z byt —4 Z bpx™
n=2 n=1 n=0

I
M8

n(n = Dbya" " 4+ nbpa™ Tt = dby g2 = by —dby + Y _[n°b, — 4by_q]2" !
n=1

n=2 n=1 n=2
= (b1 —4bo) + (4by — 4b1)z + (9b3 — 4bo)z* +--- . (1)
Logo, em vista dos resultados em (II) e (III), a equagao (I) fornece
by —4bg = —8ag = by = 4by— 8ay
4dby —4by = —16ag = by = b1 —4day = 4by — 12a9
Obs — by = —323“0 = by = ng - %ao - %(4% ~12a0) - %iao = 196b0 - 12—776%
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Finalmente,

yo(x) = aguy(x)Inz + by + byx 4 box® + bga® + - -

= aoui(z)lnz

+ bo + (4b0 — 8&0)33 + (4b0 — 12a0)x2 + (7()0 - 70,0).1‘3 + - (IV)

1 1
= b0(1+4x+4x2+§6x3+~~) +ao<u1(x)lna:78x712x272L76:c3+~~>

uy (z)
176
3

= by uy(z) +a0(u1(x)lnx — 8z — 1222 — 57

+) n (2.18)

=us(x)

que é, na verdade, a solucao geral, haja vista as duas constantes arbitrarias ag e by, bem com as duas
solugbes linearmente independentes u; (), ja deduzida, e us(x), aqui obtida.

Equivaléncia das solugoes

Se tomarmos a segunda solugdo obtida com o procedimento 1, dada por (2.16), fizermos C' = 1,
destacarmos o termo com In z, substituindo, no outro, a expressdo de ui(x) e, entdo, multiplicarmos
as séries para obter

1472
ya(x) b = ul(x)lnx+u1(x)<78x+20x272—7x3+~~)
16 1472
= ul(x)lnx—l—(1+4x+4x2+§m3+---)<—8x+20x2—T7x3+---)
176 s

= ul(x)lnx—8x—12x2— 2737 +oe

observamos que esse resultado é exatamente a segunda solugao obtida com os procedimentos 2 e 3,
dada por (2.17) e (2.18).

Uma segunda solucdo no Exemplo 3: zy” +3y —y =0

Calculo com o procedimento 1

3 1
:ry”+3y’ —y=0 = y"+ ; y'— Ey -0 = e—fp(a;)dm _ eff(B/m)d:z: — ¢8Iz _ 1/I3 )

p(z)
Usando (2.12), que é a expressao de u(z) obtida no exemplo 3, temos que

2 3
.2 — 1 T,z )2
- ui(®) (I+3+5t30t )
T\ 2 T 22 3 z\ /a2
—- 12 (f) 21 1oL 1201 2(7)(7)
T3 +()3+()24+()3360Jr EACTVA
A i
prg —I 71: —_— . e
37 36 30
1 _Oo " 9 3 2 T 4 x3
u%(m)znzz;)cnx = (co—l—clx—i—CQx + c3x —l—---)(l—l—gx—l—%x +%+...):1
200 261 760) 9 ( 262 701 Co) 3
- 2¢0 241, %0 e, 2, 20 =1
\CBPL(C“L 3)x+(02+ 3 Tag) T T\ BT g Tag) T T
! 0 0 0
2 261 760 1 262 701 Co 19
= =1 — = —= — = —— == — = - — — — = ——
0 “aT73 2 3 36 4 “ 3 36 30 270
= ! *1—gz+x—2*1—9x3+
ui(r) 3 4 270
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p(z) = cm(x)/[( fp(w)d:r} {uix)} dz = Cul(x)/%(l - gfﬂ n %2 _ 21%:53 n ) do
= Cul(x)/(wfg’f 2x3 ’ %71 ?%Jr ~~)dx
= C’ul(z)(—%Q—V—?a;l iln —%—F--)dm
- Cul(z)(% Iz — 27152 + % - ;97”06 ) fur(a) dado por (2.12)] (2.19)
Calculo com o procedimento 2
No exemplo 3 vimos que: (a) as raizes indiciais 11 = 0 e 7 = —2, mostrando que devemos usar

(2.14) e (2.15), com a formulagao referente & 22 circunstancia, e (b) a relagao de recorréncia dependente
da raiz indicial, na equagao (2.11),

20+ para n>1 .
Temos que
b = o = -
= el =latre-mgo)] =
ag 0
- d - d ap
by = 5[(7"+2)01(7‘)] rz#—g[(“”)m] L
o (r+1)(7‘+3)—(7“+2)(7“+3+T+1) —a (—1)(1)—0:_a
" [+ D0 +3)P rema DO T
d d a
b = gl 2)aa(r)] r:_QZJM(r+1)(r+3)((}/k27(r+4)} e
. (r+3)r+4)+r+0)r+4)+0r+1)(r+3)
0 [(r+1)(r +3)(r +4)? P—
— (1) + (1)) +(=1(A) _ g2l _w
[(=1)(1)(2)]? 4 4
I S -
o = gl Al = e e e e 9,
— 4 (1)2(2)(3) +2(=1)(1)(2)(3) + (=1)(1)*(3) + (=1)(1)*(2) _ g, 8 12—3-2 1lag

[(=D1)?(2)B3)? a 364 T 36

Precisamos também calcular o fator « presente na formulacao, que, no caso, como K =13 —ry =
0—(—2) =2, é dado por

ak(r) az(r)] [ 1 1

= — = 2 = = ——

“ {(T r2) ao L_“ [(T+ ) ap |,__, (r+1)(r+3)(r+4)],_ 2
Por fim,
yo(z) = aagui(z)lnz+ Z by(z)z" 2 = f% aouy (x) Inz + box ™2 + byx ! 4 by + bzx + - -
n=0

1 1 1 1 1lz

= ap (—2 wi(z)Inz + 2ottt 36 +- ) [u1(z) dado por (2.12)] = (2.20)
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Calculo com o procedimento 3

Impondo uma segunda solucéo para a EDO Ly = zy” + 3y’ —y = 0 com a forma

y2(x) = aguy(z) Inz + Z bzt [rg = -2] ,
— .
=f(x) S —
=g(x)

com u1(x) dado por (2.12), isto &,

2 3

u (x)—1+§+f+x7+
BR324 T 360 ’
obtemos A R . . . .
Lys = L(aof +9) =aolf+Lg=0 = Lg=—aolf . (I
Mas
T 7 ’ " ’ 1 -1 ’ 1
Lf = xf"+3f —f= x(u1 Inx + 2uj — —&—ul—z) +3(u1 Inx +u17> —uilnx
x x x
(751 3U1 2
= (Inx) (zu] + 3u) —u1) +2u) — —t—= 2uf + —u
0
TR N - (R A
3 12 120 T 3 24 360
N 2a9 4dag apxr  apx?
- —anlL -0 _ 4 P II
- —aolf : 3 4 15 (D
e
Ly = 29"+3¢ —g=ux Z(n —2)(n —3)bpz" 3+ 3 Z(n — 2)bp 2" — Z b2
n=0 n=0 n=0
(oo} oo oo
= > (n=2)(n=3)bux" 2+ 3(n—2bua" " =Y by 12" = Sbgz " — Gbgz "
n=0 n=0 n=1
+3° { [(n—2)(n—3) +3(n—2)] b, — bn_l}zn*?* =3 {n(n — )by, — bn_l}xH
n=1 n=1
n(n—2)
bi+b b
- 1x2 2 f;1+(3b3762)+(8b47b3)x+~~ . (1)

Logo, em vista dos resultados em (II) e (III), a equagao (I) fornece

b1+b0:0 N bo:—?do
7b1 = 720,0

b1 = 2@0
ba : permanece arbitrario
4CL0 4a0 b2
3bg — by = ——— by =—— + —
3 2 3 = b3 9 + 3
_ ap _ ap b3 - (0] an b2 o 25&0 b2
bi—bs=—p = k= T T s T T s T m
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Finalmente,
bO bl 2
ya(z) = aoul(z)lnx—l—ﬁ—l— ;+b2—|—b3x—|—b4x + .-

= aoui(z)lnz

2@0 2@0 4&0 b2 25&0 b2 2
_ 2% 4 2% _ 20 B - 2 2.21
x2+x+b2+( 9 +3)x+< 288+24)x+ (2:21)
2 3 176
= bg(l—i—%—l—%—l—;—o—i—---)+ao<u1(x)lnx—8x—121‘2—2—7x3+~-~)
uq ()
2 2 4z 252
S ( nz— = 4222 _ ) 9.22
o u1(x) + aglui(z) Inx x2+x 9 988 ( )

que é a solugdo geral, com as duas constantes arbitrarias ag e bg.

Equivaléncia das solugoes

Note que (2.20) com ag = 1 é igual a segunda solucao em (2.21) com a9 = —1/2 e by = 1/4.

Além disso, se tomarmos a segunda solugdo obtida com o procedimento 1, dada por (2.19), fizer-
mos C = 1, destacarmos o termo com Inz, substituindo, no outro, a expressdo de uj(z) e, entao,
multiplicarmos as séries para obter

1 2 19z

_ﬁ+§_ﬁ+”')

1 x  x2 3 1 2 192
Zul(:c)lnach(1+§+ﬁ+%+---)<—ﬁ+3—%—ﬁer)

Lol L1 29 100
1 n N
g R S e T oy T Tad T 432 :

lul(x)lnx—l—ul(x)(

ya(2) P1 4

vemos que esse ¢ o mesmo resultado que se obtém da segunda solucdo em (2.21) com ag = 1/4 e
by = 29/144.
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2.3 Exercicios

1.

Calcule a solugao em série centrada no ponto ordinédrio x = 0 de cada uma das EDOs abaixo:

(a)y"=xy M)y =20y +y=0 (c)y"+2% +ay=0 (d) (=*+2)y"+3zy —y=0

Determine os pontos singulares de cada EDO e classifique-os como regular ou irregular:

a) 22 + 422 + 3y =0
(2> =9)y" + (z +3)y +2y =0
(3 + 4z)y" — 22y’ + 6y =0
(z?+2-6)y" + (z+3)y' + (z-2)y=0
22(1—2)%y" + 22y +4y =0
23 (2?2 — 25)(x — 2)%y" + 3z(x — 2)y' + T(z +5)y =0

2(1 - 2)y" + (v - 2)yf — 3ay = 0

2

Calcule a solucao geral na forma de uma série centrada no ponto singular regular x = 0 de cada
uma das seguintes EDOs (cujas raizes indiciais correspondentes, informa-se, ndo difere por um
namero inteiro):

(a) 92%y" + 922y +2y =0 (b) 22%y" —2(z— 1)y —y=0 (c) 222" + 32y’ + (222 - 1)y =0
(d) 3zy" + 2y —4y =0

Calcule a solugao geral na forma de uma série centrada no ponto singular regular x = 0, e com
x > 0, de cada uma das seguintes EDOs (que sao tais que as raizes indiciais sdo duplas, sendo
necessario calcular uma segunda solugao linearmente independente por um dos trés procedimentos
abordados na segao 2.2.3):

(a) 2%y +a(z -1y +y=0  (b) (4o —162%)y" +y =0  (c) 2"+ (a® + 1)y =0
(d) 42%y" + (1 +4z)y =0

Calcule a solucao geral na forma de uma série centrada no ponto singular regular x = 0 de cada
uma das seguintes EDOs (que s@o tais que as raizes indiciais diferem por um namero inteiro
nao-nulo, correspondendo a menor delas a solugao geral):

(a) zy” +2y' —2y =0 (b) z(z —1)y" + 3y’ —2y =0 (c) 2y + (x —6)y" —3y =0
(d) 2%y” +5zy’ — 5y =0

Calcule a solucao geral na forma de uma série centrada no ponto singular regular x = 0, e
com z > 0, de cada uma das seguintes EDOs (que sao tais que as raizes indiciais diferem por um
nimero inteiro nao-nulo, sendo necessario calcular uma segunda solucao linearmente independente
por um dos trés procedimentos abordados na se¢ao 2.2.3):

(a) z(z — 1)y" + 62%y +3y =0 (b) 922y" — 15xy’ + (7 — 362)y = 0
(c) 162%y"” — 402y’ + (322 + 13)y =0

Uma EDO linear de 22 ordem com coeficientes polinomiais que tem um ponto singular em z = 0
é da forma

z(Ag + A1z + Asa® + -+ )y + (Bo + Biz 4+ Box? + -+ )y 4+ (Co + Cra 4+ Coz* + - )y =0 .

Mostre que, considerando séries de poténcias centradas em = = 0 nos casos em que o método de
Frobenius se aplica (quando 2 = 0 é um ponto singular regular), obtemos a equagao indicial

(a) A0T2+(Bo—A0)T:O se Ag#0

(b)A1T2+(Bl—A1)T+OQ=0 se Ag=Bg=0 eAl#O

(C)A2T2+(B27A2)T+01:0 se Ag= A1 =By=B1=Cy=0 6A27é0
(d)A3T2+(B3—A3)7’+C2:0 se A0:A1:A2:B0:Bl:BQZCOIClzo 6A37é0
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Respostas e algumas resolugoes

L (a) y(z) = ao (1+2 374 53557 T 7356800+ )+ a1 (5“‘3433 +31677 tiTeremt )
(b) y(x) = ao(l—f,xQ—%m‘l—%}xﬁ . ) + a1<x+ F° — Sz +?x7+~-~)
(©) yl@) = ao(1— g+ §a® = G4 ) 4 (o= Gt 4 BT - TR0 )
(d) y(z) = a0(1—|— T —ﬁx —|—76'12§’x6 )—i— a1<z—§x3+5,2 5 1;134 T )
2. (a) irregular: z = 0.
(b) regular: © = —3; irregular: z = 3.
(c) regulares: x = 0, £2i.
(d) regulares: x = —3, 2.
(e) regular: z = 0; irregular: z = 1.
(f) regulares: @ = +5, 2; irregular: x = 0.
(g) regular: x = 1; irregular: x = 0.
(h) regulares: x = +1; irregular: x = 0.
(i) regular: = =1; 1rregular: x=-1.
(j) regulares: x =0, —1; irregular: = = 1.
(k) regular: = 1; irregular: z = —2.

(z) = clx2/3(1_1m+%xz_%x3+...>+ 62x1/3<1_lx+lx2_ﬁ70x3+...)
(x) = clx(1+ o+ Lad 4 Lsad 4 )Jr Cox 1/2(1+ iy 4+ La? erx +- )
Jr

_ 1/2 1.2 41 6
(2) = az ( 7T +2,711x 317.11.155” + )JFC?“'” (1 a? Jr2'5 2'5999

d) y(z) = cl(l+2x+%x2+ﬁx —|—-~-)—|— cle/?’(l—i—x—i—%xQ—i—l%x —|—>

4. (a) y(z) = crus(z)+cous(x), onde ui(z) =xze ™ e us(x) = ul(x)<1nx—|—x—|— 122+ gzt - )
(b) y(x) = crui(z) + couz(x) , onde uy(z) = /2 (1 —z— 32— 323 +. )
uz () = u ()
(c) y(x) = crui(x) + couz(x), onde wuy(x) = z'/? (1 — (1!;1)2 z? + (2,%2)2 at — WJCG +-- )
)

e ug(x)—ul( (11133—}— 172 + ozt +- ) = ui(z)lnx + m1/2(4x2—mx —|—>
(d) Solugao:

<lnx—|—2x+ —|—3x3—|—--~)

(n+r)(n+r—1)a,z"=2.

18

0
y(ﬂj) = Z anxn+r = Ir(ao + a1 + CLQIQ + - ) = y” =

n=0

0=da?y" + (1+4a)y = > 4(n+r)(n+r - Daa™ + z a, xn+r+24a g

n=0 n=0 n=0

o)
S da, _qantr
n=1

[4r(r — 1)+ 1]ag + ioj {dn+r)n+r—1)+1]a, +4dap_1} 2" =0.
S————— n=1

(2r—1)2=0 0

r= 1/2 € [4(71 + r)(n +r— 1) + 1}r:1/2an =—4ap_1 .

[4(714— %) (n— %) +1}an = [4(712 — i) +1}an =4nla, = —dan,_1 = ap= —a";1 (n>1).

alz_CLO» Qg = ——— = — a3 = —— = ——; = yl(x):a0x1/2<1_$+£_£+.).

VR 1 1
y2($) — Cl Ul(x) e*f p(z) de - dr = Cul(x)/T dx .
ui(z)
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z? 23 2 2?2 2 2P 322 523
whle) = o (1matTpoget ) =l —2oe o= ) o (1- 20k 5 -2
P(x)
1 - - 32?5z’ :
P(x):;cnx” = P(I);c”xn<12x+;;JF"')(00+Clx+02f2+03$3+"')1-
3 3 )
co +m(cl—2co)+ m2<02—201+ﬂ>+ x3<03—202+ﬂ—ﬂ)+
~— —_—— 2 2 9
| ———
1 0 ¥ v
3cg D 3ci  bcg 23
-1 — 2 =2 —9¢ 20 _2 —9ey — 2L 20 _ 22
Co » €l Co » =20 50 3= 22— + 9 9
1 1 1( ezt opr? 4 st o) 1+2+5x+23x2
=— == (co+cax+cor” +czz’ 1) == =
w(z) =« Pz) = o ? s x 2 9
1 1 S5r 23z
—C ——dz=C (z+2+2 - )da
y2(z) ul(m)/uf(a;) x ul(x)/ x+ + 5 + 9 + x
2?2 2P
Resposta: y(x) = ciuy (x) + coug(z) , onde wui(z) = 2'/? (l—x—l—z—%—f—---)

522  23z3
€ u2(x):u1(aj)(1n$+2l’+7+ 27 )

5. (a) y(z) = clx’1<1—|— qr? 4 ot + éxﬁ—k---) + 02(1—|— a2 + Lat + %x6—|—---)
(b) y(z) = c1(1+ 2z + %9:2) + 02(x4+2z5+3x6+4x7+~~>
(c) y(x) = 01(1 — 3T+ 1577 — %013) + 02(x7 — 328+ 2a® — Lol0 +)
(d) Solugao 0o
S Vo= 3 (et
y(x) = > apa™™ =2"(ap + a1z + agz? +---) = n=0
n=0 y' =S (n+r)(n+r—1aa"t2.
n=0
o0 o0 o0
0=2a2%"+5zy —5y= > (n+7r)n+r—"1Da,z" + > 5(n+r)a,z"t" — 3 bapz™t" .
n=0 n=0 n=0

[(r—1)r+5r—5lag+ > [(ntr—1)(n+r)+5n+r)—5]an e =0.
— n=1

r244r—5=0 0

Logo, r = —5 ou 1. Considerando » = —5 (o menor valor), obtemos, para n > 1:

[((n+r—=1(n+7r)+5(n+7r)—5]a, -

5:[(n—5—1)(n—5)+5(n—5)—5]an:O
= n(n—=06)a, =0 = a

n>1

o 0 e ag permanece arbitrario (tal qual ap).
n#6

Como duas constantes (ag e ag) permanecem arbitréarias, a solu¢io que se obtém é a geral.

Resposta: y(x) = 27°(ag + agz®) = apz™> + agz .

Acabamos de resolver uma EDO de Euler-Cauchy; naturalmente, ela pode ser resolvida mais simples-
mente pelos métodos analiticos que o aluno ja aprendeu.

6. (a) y(z) = cl(m—i— S22+ 223 + %x4+--~) +02<3u1(a:)1n33—|—1 — 2% - %x3+--~)
(b) y(x) = crui(z) + couz(x) , onde wuq(z) = 337/3(1 +x+ 227+ L2l + )
e ug(x) = ul(x)<— a2+ 207 + Lng — %:17+~--)
(¢) Solugao:
162%y" — 40xy’ + (322 + 13)y =0 .
3 16(n+r)(n+7r—1a,z""" — io: 40(n + r)a, ™t + io: 32a, x4 io: 13a,z" " = 0.

n=0 n=0 n=0 n=0

~—_———

o0
> 32an_q1zntr
n=1

[16r(r —1) —40r +13]ag+ > { 16(n+7)(n+7—1) —40(n+r) + 13]a, + 32a,-1 } 2" =0.
n=1

16r2—56r+13 =0 0
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wr=r;=13/4 ou r=ry=1/4, e [16(n+r)(n+r—1)—40(n+r)+13]a, = —32a,_1 (n > 1) .
Como r; —ro = 3 € Z*, vejamos se, com r = 1/4 (a menor raiz indicial), a solugdo geral é obtida.
Nesse caso, a relagao de recorréncia é dada por

[16(n+i)(n—3> — 40 (n—{—i) + 13} ap = [(4n+1)(4n—3) — 40n + 3] ap = 16n(n — 3)a, = —32a,_; -

4
Substituindo n = 1,2, - -, obtemos
n=1: —=32a; =-32a9 = a1 =ag
n=2: —32ay=-32a1 = —-32a9 = a3 =ay
n=3: 0-a3=—-32a2 =—-32a9g = ag=0: contradi¢ao com a hipotese ag # 0.

Vemos assim que nao existe solugao corresponde & menor raiz indicial.

Passemos, entao, ao calculo da solugdo associada a r = 13/4. Nesse caso, a relagao de recorréncia, os
coeficientes da série e a solugao y;(x) correspondente sdo dados por

13 9 13
[16(n+4><n+4) —40(n+z) +13} an = [(An+13)(4n+9) — 40n —117)a, = 16n(n+3)ayn = —32a,_,
201 ag ay  ag a2 a0
—— n——"F7T— >1 = = ——, == —, = =——,
=y "2 M= T T BT 79T Too
3
. — 13/4(1_5 o )
@) =aw 510 90 )
u1 (z) )
Calculemos uma segunda solucao 1.i. usando a equagao (2.13): ya(x) = C’ul(a:)/e* fp(z)dmm dz :
1
p(w)
-5 32x + 13
162%y" —40xy’ + (322 +13)y =0 = ¢y"+ — y+———y=0
2z 1622
= P(x)dx:/_5dx = —dlnz = e Jpl@dr _ (Bnx)/2 _ ;5/2
2x 2
2 3 2 2 2 3 3
TS TN ORI
ui(®) [m 5710 90 " v TTTTTE T 0
922 1123
— 13/2(1_ T )
v 30 T 00
P(z)
1 = - 9z? 1123
P~ 2o = P@) X ea” = (1mat =gt (ot aatert toaty) = 1.
11
= 0 +x<clf¢:0>+ x2(02—61+%>+ $3(63762+%79780)+'“ =1.
" ’ —_———
1 0 v 4
3¢ ) 3c dC 23
= cp=1, 61:200:2, 62:261—7025, 63:202—714-?0:5,
CHN L _ 1 (co+ 17 + cox? + c32® + )*—1 (1+x+11x2+£+ )
u(z)  213/2 P(z) x13/2 oTa ? ar o pl13/2 20 9 '
() =Cu (w)/efp(I)dI-idx—Cu (x)/a:5/2 (1+$+11m2+27x3+ . )d:v
R = Bz x13/2 20 9
1/z4
11z72 2271
-4 -3
= o de .
C’ul(x)/(x +x+20+9+ )x
13/4 x a3
Resposta: y(z) = ciui(x) + coug(x) , onde wyi(x) == (1 —3 + 0" 90 + - )
e () —u@) (- )
A 3 2 20 9 ‘
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Capitulo 3

Transformada de Laplace

3.1 Definigao

A transformada de Laplace de uma funcdo f(t) definida para t > 0 , denotada por L{f(t)}, ¢ a
funcao f(s) resultante da seguinte integral:

L{f()) = / T et f(tyde = f(s) | (3.1)

para os valores de s que tornem a integral convergente. Por exemplo, se f(t) = ¢ (constante) entao

—st |0

—S

L{c}:/ e Stedt = ¢
0

—s- c
7( =80 60) =,
_ S NV S
t=0 0

para s > 0 (excluem-se s = 0, por implicar em divisdo por zero, e s > 0, porque o termo indicado
acima como nulo seria infinito).

Outro exemplo: se f(t) = { (2) Ei i gg , temos que
e} 3 00 2@7‘% 0o 26735
_ —st _ —st —st _ _
L{f(t)}—/o ¢ f(t)dt—/o ¢ 0dt+/3 ra=T =
3.2 A linearidade da transformada de Laplace
L{af(t)+bg(t) e Haf(t)+bg(t))dt = a [ e ' f(t)dt+b | e 5'g(t)dt = al{f(t)}+bL{g(t)} .
e [

3.3 Condigoes suficientes para a existéncia da transformada de
Laplace e o comportamento assintético sob essas condigoes

Garante-se a existéncia da transformada de Laplace de uma funcdo f(t) definida para t > 0 que
seja

e continua por partes, isto é, que exiba, em qualquer intervalo finito do seu dominio, um ntmero
finito (zero inclusive) de descontinuidades, nunca sendo infinita.

e de ordem exponencial, isto é, que, em valor absoluto, seja menor que alguma exponencial MeM
para ¢t maior que algum 7.

Além disso, sob essas condigdes, f(s) = L{f(t)} deve necessariamente tender a zero quando s — oo .(*)

() Assim, fungdes de s tais como s2 e s/(s+2) ndo sido transformadas de Laplace de nenhuma, fungéo f(t) [t > 0] que
seja continua por partes e de ordem exponencial.
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De fato:

(o) T oo
Ly = | / ey dt] = | / e f(t) dit + /T e f(t) dt |

T 0o - .
< [ e+l [ etmar) < [ e gl [ et g ar
0 T 0 S~ T N——
Slflmax SMe)\t
g o e—st|T e— (5=t |
S |f‘max/ e_Stdt“F M/ 6_(8_)\)tdt == |f‘max7 +M7
0 T =S li=0 —(5=A)|i=r

e—sT _ 1 e—(s—)\)oo e—(s—)\)T
= |f‘max M|: :| )

—(s=2X) + s—A
———
0 para s>\
isto é,
1 M
)+ ,
sesT (s —A)els=NT

1
LU < 1l (5 -
um resultado que, além de ser finito, comprovando a existéncia da transformada de Laplace, tende a
zero quando s — oo .
3.4 Calculo de £ de e, t", senat, cosat, senhat, cosh at

Nesta secio considere a € R,

1) Se s > a, entao:

oo oo —(s—a)t | —(s—a) 0
L{e'} =/ e *tedt :/ et = 76( o ] - _¢ B I 1 ]
—(s—a s—a s—a s—a
0 0 t=0 N ,
0 para s>a
2) Se s > 0, temos, integrando por partes, paran =1,2,3,---, que
o0 00 oo
n —styn e_St n n —styn—1 [ —styn n n—1
L{t"y = [ et dt = "+ = [ et = —= lim (e ")+ 04 — L{t"'}
=0 S J S t—oo S
0 N

0 (UHopital)

1 11 1
2 21 2.1
3 32-1 3-2-1
n=3 = L{t?’}:;L{t2}:; 83 = 84
n n!
Lt =S
3) Se s > 0, entao:
<y e st *a [y, 1 a .
L{cosat} = e " cosatdt = cos at - - e *senatdt = - — — L{senat} (i)
0 - -0 S Jo s s
> —st eist - a > —st a s
L{senat} = e *senatdt = senat + - e *cosatdt =0+ — L{cosat} (i)
0 —S t=0 S Jo S
(em () = Lfeosaty= -2 [ fecosat)] = Lfeosar) = 5 (i)
ii) em (i cosat} = — — — | — L{cosa cosat} = —— iii
s sls 52 +a?
s a

a
0 = Clsenatt — % _
(iil) em (ii) {senat} P R

(*)Se a = 0, as transformadas de Laplace calculadas nesta secio fornecem, consistentemente, £{1} = 1/s e £{0} = 0.
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4) Se s > |a| (por causa da necessidade de que exista a tranformada de Laplace de e¥%), entdo:
e 4 egmat 1 1] 1 1 s
L hat} =L —— L = = [L{e™ L{e™ )] = = = [ |
{COSCL} { 2 } 2[ {e }+ {e }] 2[5—a+5+a:| 5?2 —a?

et — g—at 1 17 1 1 a
£ hat} = L ———— » = = [L{e®} — L{e¥}] = = - =
{senhat} { 2 } 2[ {e} {e }] Q[S—a s—&—a} 52 —qg? "

Com as férmulas deduzidas até o momento, podemos calcular uma variedade de transformadas de
Laplace sem recorrer a defini¢do, isto é, sem efetuar a integral em (3.1). Observe, em particular, o uso
da linearidade de £. Por exemplo:

7 12
i) £{3t — 5sen2t} — 3.L{t} —5 L{ sen2t} — L
~—~— —_———— ( +4)
1/s2 2/(s2+4)
i) C{sent} = £ d L2 1 pey 1 preos) = — 2
2 2v QH,_/ S(S2+4)
1/s s/(s%2+4)

3.5 Propriedades especiais

(oo}
Se / e %ot f(t) dt existe entdo se demonstra que:
0
oo
1) / e S f(t)dt existe para s > s
0

2) lim e f(t)dt = / [lim e_St] f)dt = / e “'dt parac> sg
0 0

sS—cC 0 S—cC

d [ _4 > 9 (e )
el s _ Z\= 7 >
s /0 e % f(t)dt /0 s f(t)dt para s > sg

4) /8152 {/000 e St f(t) dt] ds = /000 [/OOO estd8:| f(t)dt para sp < s1 < 59 <00

3.6 Transformada de Laplace inversa

Se a transformada de Laplace da fungao f(t) é a fungao f(s), definida por (3.1), entdo a transformada
de Laplace inversa da fungao f(s) é, por definigdo, a fungdo f(t), isto é,

L7Hf()} = £(2) -

Para determinar a transformada de Laplace inversa de uma fun¢do f(s) dada, é necessario resolver
a equagao integral em (3.1). Em textos mais avangados, demonstra-se que, se tal equagdo tem uma
solucdo f(t), entao ela é unica. Esse resultado é conhecido como teorema de Lerch.

Exemplos:

i) L{t}:le N L‘l{;}:t.

£ {af(s) + bg(s)} = a L™ {F()} + 5L ()} = a f(t) + bg(t) . [ ¢ lincan]

1 S -
iil) £ {S2+4}—0052t.
1
: L_ —St'
i) {s+3} ¢
1 a1,
e ae {Sha
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4 3s 5 1 s 5 2
i) £t — = 4,7t —3,7! Z Lt
vl {5—2 s2+16+s2+4} {5—2} 2116) 2 5244

5
= 4¢% — 3cosdt + isen2t .

Nos exemplos seguintes, fragoes parciais sao empregadas:

1 -1 1 1 1
vil) L7 —— b =L /3+ /3 = — 2t 4 Zedt
(s —2)(s—5) s—2 s-=5 3 3
1 1 s
i) L7 ———p=L"1q -~ =1—cost .
viii) {3(32 .y } {s o } cos

35+ 7 35+ 7 4 -1
ix) L7 ——— V=t b — ! =4e3t — et
ix) {52233} {(s3)(s+1)} {33+5+1} o

3.7 Funcao degrau unitario

A fungado degrau unitario U(x) é definida na figura abaixo, a esquerda. Na mesma figura, a direita,
mostra-se que U(x — a) representa uma translagdo do degrau. O valor dessa funcdo em = = a é aqui
ignorado, por ser geralmente irrelevante nos problemas em que ela se aplica (veja-se, entretanto, ao
final desta segdo, outras versoes da func¢do degrau que sdo definidas no ponto de descontinuidade).
Além disso, num ponto z; de descontinuidade de uma fungao f(z), ndo seremos rigorosos em mostrar
o valor f(xz;).

) S
53

0 z 0'

Vejamos dois exemplos de uso dessa funcao. Considere a fungdo f(z) na figura abaixo, & esquerda.

9(x)
f(z) 2177 !

2 —— 1 1 :
— | : .
! ! T T 3 @
' ! | —
a b v —

-2

Sua expressao em termos da fungao degrau é
f(@)=2[Wz —a) - Uz —b)]
Outro exemplo um pouco mais complicado é a fungdo g(z) na figura acima, a direita; ela é dada por

g@) = 1+ (2-DU@+1)+ [2— (2] Uz —1)+ (=1 —2) Uz —3)
= 13U +1)+ AUz —1)— 3U@z—3) .

No estudo da transformada de Laplace, a variavel ¢ ndo tem valor negativo. Assim, U(¢t) =1, e as
fungoes f(t) e g(t) nos dois exemplos acima sao, para t > 0, dadas por

FO) =2-2Ut—b) e g(t)=—-2+4UEt—1)—3UEt—3) .
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Consideremos agora fungoes descontinuas mais genéricas.
Por exemplo, a fun¢ao h(t) ao lado é dada por Gréfico de h(t)
h(t) = 6(t)+ la(t) - (O] Ut - 1) + o) t o)
[0 — a(t)] Ut —3) + [B(t) — O] U(t — 4) + _//\o@ PO~
[(0) = BOIU(E = 6) + [-3 — (D] Ut~ ). L
Observe que, em t = 6, nao ha descontinuidade, mas uma 1 3 :\J 6 85 t
mudanca de () para y(t) na expressao da fungao h(t). Y I
Testando a equagao acima com ¢t = 5, obtemos o resultado
esperado:
fB) = 6(5) +[a5) = ¢B) UMA) + [0 — a(3)] U2) +[A(5) — 0] U(1) + [v(5) — B(5)] U(-1)
gl gl gl i
+[B3-0)NU=3) = B+ aA5] — (5] — oA5) + B(5) = B(5) v
0

Note que esse calculo envolve ¢(5), a(5) e v(5), os quais, embora nao sejam fornecidos na definicdo
grafica de h(t), ndo afetam o resultado, pois se cancelam ou sdo multiplicados por zero. Podemos,
obviamente, completar a defini¢ao das fungoes ¢(t), a(t), 5(t) e v(t) acrescentando que elas se anulam
fora dos intervalos em que sao definidas graficamente.

w(f”):{? Ei ; 8;

Gréfico de f(z)

A TN

b >

Para quem nao quer deixar indefinidos os valores de fungoes nos seus pontos de descontinuidade,
basta definir duas versdes da fungdao degrau unitario, denotadas por UT(z) e U™ (x) e mostradas na
figura acima, que s6 diferem da fungdo U(z) no ponto de descontinuidade, em z = 0, onde sdo assim
definidas: UT(0) = 12& Ux)=1 e U (0) = lirgl U(x) = 0. Por meio delas, a fun¢do f(x) definida

xr xr -

graficamente pela terceira figura acima, por exemplo, pode ser assim expressa:
f2) = a(z) + [B(z) — a(@)] U (z — a) + [y(z) = B()| U (z ) .

Essa expressao fornece os valores corretos nos pontos de descontinuidade:

fla) = a(a) +[B(a) — a(a)]U(0) +[y(a) = B(a)] UT(a —b) = afa) ;

0 e
Fb) = ad)+[B(b) — a®)]U (b—a)+[y(b) — BB UT(0) = v(b)

Encerremos esta se¢do com o célculo da transformada de Laplace de U(t — a), com a > 0 :

o) _st |00

L{U(t — a)} /OOO e U(t — a) dt:/ estdt = &

a

efas

(s>0) =m

=S |i—q S

E 6bvio que essa também é a transformada de Laplace das fungdes UF(t —a) (a > 0) .
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3.8 Tabela de transformadas de Laplace de funcoes especificas

Na tabela abaixo, listamos as transformadas de Laplace de algumas fungoes especificas, ja calculadas
nas segoes anteriores:

) Fs) = £{7())

| % (s> 0)

et . i - (s >a€R)

n S%'l (n=1,2,3,---)
cos at 824_#@2 (a eR, s>0)
senat 52;#(12 (a eR, s>0)
cosh at ﬁ (s > |a] € R)
senhat ﬁ (s > |a| € R)

U(t — a) e;as (>0, s>0)

3.9 Calculo de £ de f(at),e™f(t),t"f(t),U(t—a)f(t—a), f(t)/t
Seguem os calculos dessas cinco transformadas de Laplace:

t R 1 -
‘ 1/ e_(s/“)“f(u)du:ff(s> paraa>0 =
0 a

u

a a

1) L{f(at)}= /000 e S f(at)dt
D) et} = [ e etra)a= [Tt = fs-a)

ou, equivalentemente, £~ '{f(s —a)} =L {f(s)} =

f(s)
B sy = [ errswn= [0S o= o [T et o

= (1" F"(s)

Em particular: L {tf(t)} = —f'(s), L{ft)}=F"(s), L{EfFO}=-F"(s), -

4) L{Uut—a)f(t—a)} :/OOO e Ut — a)f(t — a)dt = /00 e St f(t — a)dt

T =

=" /oO e f(T)dr = e /OO e f(r)dr = e " f(s) m
0 0

i)
5) L{fgt)}:/ooof(t) [G;St}dt:/ooo £t) Usme—”tda] dt:/:o /Ooof(t)e_"tdt do

(c)do m

I
ﬁ
i
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Exemplos:

i) Como L{cost} =s/(s>+ 1), entdo
1 (s/7) 5
L Tt = = =
feosT = 2 G/mZs 1~ 2+ 19
. -3
L{e*cost) = —> 2
{e** cost} Go3rTl
-3
Problema inverso: £7! {@jf’))QH} = 3t {328—|—1} = e3cost

pois  L7H{f(s —a)} = e"LTH{f(s)} .
ii) Como L{e’} =1/(s—5) , entdo
0o 1\ 1
Lfeey = _<s—5> ~ (s—5)2

L{t2e’) = <5i5)” {*(5*5)72}1:2(575)73: (8—25)3 '

Esses dois resultados também podem ser obtidos (e até mais diretamente, evitando derivadas) por meio

da propriedade £ {e® f(t)} = f(s — a), com f(t) =t e f(t) = t2, respectivamente.

d d 2 1— 2 2_1
iii)L{tCOSt}:_gﬁ{COSt}:— ( s ):_s + s( s): s

ds \s? + 1 (s24+1)2 (s24+1)2 °
2155 — 11\ paiaie -1 1 4 —
iv) £ 057 =155 =1L | parciais g /3 n /3 N 7
(s+1)(s—2)3 s+1 s—2 (s—2)2 (s—2)3

1 1 7
— -3 et 4 §e2t+ At 2t _ §t262t

t >~ 1
v) L entl_ / ——— do = arctano
t s 0241

et —e 3t o0 1 1 o+41 ™
) L ————— p = — do =1 = Inl-1 =
vi) { t } /S <J+1 0’+3> o n0—|—3s . ns+3

oo

= T _ arctans (s >0)

S

s+1 s+3
= In
s+1

t? 0<t<2)
-1+t (t>2)
Primeiro modo: Usando a formula £{t"f(t)} = (—1)"f(")(s) (a terceira deduzida acima):

vii) Calculo da transformada de Laplace de f(t) =

ft) = 2+ (-1+t—tHUEt—-2) = 2 -U{t—-2)+tUEt—-2) -2 Ut —2)
6725 6725 / 6725 "
cry = -5 -(5) - (5)

2 —2s 1 1 1 1 1
= _— — € — (2628 — 6282> — <4€28 —+ 2672Sf2 -+ 26253)
S S S S S

Segundo modo: Usando a formula L{f(t —a)U(t —a)} = e **f(s) (a quarta deduzida acima):

fit) = 2+ (=1+t—tHU{t—-2) = 2+ Pt —2U(t - 2)

N————
= P(t—2)
Pt—2) = —1+t—t* = Plt)= -1+ t+2)—(t+2)?*= —3—3t—t

L{F@)}

L{2) + L{P(t—2U(t—2)} = 833+ 2 P(s) = 833 2 (—3 3 2) .

No proximo exemplo, resolvemos novamente o Exemplo (ix) da se¢éo 3.6, mas, agora, completando

o quadrado no denominador (em vez de usar fragdes parciais):
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3s+7 s—1 2
1 .| ot . )
viii) £ {32—25—3} =L {3.(3—1)2—4 +5'(s—1)2—4} = ¢'[3 cosh 2t + 5 senh 2t]

2t —2t 2t —2t
e~ te e —e _
= €3 +5- =4e — et
2 2
Modificando um pouco esse exemplo, obtemos o seguinte, que, nao admitindo solugao por fragoes
parciais (pois o denominador néo é, em R, fatoravel em monomios), é resolvido pela técnica de completar
o quadrado:

3s+7 s—1 2
ix) LN — b =r"1{3. 5- =e'[3cos2t + 5sen2t| .
ix) {5225+5} { Go12+d (51)2+4} ' [3cos2t + 5sen2]

3.10 Transformada de Laplace de derivadas
0—7(0) L{f ()}
Py = [Cenwa = 0|+ [T etwd = s} - 50)
0 +=0 0
= sf(s)—f(0) m

L{rrmy = [ {F®} = f0) = slsf(s)— f(0)] - f(0)

= $f(s) = sf(0) = f'(0) w
f(s) = sf(0) = f'(0)] = f"(0)
//( ) -

LU0y = sL{f" (O} = f'(0) = s[s*f
= 5°f(s) = f(0) —sf'(0) - f

LMmy = ") =" () = = fOT0(0)

Essa ultima féormula, para a derivada de ordem n, é valida se

e f("(t) for continua por partes

o fR)(1) forem continuas
k=0,1,-,n—1

o f(t), f'(t),---, f™(t) forem de ordem exponencial

3.11 Transformada de Laplace de integrais

E facil deduzir que

FEis a dedugao:

c {/Otf(u)du} _ /OO et {/tf(u)du} dt = /OOO Flw) Ujo e“dt} du = /Ooo Flw) {e_ﬂiu du
= [0 T = [ et = )

Mais genericamente, temos que

L{/atf(u)du} _ {/f/du/f du}: {/ Fu )du}—L{Oaf(u)du}
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Vejamos um exemplo:

! 1 12 2
L 2udu p =—- L 2t} = — = ;
{/0 sen2u u} S {sen2t} iy i e I

de fato, obtemos esse mesmo resultado efetuando a integral e entao calculando a transformada de

Laplace:
! — cos 2u |’ —cos2t + 1 1 1
L{/ sen2udu} R b :L{M}:—L{COSQt}+L{1}
0 2|, 2 2 2
_olos 11 1#eao 2
28244 25 2 s(s2+4)  s(s244)

Outro exemplo:

!/

t
1 1 2
L{/ ezucos?)udu}:L{eztcos?)t}:/28 = S+
0 s s s4+9

s'=s5+2 B S [(S + 2)2 + 9)]

A equagdo (3.2) pode ser escrita na seguinte forma:

L—l{f(;)} :/Otf(u)du : (3.3)

Essa formula pode ser ttil em varios célculos da transformada de Laplace inversa. De fato, por meio
dela, o exemplo (viii) na p. 61 torna-se mais facil; o céalculo das fragoes parciais (omitido naquele
exemplo) é mais trabalhoso do que o seguinte:

_ 1 L [1/(s2+1) b 1 t
L ——— Lol o :/ Lt :/ 5 =1—cost .
{s(sz—kl)} { S | o du | senu du cost

3.12 Transformada de Laplace de funcao periédica

Se a fungao f(t) tem periodo T, isto &, f(t) = f(t +T) Vt > 0, entdo:

L{f(t)}z/oc><> e_Stf(t)dt:/O e—stf(t)dt+/oc e St f(t)dt . (i)

T

Mas

[T erawa TTET < [Tt fr 4 tyar = T [T oy = a0} - )
g ! £(7) ’

Logo, substituindo (ii) em (i), obtemos

L{f(t) = / St + e TL (D)}

donde

T
LU0} = 1 / eSE(dE

Por exemplo, calculemos, usando essa formula, a transformada de Laplace da funcao de periodo
unitario dada por f(t) =t para 0 <t <1le f(t+1) = f(t) para todo t > 0:

L{f(0)} = /(Jle_Stf(t)dt - U emt} _ [ ! 1] (e

1—e"s 1—es 1—e"s s2(1 —e™9)
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3.13 Calculo de £ '{f(s)g(s)} por convolucao

A operagao definida abaixo entre duas fungoes f(t) e g(t),

/f ot —u)du |

é chamada de convolu¢ao ou produto convolutivo dessas fungoes. E uma operagdo comutativa:

/f gt —u)du

O chamado teorema da convolugao diz que a transformada de Laplace inversa do produto aritmético
f(5)g(s) é o produto convolutivo f(t) x g(t), isto &,

LTS (9)3(s)} = () *9(t) -

A prova desse teorema é como segue:

L{f(t)xg(t)} = {/ fu)g(t —u du}:/Ooodte‘sf/otduf(u)g(t—u)

= [Tase [Taetae—w " [T [T ave g

_ / " due s f(u) / T dvevg(v) = Fs)gls) m

f(s) g(s)

- / g(v) f(t - v)dv = g(t) = [(t) .

Exemplifiquemos seu uso:

)

£(t) g(t) fw)  gt—w)

te—t
t t
= t/ ue_“du—/u2e_“du:--~:te_t+2e_t+t—2.
0 0
1 2 1 2 1
Conferindo: L{te '+2e ' +t-2}= — -+ ——+ - - "= ——— V

(s+1)2 s+1 s> s s2(s+1)2
Como exemplo adicional, recalculemos a transformada de Laplace inversa ja obtida, usando fragoes
parciais, no Exemplo (viii) da segao 3.6 (pagina 60):

1 1 1 K
LHe——">3 = £t * L7 = b = sent x_1 :/ seny, 1 du
(52 + 1) s 52 +1 s ~—— =~ 0 N
—_— ——  f() g(t) f(u) g(t—u)
sent 1

t t
= / senudu:—cosu’ =—cost+1 .
0 0

3.14 Tabela de transformadas de Laplace com funcoes genéricas

Na tabela abaixo, listamos as formulas envolvendo transformadas de Laplace de fungoes genéricas
que ja foram deduzidas nas segOes anteriores:

1) £{af(t) + bg(t)} = af(s) + bg(s)
2) L{f'(t)} = sf(s) = f(0)

3) L{f"} = s*f(s) — sf(0) = f'(0)
4) L{f"(0)}) = 57 f(s) — s°f(0) — sf(0) — f"(0)

5) L{fM (1)} =s"f(s) — s"LF(0) — - — f7D(0)
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6) £ {/Otf(u)du} - fis)

7) L{tf()} = —F'(s)
8) L{2f(t)} = f"(s)
9) L{Lf(t)} =—f"(s)

10) £{" (1)} = (=1 7))
1) £{f(ar)} == 7 (%)
12) £{e" (0} = (s~ a)
13) £7He " f(s)}

14) L7 f(s)g(s)} = f(t) * 9(t)

T
15) L{f(t)} = 1%/0 e ' f(t)dt para uma funcdo f(t) de periodo T

16) £ {fit)} = /:Of(a)da

3.15 Uma aplicagao: calculo de integrais definidas

Eis alguns exemplos de como a transformada de Laplace auxilia no calculo de integrais definidas:
21 3
= L{tcost} == =

o0 o]
i te % cost dt = / e ttcost dt = =—,
) /0 0 s=2 s=2 (s2+1)2ls=2 25

onde usamos o resultado obtido no exemplo (iii) da secdo 3.9.

e t & t
i) M at= [ et (R0 gt
t t
0 0

onde usamos o resultado obtido no exemplo (v) da sec¢do 3.9.
3
— In? +

oo _—t -3t 0 —t -3t
i [T [T (g
0 t 0 t s=0 S + 1

onde usamos o resultado obtido no exemplo (vi) da segao 3.9.

s
= — —arctans
s—0+

o
5
s—0t 2

= In3 ,
s=0

A aplicacdo dessa técnica requer aten¢do com o valor de s a ser substituido, como mostra o célculo
erréneo seguinte:

oo o0
/ e20dt = / e St dt
0 0

Esse resultado nao pode ser correto, pois a integral é claramente divergente: o integrando e nao
tende a zero quando t — oo, nao satisfazendo uma condigao necessaria para a convergéncia da integral.
O erro esta no uso da formula £{t"} = n!/s"T! com s = —2, violando a restrigdo s > 0 (cf. segao 3.4,
item 2).

9!
ZQTO'

9!
510

= L{t°}

s=—2 s=—2 s=—2

2tt9
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3.16 Outra aplicacao: resolucao de EDOs

Observe alguns exemplos de como a transformada de Laplace auxilia na resolucao de equagoes di-

ferenciais ordinarias:

)y —3y=e* = L{y-3y}=L{*} = sy(s)—y(0)—3y(s) =1/(s—2)

0 1 e | 0)+1 «*
y( ) el + y()i = y(t) = —e2t —+ [y(()) + 1]63t N

Il
o

que é a solucao geral, haja vista a presenga da constante arbitraria ¢ = y(0) 4+ 1 [n&o ha restri¢ao no
valor de y(0)]. Note que, na solucao geral obtida, se fizermos t = 0, obtemos a identidade y(0) = y(0).

ii) Resolugao do problema de valor inicial 3" — 6y’ + 9y = t2e3' | y(0) =2, 3'(0) =6 :

c f
y' =6y +9y =t = s(s) —sy(0) —y'(0) —6 [sy(s) — y(0)] + 95(s) = 2/(s — 3)°
—~ —~~ ~~
2 6 2
2 2 2
2 = = 9 _ 7 —
(s =654+ 9)7(s) (s—3)+ -3y = g(s) 573—&- 53y
(s—3)2
y(t) = 2071 ! +2e3t g7t 1l 2e3t + —iedt
s—3 sP 12
—_———
4 /41
iii) Resolugdo do problema de valor inicial y' — 5y(t) = f(¥) = {_g ngif 4) , y(0)=0
y' = 5y(t) = f(t) =2 - 5U(t — 4)
¢ 1
L
Tl — — 51 - —_ _5___ m — 9 _ —4s
= sy(9) ~gO) 5p(s) = T -5 —— = dle)= g (2-5e7Y)
0 N——
—1/5 1/5
s s—5b
. —2/5 2/5 1 1 \ _, 2 ., o
_ L s H=2(—1)+[1— t—4).
= g ==L (=) e =y =@ D+ 1 U - )
—_———
ot
1—e5t

Essa solugao também pode ser escrita, sem uso da fungao degrau, na forma

g(e‘%—l) (0<t<4)

2
g(ef”t —1) 41N (1>4) .
Note que y(47) = y(4") = 2(e?® —1)/5 . A solugdo obtida &, de fato, continua em t = 4, o que teria

ficado mais evidente se tivéssemos empregado a fungio degrau U™ (¢ — 4).

y(t) =
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3.17 Exercicios

Calcule L{f(t)} ou £L=1{f(s)} , pelo modo indicado, se solicitado:

1. f(t) =t*sen3t
2. f(t) = cos3tsenh8t¢
3. f(t) =te'senh2t
4. f(t) =te 3t cosbt
5. f(t) = t° cosh 3t
1—et
6. (1) ="
1 —cost
T )=

0 (0<t<?2)
)5 2<t<y)
9 1M =9 3 (1<t<¢
0 (t>6)
z 7s
10- 7= o o rat
- 1
W S8 = 5555
- s—3
12. f(s):lns+1
13. f(s):g—arctang
= 241

—3s 4
15. f(s) = < . + arccotg

0 (0<t<1])
16. f(t):{ 2—3 (t>1)

{tl 0<t<?2)

17. f(t) = 0 (t59)

18. f(t) = U(t — a) sent

19. f(s) =

-
2. fls) = <
21 9 =
. flo =
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23.

24.

25.

26.

27.

28.
29.
30.

31.

32.

= s+
f5) = gze

f(t) =32 Ut — 5)

(1) :/Ot senw du

—S8

teau_ebu
f(t):/o T
O =fE+2)VE>0 o f(t)—{_} E?i;j;g
) = fE+2)VE>0 e f(t)=t (0<t<2)

as fungoes periodicas f(t), g(t), h(t) e u(t) definidas pelos graficos na figura abaixo.

a funcdo f(s) do exemplo (vii) da secdo 3.6, pelo teorema da convolucio

- 1
f(s) = m , pelo teorema da convolugao
s
_ 1 -
f(s) = m , pelo teorema da convolucao
1 1 onda triangular
- —O Q- p—
IO
ooy
1 2 3 4 5 t
onda senoidal semirretificada
1F-5
4 t
3x n 2r dx

Exercicios sobre o uso da transformada de Laplace no calculo de integrais:

33. Calcule /
0

e tsent
t

dt .

34. Calcule/ e 20dt .
0

Resolva por meio da transformada de Laplace:

35. ¢ +2y +y=f(t) = E
(

0 (0<t<1])
1 (1<t<?2)
2<t<3)
t>3)

3 sob as condigoes y(0) =0 e 3'(0) =0
0

36. " + 3y’ — 4y(t) = 0 sob as condigdes:

a) y(0) =y'(0) =1 b) y(0) =1, /(1) = —de™* )y(l)=e+e?, y(1)=e—de?
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3.18 Solucoes dos Exercicios

Prob. 1
f(t) =t*sen3t = f(s)_ﬁ 3 N
B T ds2 \s2+9)
Prob. 2
o8t _ o8t - 1 s_38 548
t) = senh8t cos 3t = ——— - cos 3t i _
f(t) = senh8t cos 5 COjL = f(s) 2[(58)2+9 518219
<25+9
Prob. 3
f(t) = te! senh2t = f(s)—fi S
= ods|(s—1)2—-4]
L
2
s2—-4
62t_672t 1 B 1 1 1
o= petS T D (8t _ ot _ 4
ou  f(t)=te 5 5 (e —e )fz = f(s) 2 6o~ G
1/s2
Prob. 4
d s+3
Li{te Btcosbt) = —— | —— 2 | —...
tre C%SZ-’} ds | (s+3)2+36
Prob. 5
3t —3t
L{td h3tl = £ 87) — o Bt 2o fe3t5) —
{t” cosh 3t} { ( 2 9 {e }+2 {e } 2(8—3)6+2(8+3)6
Prob. 6

L{l tet} - /:O (3 7rp) @ = [~ + 0] 7

s oo . s’ s s+1
= =In{ lim —— )] —In =In
s’ +11s s'—oo 8+ 1 s+1 s
—_———
=1
Prob. 7
1 —cost <1 s , , 1 P oo s’ 00
L{t }:/s (?—8/+1>d3={lns—§ln(s —|—1)s :11178/2_’_13
241
—In| lim G W e
oo 1y L s2+1 s
~—_——
=1
Prob. 8
(-1 (0<t<1) 1 e
f(t)—{ 1 (t>1) = —l+2UE-1) = fls) = +2—,

ou, sem usar a fungao degrau,

e 1 0 —st |1 —st |®
F(s) = / e—stf(t)dtz/ e—st(—l)dt+/ est)dt =S| — ¢
0 0 1 s o S |y
_ e_s —]_ . — _06_5 _ _1 26_8
S S S S
Prob. 9
0 (0<t<2)
) 5 (2<t<4) oo et s —6s
) =19_3 (1<t<6) 5U(E—2)—8U(t—4)+3U(t—6) = f(s)=5 P e
0 (t=>6)
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Prob. 10
f(s) =

7s T s T s—3 6 5/2
452 — 245+ 61 4 [(3—3)2 + (5/2)2] T4 [(5—3)2+ (5/2)2 Ty (s — 3)2 4 (5/2)2

7 5t 6 5t
)=~ € [cos + sen}

4 2 5 2
Prob. 11
12 modo: 5_1{35(2815)} = éL—l{M} - é/otefmﬂdu = %5(6515/2 _ 1)
90 modor 51{1} 51{1/5+ 2/15 }£1{1/15 RViL } “11
—_— 3s(2s — 5) 3s 2s—5 s s—5/2 15 15

& modo: L_l{?w(281—5)} B éﬁ_l{é ' 3—15/2} - %L_l{é} *L_l{s—15/2} = % 1w P2
(

t
_ 1/ o5U/2 gy — (512 _ 1)
0

6 15

Prob. 12
f(s)—lns_g—ln(8—3)—1n(s+1) = fl(s)= _

S s+l " T s—3 s+1
L —tf(t) — eSt _ e—t = f(t) _ _6 —te
Prob. 13
7 T s z 1/2 2

= — — tan — 4 = _ —
fle) =5 —mctang = S =" GRE = 1

B 2t
A tf(t) = —sen2t = f(t):seltl
Prob. 14
f s?+1 2 2 = 2s 25
f(s):hlm:ln(s +1)—In(s*+4) = f’/(s):mfm

_1 2
-~ —t f(t) =2cost —2cos2t = f(t):g(cos%—cost)

Prob. 15
g(s)
L [e3 . 4 sen 4t
fit) = & + £ arccot — = U({t-—3)— ,
S S t
U(t—3) , q(t)

o —4/s 4 = sen4t
pois  g'(s) TFW/s? 2116 g(t) = sendt = g() ;
Prob. 16

B 0 (0<t<l) _ . B
f(t)—{ 2% -3 (t>1) = (2t—-3)U(t—-1)
2 1

1° modo: Se p(t — 1) = 2t — 3 entdo p(t) =2(t +1) —3 =2t — 1, donde p(s) = = —

) =pt—DUE—1) = [(s) =p(s)e = (2 _ 1) s

s2 s

2° modo (pode levar a mais contas): f(t) = (2t —3)U(t—1) =2tU(t—1) —3U{Et —1)

—~ d e * e’ —e s —e”® e * 2 1 e
.f(s):—2£( . ) -3 B T L RO LN _"'_(32_5)6
Prob. 17
f(t) = t-1 (0<t<2) = t—-1-@¢t-1HUt-2) = f(s):L{tfl}fﬁ(s)ef%
0 (t>2) R ,
p(t—2)
_ 1 1
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U S AU

' f(s)—82 s (82+S>€

Prob. 18

f@)=U(t—a) sent =U(t—a)qt—a) = f(s)=e *q(s) . €))
q(t—a)

q(t—a)=sent = q(t)=sen(t+a)= senacost+ cosasent .

_ S ssena + cosa
q(s) = (sena) m + (COS(Z) 52 + 1 = 82 + 1 (II)

—as

Com (IT) em (I), obtemos a resposta:  f(s) = 627_‘_1 (ssena + cosa)
s
Prob. 19
_ 1 — 5)2
L_l{f(s)} _ L_l{e_5s = } — u(t _ 5) (t 25)
S
ot
t2/2
Prob. 20
- 1
LN f(s)} = L—l{e—5s — } = U(t — 5) (=P
~——
et
e2t
Prob. 21
i of = 1 _5 (t—5)3
Lt =Lt 5s = U(t —5) 25 12/
O R e 1 e e e
———
et
e2tt3 /31
Prob. 22
_ 1 1
—1 _ -1} —5s _
L7Hf(s)} =4 {e 19 }_U(t—5)386n3(t—5)
——
ot
(sen3t)/3
Prob. 23
_ + 7 S ™
L71 :L71 —s S :L71 —s
{f(s)} {6 52+7r2} {e {32+7r2+52+7r2]}
—_—— N——
et et
cos t sen 7t
=U(t—-1) [cosw(t — 1)+ senw(t — 1)} = —(cosmt + senwt) U(t — 1)
—cos Tt —sent
Prob. 24
LU} =L{ &2 e Ut —5)} = L{e*'p(t = H)U(t —5)} = [p(S') 6_58/} =p(s—2)e 2.
s'=s—-2

p(t—5)
6 30 75 125
Por outro lado, p(t) = (t+5)° = + 156> + 75t + 125 = p(s) = Stz t+tm+t—
st s

s? s
6 30 75 125 1 502
(8—2)4+(5—2)3+(s—2)2+s—2]e '

Logo, £{f(t)} = |

Prob. 25

t o]
1 t 1 1 1 o ]
L{f(t)} = L{/o se;lu du} = SL{ setn } = ;/é o) ds' = garctans’ .= S(;T —arctans)
Prob. 26

teau _ gbu 1 et — bt 1 [ 1 1 , 1 s’ —al™
frd _— — — — — — _ [ 1
) L{/O U du} SL{ t } s/g (s’fa s’fb> ds s[ns’b]




1 1 —b
:7[111171 5 a]: .
—b s s—a
Prob. 27
1 2 1 . . )
1 2 / e (1) dt —|—/ e S(=1)dt _ I st 4Lt
f —st 0 1 S t=0 S t=1
= T 5 t)dt = _
f(s) o /O e St (t) — )
(et lte®—et) 12 4e ™ (1—ef)? 1-e®
- s(1—e2%) T os(1—e2)  s(l4e ) (1—e) s(l4ed)
Prob. 28
2 2
— t _ 2 1 _ _2 1 2
st st st
tdt - — dt _ = .—2s _ — _—st
f(S):/O € _ 86 t:O+S/O € _ S e 826 t:0:1_(1+2s)e—23
1—e2s 1—e 28 1_e—2s 1 — o2
Prob. 29
3 1 2 ¢ 1 2 1 e—st 2
= ) dt = ——— =
o 1= o [ et = e [ L e

6725

—e® e f(1l—e") e *

T s(l—e ) s(lte)l—e") s(lte)’

_ B t (0<t<1) o1 S
=g+ e an={, |} $Z1Z) = 0= [ e a
1 2
—st —st _
- /0 e tdt+/1 e (2 —t)dt | 2e=5(145) — 28
S) = — . =
g 1—e 2 s2(1—e~2)
_ 1 ™ 1 T 1 1+e_7rs
h(s) = ——— “h(t)dt = ——— “Ssentdt = = : .
> s) 176*”/0 € *) 1767”5/0 e e 1l—e ™ 241
— 1 n —st 1 " —st 1 1—"_6_7"8
[ ] u(s):l_ei_m e U(t)dt:m A e Sentdtz---zl_e_gﬂs- 52+1 .
Prob. 30
-1 1 -1 1 -1 1 ot | 5t ! 2u_5(t—u) 5t ! -3
£ {7}2@ { }*L { }ze‘*e’: e“te’ T Wdu =€ | e du
(s —2)(s—5) 5—2 5s—5 0 0
_ e~ 3t t o e=3t _ 1 B edt _ =2t
=3, -3 3
Prob. 31

1 1 1 !
gfl{ﬁ}zﬁfl{ 3 }*Lfl{ 5 }: sent * sent:/ sen (t — u) senu du
(s2+1) s2+1 s2+1 0

t t t
= / [sent cosu — senwu cost|senu du = (sent)/ senu cos u du — (cost)/ sen?u du
0 0 0

sen?u]" w  sen2u]’ 1 3 t sen2t
= (sent) 5 — (cost)|= — =_—sen’t— |- — cost

o 2 4 |, 2 2 4
Prob. 32
Nerwr) = M) - Hosmst - Horo)
(2 +4s+5)2S [(s+2)2+12) (s+2)2+1 (s+2)2+1
¢

= (e % sent) * (e *sent) = [ e *senu e 2" Wsen (¢t —u) du

0
¢ 1 t 2t
= 672t/ senusen (t —u)du = e | = sen®t — [ = — sen cost
o 2 2 1

ja calculada no Prob. 31
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Prob. 33

> e~ tsent sent < 1 © T 7
dt=2L = —ds’ = tans'| = — — - ==
/o t { t }5_1 / 241 | T T T Ty
Prob. 34
o © 9! 9!
/ e 210dt = / et =Lt} =4 = 510
0 0 s=2 s=2 5=
Prob. 35
0 (0<t<1])
' - _ 1 1<t<?2) L . N
+2y +y=f(t) = 1 (2<t<3) sob as condigdes y(0) =0 e ¥’ (0) =0 :
0 (t>3)
f(®)
Ly +2y +y}=L{UE-1)—2U{t—2)+U(t—3)}
~ ~ ~ ~ e~ % 6_28 6—35
= $75(s) = sy(0) —y'(0) + 2[sy(s) —y(O)] +4(s) = (s+1)*y(s) = — —2——+
<~ =~ <~ s s s
0 0 0
) (P P 1 Leg(s) — 2e72G(s) + e*G(s)}
Y= s(s+1)2 s(s+1)2  s(s+1)2 g g ’
onde
1 e 1 1
i) = - owercms L L L Neloet—tet.
9(s) s(s+1)2 s s+1 (s+1)2 = 90 N ¢
y(t) = U —1)g(t — 1) = 2U(t — 2)g(t — 2) + U(t = 3)g(t —3) ,
o yt) =  Ut-1) [1 e (t=D) _ e (t= 1)}
2U(t - 2) [1 e (t2) e (t- ﬂ
UL - 3) [1 —(t-3) _ ~(t- ‘ﬂ
Prob. 36

Y3y ) =0 S g(s) — sy(0) — y'(0) + 3 [sy(s) — y(0)] — 4y(s) =
y(0)s +3y(0) +y (0)
4)

2 _ = _ / - _
= (7435 —4)y(s) =y(0)s +3y(0) +4'(0) = y(s) G- (1)
(s—1)(s+4)
Item (a): Substituindo y(0) = %’(0) = 1 na equagao (1), obtemos
s+ 4 1 1L ¢
= = t) = .
O e e e S OB
Item (b): y(0) =1, /(1) = —4e~* . A equagdo (1) com y(0) = 1 fornece
c1 1—c1
y'(0) +4 y'(0)—1
_ s+3+9/(0) 5 -5 o 1—¢ o o
V) = oo - s-1 T s31d s-1lsga - Y madt(l-a)e

Acima, mudamos da constante arbitraria y’(0) para a constante ¢;, também arbitraria, pois a
determinacdo de ¢; envolve menos contas que a de y’(0). Agora usamos a outra condigdo, y'(1) =
—4e~*, para determinar c;:

y(t)=cre! —4(1—c1)e ™™ = (1) =cre—4(1—c))e * = —4e™*

= cletde™)=0 = =0 = yt)=c .
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Item (c): y(l)=e+e? y(1)=ec—4de*

C1 C2

4y(0) +¢'(0) —y(0) +4'(0)
y(0)s + 3+ ¢'(0) 5 -5
y(s) = = +
(s—=1)(s—4) s—1 s+4
Aqui também mudamos das constantes arbitrarias y(0) e y/(0) para as constante arbitréarias ¢; e ca,
assim simplificando as contas. Usando as duas condigGes iniciais, obtemos um sistema algébrico com
as incognitas ¢; e co; resolvendo-o, acabamos a resolugao:

= yt)=cre' + e e 4.

_ -4 _ -4
{y(l) = aetce ete = cg=c=1 = ylt)=e 4.

y'(1) = cre —4dege ™t = e—4e
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Capitulo 4

Sistemas de EDOs Lineares de
Coeficientes Constantes

4.1 Resolucao pelo método dos operadores
Esse método consiste em escrever um sistema como, por exemplo,

" +22 +y" = x(t)+ 3y(t) + sent
' +y = —da(t)+2y(t) + et

na seguinte forma, usando o operador D= d/dt ,

{ (D?42D —1)z(t) + (D*=3)y(t) = sent

(D+4)z(t) + (D-2)y(t) = et
e resolvé-lo, por eliminagao ou determinantes, conforme mostramos abaixo, considerando sistemas mais
simples para facilitar a exposicao:

4.1.1 Por eliminagao

] ' = 3y(¢) Dx—-3y = 0
Exemplo I: {y S M {zx_by

|
o

Eliminando y :

<+>{ D (Da—-3y) =

0 )2 V6t —V6t
= D*-6)zt)=0 = ) —
-3 (2x — Dy) = 0 ( )‘r( ) -T( ) Cc1 e +c2e

Eliminando x :

(+){—1§EZ$—1§§; _ 8 = (D*=6)y(t) =0 = y(t)=cseV" +oie V0!

As quatro constantes nao sao arbitrarias, pois o sistema as relaciona:

0 = x,_gy:\/6616\/(”_\/66267\/&—3636‘/&—36467\/&
= (V6o —3c3) V6e¥o 4 (V6o —3cy) VO = ¢s =v6e1/3
—_— ~— ——— Cy = — 662/3
0 0

ygt) = fo ety e { y(1) ] - [ o3 ] Mt { —%/3 ] eVl
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. 'ty = —2y(t) Dx + (D+2)y 0
Eliminando y :
(+){ (ﬁ+§)[§gt(31));—2)2ﬁ _ 8 = 2D+ (D+2)(D-3)]z = (D*+D-6)x(t) =0

Eliminando z :

Mas 2z’ — 3z — 2y = 0 ; logo,

0 = 2 et 736267& -3¢ et 73026*Slt 72036% 72646737:

= (—c1—2c3)€* 4+ (=6cy —2c4) e = 3=—c1/2 e 4= —3c
—_——— |

0 0
z(t) =cre* +cpe 3 z(t) | 1 2t 1 _3
{ y(t) = (1/2ere® —3eze O [yt [T 12 [ T2 5 "
4.1.2 Por determinantes
Pelo uso formal da regra de Cramer, temos que
‘ él §2 x = ‘ 9 §2 ' .................... EDO p/ z(t)
{ Lya(t) + Loy(t) = u(t) 5o 2t
L3x(t) + Lay(t) = g2(t) PooF ?
‘ L Ly ‘y ‘ L9 ' .................... EDO p/ y(t)
Ly Ly Ly g2
Vejamos exemplos:
4y = Adx(t)+t2 (D—4)z + D% = ¢
E lo 3: N .
LXCEIPIO 9 { oty = —x(t) = (D+D)z + Dy = 0

EDO p/ z(t) e solugao:
2

N _ )2 2 N2 . A " t
’ng % :’to % :>D(D2+4)a?(t):—2tgw(t):co—l—clcOSQt—l—czseth—Z
—_—— —_———

B aD-Ds 2
EDO p/ y(t) e solugéo:

o D —4 2 A oa x B2t

~D(D*+4)y = ‘ ng‘ll to = D(D*+4)y = 2+ 2t y(t) = ca+eacos2tesseni4 o+ - — o
—_———
—(2t+t2)

Uso de uma das EDOs do sistema para vincular as constantes:

¥ 4y +x(t) = (sent)(—2c1 — 2¢4 + c2) + (cos2t)(2¢2 + 2¢5 4+ ¢1) + (co —1/8) =0
—_— —_———— N _

0 0 0
1 —2c1+cy = 2c4 c1 = —4ca /5 — 2¢5/5
- o= g { c1 + 262 = —265 = Cy = 204/5 — 405/5
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Finalmente,

2

2 2 t 1
z(t) = —3(264—|—C5)C082t—|— 5(04—205)8611215— Z+§ ]
(t) 2t + AR A
= cos sen —+—=—=
Y C4 Cs 2772738 c3

NOTA: Acima, na passagem (*), & omitida a resolucdo da EDO linear de coeficientes constantes (a
solucdo particular pode ser obtida pelo método dos coeficientes a determinar, por exemplo).

"= 3
x

Exemplo 4: {5, . y(t) - 1 = {(D3)x * y = —1

t) —
(t) +y(t) + 4e’ —z + D=1y = 4¢

D_13 Dll’:(b_3)(b—1)+1=D2—4D+4:(15_2)2
-1 1 .

det b—l‘_(Dlﬂﬂ det =1 —4de

D—E3 47@}5 :(f)_3)(46t)—1:4€t—126t—1:_1_86t

1
(D —2)%z(t) =1—4e' = x(t) = cre* + cote® + 1 4et

2 1
(D —2)2y(t) = -1 —-8e" = y(t) = cze® + cyte® — 1 Ret

o =3xt)+ylt) Fl=e*(cs—cr+ca)+te*(cs—c2)=0= ca=cy e c3=c1—ca
———— ——
0 0

1 1
z(t) = cre® + cot e + i~ 4et e y(t) = (c1 — ca)e® + et e — i~ 8c' m

Exemplo 5: E dado o sistema de EDOs

o+ = 12 Dz + Dz = ¢
y" = —2z(t)+e  ou 2z + D% = ¢
=22+ 2 = 2y(t) — 2(t) —2Dx — 2y + (ﬁ +1)z = 0

Vamos obter a EDO para y(t):

D 0 D D & D
2 D2 0 |yt = 2 e 0
—2D -2 D+1 —2D 0 D+1
t t
ALng ~ o A _ ~3 - ~ e AO . 2 ) 2 ~ 2A
[D(D +D?) + D(-4+2D )}y(t) = D, D+1’ ‘_21) pa1|CTD] 5h ’
DBD? +D* —4)y(t) = D(D+1)et — (D +1)(2)t* + D(2D)et
= 2e' —2(2t + %) + 2¢'

Resposta: D(3D% 4+ D? —4)y(t) = 4e' —2t> — 4t m

4.2 Resolucgao pela transformada de Laplace

22" +y —y(t) =

Exemplo 1: { Py = 2 sob as condigoes z(0) =1 e y(0) =0 .
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A transformada de Laplace dessas equagoes sao

2[sz(s) — f@j +57(s) — y(0) —u(s) = 1/s

y b N 25T+ (s — 1)y =2+1/s?
s7(s) — x(0) +sy(s) — y(0) = 2/s3 sT(s) +sy=1+2/s
~—~ ~~
1 0
Eliminando Z, obtemos
4 1 4—s

= A=-B=-D=-5e (C=4.

s +s +(s—|—1)

4
y(t)£1{55+i1} = 5-5t+2t°—5e ' m
S

Podemos calcular z(t) de modo analogo (obtendo primeiramente Z(s) e, depois, calculando a trans-
formada de Laplace inversa), mas, no caso, podemos usar a segunda EDO do sistema:

3

t
o=ty =t — (-5 +4t+5eh) = () = §+5t72t2+5e*t+cl

3
z(0)=c1+5=1 = c=-4 = x(t):§+5t—2t2+56*t74.

” _ _
Exemplo 2: { ;i4;_|1_0;, —i—étlyy _ 8 sob as condigdes z(0) = y(0) =0 e 2/(0) = —¢/(0) =1.

0 1 (s2+10)2 — 4y =1
/ =
—4z + s?5 — sy(0) —y'(0) +45 =0 —A4z + (2 +4)y=—1
~~
0 -1
52 _As+B  Cs+D

A=C=0,B=-1/5D=6/5

2(s) = (s2+2)(s2+12) 242 s2+12

[ -1/5 6/5 1 6
t)=L"1 =—— tvV2+ —=sentv12
x(t) {82+2+82—|—12} 5\/§S€n \[+5msen V12 m

" I SN SR P
y(t) = [2"(t) + 10z(t)] /4 = - - - = 5\/§et\/§ 5met¢ﬁ-

4.3 Resolucao pelo método matricial

Trataremos, primeiramente, de sistemas homogéneos de EDOs lineares de 1* ordem,

d .Tl(t) xll (t) a11 o ain xl(t) d

— : = : = : : : —X =AX

dt . . . . . ou dt b
X(t) X' (t) A X(t)

onde a matriz A é constante; ao final desta se¢cdo, mostraremos como resolver sistemas nao-homogéneos
dX/dt = AX(t) + F(t).

Note que, no caso em que n = 1 (quando A é uma matriz 1 X 1, isto ¢, um namero), a solugao
de dX/dt = AX é X(t) = Ce?t. Pois bem, prova-se que essa também é a solucio quando n > 2,
desde que se defina a exponencial de uma matriz. Nao apresentaremos esse método; ele é descrito nos
capitulos 29 e 31 da referéncia [2].
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O método estudado aqui comeca por admitir-se uma solucao da forma X = Ve, onde V =
col v, - ,v,] € um vetor (coluna) constante; substituindo, obtemos

ANV = AV = AV =MV, ou (A- AV =0,

que é um problema de autovalor, no qual procuramos as solugdes ndo-nulas (V # 0) associadas aos
valores de A\ que satisfazem a equagdo de autovalor, ou equagao caracteristica, det(A — AI) = 0.

Dividiremos nosso estudo em trés casos: 1) autovalores reais e distintos, 2) autovalores imaginarios
e 3) autovalores repetidos. Isso néo significa que um sistema de EDOs lineares se enquadre num desses
trés casos. Na verdade, os trés casos podem ocorrer num mesmo problema, ocorrendo tanto autovalores
reais quanto imaginarios que se repetem.

4.3.1 12 Caso: autovalores reais e distintos

A solucgao do sistema X’ = AX, sendo A uma matriz n X n, é dada por
n
X(t) = aVie'
k=1

onde V} é um vetor linearmente independente associado ao autovalor Ag.

’r_
s (72273« 4[3]-21][3)
S~

Yy =2x+y dt |y
X A X

1 2=A 3 _ 2 _ =1
det(A—)J)—‘ 9 Y ‘—(/\—1)(/\—2)—6—)\ -3A—4=0 = A—{ Ay =
Calculo do autovetor V; e da solucao X;(t) associados ao autovalor A} = —1:

3 3 escalonalnento 3 3
A_Alf_{Q 2] - {0 0]
. _ 3 3 ||la| |0 3a+38=0 a=—-F p=1 !
et R R e e e o1

-
Vi

. At -1
. Xl(t)zvle 1= |: 1:|6
Calculo do autovetor V4 e da solugao X (t) associados ao autovalor Ay = 4:

-2 3 escalonamento -2 3
A_Aﬂ_{ 23} } [ oo}
) _ _ -2 3 (|la| |0 —2a+38=0 a=33/2 p=2 13
] DR R R
L Xo(t) = Vaete! = [g] ett
Solugao geral: X (t) = ¢1 X (t) + c2Xa(t) , ou

z(t) = —cre 4+ 3coe? e y(t) =cret +2c0e™ m
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Exemplo 2: Yy =x+5y—=z2 ou — |y | = 1 5 -1 Yy
= dt
Z=y—3z z 0 1 -3 z
—_—— —
X A X
—4 -\ 1 1
det(A— M) = 1 5—X\ -1 =—A+DH[A=5)A+3)+ 1]+ (1 +A+3)
0 1 —-3—-A
A =-3
= A+ -A=-5)A+3)-1]=-A+3)A+4H)(A—-5) =0 = Ao =—4
)\3:5
Calculo do autovetor V] associado ao autovalor A\ = —3:
-1 1 1 -1 1 1
A— All _ 1 8 -1 escalonamento 01 0
0 1 0 0 0 O
-1 1 1 « 0 —a+08+v=0 o= 1
L (A-MDVi=0=> 010 Bl=10=<8=0 = 6: V1: 0
0 0 O ol 0 0y=0 ¥ q 1
~———

Vi
Calculo dos autovetores Vs e Vi associados aos autovalores Ay e A3, respectivamente (abaixo, na

E o
passagem denotada por —» , a matriz é escalonada):

0 1 1 9 -1 a 0 a =10y [ 10
A-dI=| 19 -1 | & 1 1|l sl=|o0o] ={¢8=- 2L =]
0 1 ] 0o 0o o]|l~] |o] v aq 1
-9 1 1 (10 -1 ][al [O] a=y [ 1
A-MI=| 10 1| B lo 1 =s8||sl=]0]| =!8=8y 2=2L w=|3
0 1 -8 | o 0o o]|l~] |o] v aq 1
1 10 1
Solucao geral: X=c |0 |e¥ 4| -1 |e*Htes| 8| m
1 1 1

4.3.2 2° Caso: autovalores imaginarios

Os elementos da matriz A e, por conseguinte, os coeficientes da equagao caracteristica sao reais.
Logo, se A imaginario for autovalor, A* (complexo conjugado) também sera. Além disso, se ao autovalor
A corresponde o autovetor V', isto é AV = AV, entdao (AV)* = (AV)*, ou AV* = \*V™*, significando
que ao autovalor A* corresponde o autovetor V*. Isso facilita os célculos que seguem.

Exemplo 3: o' =6z —y ou i SO I *
—— TW—/
X b'e

=A2-10A+29=0 = A=5+2i

det(A—)\I):‘ 6-A -1

) 4—- A

Calculo do autovetor V associado ao autovalor A = 5 + 2i:

A_M:[1—2i —1.]3{1—21 —1'{(1]:{0}: a:l_ﬂ2i B =1-2i V:{lll

5 —1-2i 0 0

* * 1 i 1 o
LX) = Ve £ Vet t—cl[ . ]€(5+2)t+62[ b ]6(5 20t



Para escrever X (t) como uma fun¢ao real, usamos a seguinte férmula:

Vel 4 Vet

veproi = (k1P + k2Q) e cos bt + (—k1Q + ko P) e senbt (4.1)
A = a+bi

. 1 1 0 .
No caso: A=_5 4+ 2 i e V—[I_Qi}—[l]ﬁ—{_Q}l.

X(t) = k1 ! + ko 0 eSteos2t + | —k; 0 + ko 1 €% sen 2t
1 —2 —2 1
k1 5t ko 5t
|:k:1_2k72 }e cos2t+[ %y + ko :|6 sen2t W

A dedugéo da formula em (4.1) é como segue:

X(t) = Vel + Viert = ¢ (P+ Qi)e(‘”bi)t + o (P — Qi)e(‘kbi)t
c1(P + Qi)e™(cos bt + isenbt) + co(P — Qi)e™ (cos bt — isenbt)
= [a1(P+ Qi) + co(P — Qi)]e™ cosbt +i[c1 (P + Qi) — co(P — Qi)] e senbt

= [(aa4c2) P+ i(c1 —c2) Qle™ cosbt + [ i(c1 — c2) P — (c1 4 ¢2) Q] e senbt . CQD.
—— ——— —_——— ——

=k = ko ko k1
1 20
Exemplo4: X'=| -1/2 1 0 | X
0 01
A
I-X 2 0 M =141
det(A-X)=| =1/2 1-Xx 0 |=(1-N[1-N?*+1]=0 = Ao =1-—1i
0 0 1-2\ g =1
-i 2 0 -i 2 0 a 0 —ia+28=0
A-MI=|-1/2 =i 0| & |0 0 o Bl=]l0]| = {og=0
0 0 —i 0 0 —i y 0 —iy =0
a=-23 2 2 0
= <Baq =L oyi=lif=]o0]+]1 i
—— =
P Q
0 20 -1/2 0 0 ][ « 0 —a/2=0
A-XI=|-1/2 0 0| & 0o 201|8|=|0] = {28=0
0 0 0 0 0 01|~ 0 0y=0
a=0 _, 0
= B=0 1= Vz=|0
v aq 1
2 _ 2 ' 0
X(t) = | i e(1+1)t+02 —i et 4 cs| 0 | e
0 0 1
2k1 2ks 0
= ko | efcost+ | —k1| efsen2t + c3| 0 | e m
0 0 1
——
k‘1P+k‘2Q 7k:1Q+k2P

onde usamos (4.1) para reescrever como uma funcdo real os dois primeiros termos (indicados por
chaves), que correspondem ao par de autovalores complexos conjugados.

84



4.3.3 32 Caso: autovalores repetidos
A solucao do sistema X’ = AX, sendo A uma matriz n X n constante, é dada por

kmax

X = Z Xk (kmax = n® de autovalores distintos) ,
k=1

onde X}, é a parcela da solucao associada ao k-ésimo autovalor distinto A\g. A expressao de Xy depende
da multiplicidade de Ax e dos autovetores associados a esse autovalor; vejamos:

e Se a multiplicidade de A\ for igual a 1 , entao, sendo Vj o autovetor associado, temos que:

Xk = ckae)"“t . (42)

e Se a multiplicidade de \g for igual am > 2, a expressao de X depende do ntimero de autovetores
linearmente independentes associados a esse autovalor, havendo trés possibilidades:

— Existem m autovetores Vi1, Vio, -+, Vim :
Xk = (eks1Vier + -+ + ComViem) ekt (4.3)
— Existe um tnico autovetor Uq :
t2
X, = {Cklel + cpa(Urt + Us) + cxs (U1§ + Ust + Ug) +---

m—1 tm—2

=1 T2y

+ Chm [Ul A Ut + Um} } M (4.4)

onde (A= MNI)U;=Uj_y (j=2,---,m) .

— O namero de autovetores associados ao autovalor de multiplicidade m é maior que 1 e menor
que m; neste caso, o problema torna-se complicado e nao sera estudado aqui.

Essas férmulas sao provadas no final desta segao. Vale a pena escrevé-las em correspondéncia com
a estrutura de autovalores e autovetores de uma matriz Asx3. Fazemos isso a seguir, onde cada seta
que se inicia num autovalor A\ indica um conjunto possivel de autovetores associados a Ay :

Trés autovalores distintos:
MoV, daoVe e Ag— Vs~ | X = VieM + eoVhe?t + ¢5Vaets?

Dois autovalores distintos:

VoreVay ~ | X =c1VieM! + [ea1Vor + coaVoo | €2

A
Ar(mult. 1) = V4 e Ag(mult. 2)

X = Clvle)\lt + [CglUl + CQQ(Ult + UQ)] 6)\2t
onde (A—X2I)Us = Uy

Um autovalor distinto:
Vit, Vize Vig ~ | X = (e11Vir + c12Viz + c13Va3) e

A
A1(mult. 3) = Vi1 e Vi ~» nao estudado aqui
N\
Uy ~ X = [CllUl+C12(U1t+U2)+013(U1t2/2—|—U2t+U3)] erit

onde (A*)\ll)UQ = U1 e (A*/\II)US = U2

Enfatize-se, na notagao adotada, que, se o autovalor \; é multiplo e existe um tinico autovetor associ-
ado, este é denotado por U; (ao invés de Vj). Vejamos algumas aplicagdes dessas formulas:
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Exemplo 5: A= | -2 1 -2
2 =2 1
1-x =2 2
det(A—AD)=| -2 1-X -2 |=—(—5)(+12=0 = { N Eﬁﬁz ;g
2 -2 1-A 2 '
-4 =2 2 2 1 -1 «Q 0 a=r 1
A-xI=|-2 -4 2| B o1 1||8]|=]0] =2{B=— = Vi=q]|-1
2 -2 —4 0 0 0 ¥ 0 ¥ qq 1
1
= X; =c VieMt = ¢ | —1 | € & a parcela da solugio associada ao autovalor \; = 5, conforme (4.2).
1
2 -2 2 1 -1 1 @ 0 a—pB+y=0 a=08—7v
AdI=] -2 2 2| E 1o oollsl=]|0] ={08=0 ={Bq
2 =2 2 0 0 0 ol 0 0y=0 Y aq
B—~ 1 -1 1 -1
=WV=| 8 =B|1|+~] 0|= Xo=(ca1Vor +ecoaVan)e™ = |ca |1 | +ecn| O e’
¥ 0 1 0 1
—— ——
Va1 Vaz
é a parcela da solugdo associada ao autovalor Ay = —1, conforme (4.3). A solugao geral € X = X; + X5,
ou,
1 1 -1
X=c | =1+ |cor|1]| +com 0 et
1 0 1

det(A-A)=| 1 0-Xx 2 |=G-NXM\=-5]=0 = {A2:5 (mult. 2)
10 2]1[a 0 a=—2y ., 4
o025 |8 =]0]|=q8="5y2 =5 Vi=| 5
00 0]~ 0 7 qq —2

5 2 «a 0 o= —2y . 2
1 0 Bl=0| ={{s=0 T==Uu,=| 0
0 0

0
2
5
4
=X, =VieMt = ¢ 5 | é a parcela da solucdo associada ao autovalor A; = 0, conforme (4.2).
0
2
0 g 0 v aq -1

0 —4
A—XI=1|1 =5
0 2

= X5 = {ca1U1 + co2(Urt + Us) }e*2 é a parcela da solugao associada ao autovalor Ay = 5, e Uy ¢
uma solugao do sistema algébrico (A — AoT)Us; = Uy, ou, em componentes:

0 -4 0 o 2
1 -5 2 g | = 0
0 2 0 ~ -1

Este sistema é mais facilmente resolvido a partir da sua forma que é dada por uma matriz aumentada
e escalonada:

0 -4 0 2 1 -5 2] 0 a=-5/2-2%y —5/2
1 -5 2 0| & o 20[-1] = {B=-1)2 =0 gy = | —1/2
0 2 0]-1 0 00| 0 ~qq 0
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Logo, a solugao geral é X = X; 4+ X5, ou,

4 2 2 —5/2
X=c| 5| +cu| 0| +ecm 0|t+|-1/2 et
-2 ~1 —1 0
10 0
Exemplo7: A=1|2 2 -1
01 0
1I-X 0 0
det(A-X)=| 2 2-X -1 |=OX=12%=0 = X\ =1 (mult. 3)
0 1 =)
00 0 2 1 -17[ a 0 a=0 0
A-xI=]21 1| & o1 —1||Bl=]0|=2{p=y 225U =1
01 -1 00 0]~ 0 Y aq 1

= Xi = {c11Ur+c12(Uit +Uz) + c13(Urt? /24 Ust + Us) }e*'? é a parcela da solugao associada ao
autovalor A\; = 1, sendo U, e Us, respectivamente, solugoes dos sistemas algébricos resolvidos a seguir:

0 0 010 2 1 —-1]1 a=0 o 0
A-MDU,=U;= |2 1 =1|1 | & o1 11| = {B=y+1 =5 U,=|1
01 —1|1 00 0/0 v aq 0 |
00 0]0 2 1 —1]1 a=1/2 1/2 7
A-MDUs=Ta= |2 1 11| & |01 —-1|0o| = {p=y 2% U3=1] 0
01 —1]0 00 00 v ad 0 |
Logo, a solugao geral é
0 0 0 0], [0 1/2
X:X1: C11 1 + C12 11t+ |1 + c13 1 54— 1 t+ 0 et .
1 1 0 1 0 0

Prova das férmulas (4.2). (4.3) e (4.4):

Devemos provar que X dado por cada uma dessas férmulas é solucao do sistema linear, isto é, que
AXp — M X = 0.
e Prova da formula em (4.2). Se X, = ¢ Vie+!, onde AV, = A\ Vi, entdo

AXk — ,X]/¢ = A(ckae’\’“t) — (Akckae’\’*‘t) = (AVk — /\ka) Cke)\kt = 0 Vt . CQD
—_———
0

e Prova da formula em (4.3). Se X) = < > clekl> et onde AVi = M\ Vi, entdo
=1

m m

m
AXk—X,; = (chlAVkl)ekkt_)\k(Z Cklvkl>€>\kt = [chl (AVM — )\kal) €Akt =0Vt. CQD.
1=1 =1 -
0
e Prova da formula em (4.4). Esta formula pode ser escrita na forma
¢

m 1
Xk = chszz , com X = ekktZUj @

—
1=1 j=1 7)!
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Demostramos que essa expressao de X, é solugao do sistema de EDOs observando, primeiramente,

que
l

AX]C—X;C: E Ckl (AXM—X]/CZ):O 5
- N—————’
Jj=1 0

restando, para completar a demonstragao, mostrar que o termo entre parénteses se anula:

L 1—j—1
I Akt 3 Akt At t
AXp — Xy = "Z AU_)\kekZl—j _ekZZ—J—l
Z(fil,j)uUJ 1
s Lool—i
_ ek{(l1)![AU1—AkU1]+;(Zj)![(A—)\kI)Uj—Uj1]} ~ 0. cap.
0 = 0

4.4 Sistemas nao-homogéneos

Nesta segao, aprenderemos a resolver o sistema linear ndo-homogéneo X’ — AX (t) = F(t), sendo A
uma matriz n X n constante, pelo método da variagdo das constantes (ou parimetros).

A solugao geral do sistema homogéneo associado Xz —AX g (t) = 0 é da forma Xy (¢t) = ¢(¢)C, onde
&(t) (a denominada matriz fundamental) é formada por n colunas que sdo solugoes X (t), -, X, (t)
linearmente independentes do sistema homogéneo, e C' € uma matriz coluna com n constante arbitrarias.
Substituindo a segunda dessas equagbes na primeira, obtemos [¢'(t) — AP (t)] C = 0, a qual, por ser
valida com C arbitrario, concluimos que ¢'(¢) — A®(t) = 0, que ¢ utilizado no cancelamento de termos
abaixo ao se deduzir uma solugao particular Xp(t) do sistema nao-homogéneo.

Admitindo que Xp(t) = &(t)U(t), obtemos, substituindo essa expressio no sistema nao-homogéneo,
a seguinte equagao que permite a determina(;éo de U (t) [e, portanto, de X p(t)]:

0= Xp(t)— AXp(t (t) = & HU(T) + (¢ —A O —F(t) = U'(t)=d (t)F(t).

Em resumo, temos que a solugao geral do sistema ndo-homogéneo é X (t) = X g (t)+ Xp(¢), isto é, a
soma da solucdo geral do sistema homogéneo X (t) = &(¢)C (calculada pelos métodos ja explicados)
com a solugao particular Xp(t) = &(t)U(t), onde U'(t) = ¢~ 1(t)F(t) .

Exemplo 1: Resolugao do sistema X' = [ _3 _i } X + [ e?)_tt ] (t>0):

——— ~——
A F(t)

A resolugao do sistema homogéneo associado Xp; = AXy(t) fornece a solugao geral

11 11 o2t o5t c
XH(t)Cl{ 1 }6 2t+62{ _2}6 %= {e—m _9p—5t C;

Apos o calculo™® de ¢~1(t), temos que

§62t %6275 3t 2t€2t + %et
U'(t) = 5 F (1) = |2 - -
1.5t 1,5t € tedt _ LAt
3 -3
D-1()
[Qte’“ + let} dt + k
3 1 te2t_%€2t+%et
U t == = R
() 1 1pe5t _ L o5t 1 4t
/ [test — ge‘“} dt + ko 5 25 12

b

(*)Uma férmula util: Se A = { Cé d

d —b
— a -1 _1
},comdetA_adfbc#O,entaOA _detA|: }
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onde fizemos k1 = ko = 0, pois queremos uma solugao particular. Logo,

2t 1,2t | 1.t 6t _ 27 4 1.-t
o2t o5t te 2€7 t 3¢ 5 50 1T 1€
Xp(t) = eOUWM) = | o oo = ,
Lyt 1 o5t 1 4t st 21 4 1ot
25 12 5 50 T 2

6t 27 , 1.—t
— 5 T 1€

3t 21, 1 —t
50 T3¢

_ 1965t
Exemplo 2: Considere o sistema X' = { g (2) } X(t) + [ 136 } (t > 0) . Temos que
_ 1|, 2] 4 [ e 2eM c
XH(t)—C1[2]€+02[1]€ _|:2€t edt Cs
|
B(1)

é a solugao do sistema homogéneo associado (verifique isso). Logo, a solu¢ao é X = Xy + Xp, sendo
Xp calculado como segue:

1 ettt et —12e5 1 —12¢% 4ett
I —1 _ — —
U=e¢"F= ebt — 4ebt [ —2¢t et 0 3¢5t | 24e6t —8et | -
B-1(t) F(t)

et 2e4t e4t e5t _ 1665t _15e5t
Xp=90U = [ 96t oAt ] [ _get } = [ 965t _ 8¢5t ] = [ et ]

_ —2
Exemplo 3: Resolugao completa do sistema X' = [ g _;’ } X(t)+ { _i,4 } (t>0):
—_—— —_———
A F(t)
3-A -1 , .
det(A — AI) = 9 sy =A=3)(A+3)+9=X=0 = X =0 (multip. 2)

3 —1 escalonamento 3 —1
R B B Y

o= [3 331 18] - i o= - |

_ 3 -1 1] & [3 -1]1 Ba—f=1 p=0 , _[Vs
(A—/\1I)U2—U1:>|:9 _3‘ 3}_>[0 00] - {ﬁqq UQ_[O
N——
A—)\ll Vl
B I M1 (37 [ 1 t+Y3 ][ e
Xl(t)—XH(t)—Cll-3_+cl2<_3_t+_0 _)_ [3 3t C12

o(t)
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1% 77 e

U(t)z/‘ﬁl(t)F(t)dt:/[ 735% Hi/ﬂ { —ij } dt:/[

1 =3t t+ s
3 ~1

—3Int+ 1724 573 ]
-1 1,-3
—3t~1 -1t

1 t+Y3 || =3Int+it724 473
Xp(t) = ot)U(t) = [ 3 3 341 _ 143
3
—3Int+4t72 -t -3
= Xp(t) = 6
Pl [ —9Int 4+ 473 4 172 9

A solugao geral é X (t) = Xg(t) + Xp(t), ou seja,

i1+ eat+ 3 —3nt+ L2 —¢1-3
X(t): 11 12( 3) 6

3c11 +3cipt —9Int + 273+ 3172 — 9

90

=3t —t73 —

3
324t



4.5 Exercicios

1. Resolva os sistemas de EDOs por eliminagao sistemética ou por determinantes:

2 dr +z=¢
ez dt dt  dt
(a) (b) () de  dy  d=
. L deode
dt dt Y az " dt y= R
dt
2. Resolva pelo método da transformada de Laplace:
dx dy dx d3y d’x  dxr dy
_ _— = = _— 4 _— = _— —_ —_— =
ot Tar dr T g = Osent it Ta
drz dy dx d3y d’y  dy dzx
—+— =3z -3y =2 b){ —+2x—2—2=0 L4+ 2 4= =0
AT Y O T S T
z(0) =0 z(0) =0 2(0) = 2/(0) =0
y(0)=0 y(0) = ¢'(0) =y"(0) =0 y(0) = -1, y'(0) =5

3. Escrever como um sistema de EDOs na chamada forma normal, isto ¢, na forma dX /dt =
A)X () + F(1):
(a) y” — 3y’ + 4y = sen3t (b) y" = 3y" + 6y — 10y = > +1
(c) 2y™ + 4" — 8y =10 (d) 22y + 1y + (12 — )y =0

Abaixo, os problemas 4 a 6 consistem em resolver sistemas de EDOs homogéneos da forma dX/dt =
A X (t). Os sistemas encontram-se agrupados, num mesmo problema, conforme os autovalores da ma-
triz A, seguindo os trés casos estudados.

4. Matrizes cujos autovalores sao todos reais e distintos:

(a)ALl1 _é] (b) A=

5. Matrizes que apresentam autovalores imaginérios:

@a=|7 3] o a=|% 3 () A= é

6. Matrizes que apresentam autovalores reais repetidos:

(a) A= [ i’ :11 ] (ao autovalor 1, duplo, associa-se um tnico autovetor)
0 1 1
= ao autovalor —1, duplo, associam-se dois autovetores
b) A 1 0 1 1 1, dupl i doi
1 1 0
1 1 1
(¢c) A=1| 2 1 -1 (a0 autovalor 2, duplo, associa-se um tnico autovetor)
0 -1 1
1 1 1
(d) A= 2 1 -1 (ao autovalor 2, triplo, associa-se um tnico autovalor)
-3 2 4
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7. Agora se pede que sejam revolvidos os seguintes sistemas de EDOs nao-homogéneos:

1 10 e
dX dX
(@) o = “ - ]X(t)+ EZ] () = = 10| X(6)+ | e
t b loos tedt
Respostas
x = —2e3t 4 22t _ 1 m—8—|—2t3+t4
2. (a 2 2 b 4
@ {25 E MY
Ty = T2
x) = a9 h
NOR (0) 4 7 = s
xy = —4x1 + 332 + sendt ol = 1021 — 6aa + 35 + 2 + 1
o 1 1 1 1
4. (a) X = ¢ e 3t feo | | e (b) X =c1 |1| et +cp |2 el +c3| Ofe
4 ! 1 1 ~1

[ Hcost Hsent
5. (a) X =a [2cost + sent} T [ cost + QSent}

[ cos2t . sen 2t ¢
(b) X =c; | cos 2t +- sent] ¢ te [ cos 2t + sen2t} ‘

2 0 0
(c) X =c1 |—3| et +co |—sen2t| et + c3 | cos2t | e
2 cos 2t sen 2t

6. (a) X =c ﬂ el + o (m te' + H et)

-1 -1
- 0 0 1
(o)X =¢ e t+ ey 1| e + ¢35 1| te®* + |0 &%
2 -1 -1 1
0 0 1 0] . 1 1
(d) X =c1 | 1| e +e L] te? + |0] e®* | + 3 1 20| te® + (0] e
-1 -1 1 -1 1 2
_ 4 3t 2] s, [F12t =93
7. (a) X =01 [1 + e [ 1] e " + A
0 i 2t+%t€2t
(b) X =¢; —1 +co 1 e* +c3 [0 e+ | —el + Lte? + 1te?
1 %t2e3t
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