Algebra I 2012.1

Professor: Carlos

Primeira Lista de Exercicios

1. Sejam A um conjunto nao vazio e P(A) o conjunto das partes de A. Dizemos que um
conjunto nao vazio P C P(A) é uma particao do conjunto A se:
i)VBy,Bs € P,By # By = B; N By = {);
i) Ugep = A.
Prove que: se z,y € A e definimos x ~ y < 4B € P tal que z,y € B, entdo ~ define uma

relacdo de equivaléncia no conjunto A. Mais ainda, A/ ~ = P.

2. Sejam A um conjunto nao vazio e ~ uma relagao de equivaléncia em A. Prove que A/ ~

é uma particao do conjunto A.

3. Prove que (z,y) ~ (2/,y) & xy' = 2’y define uma relagdo de equivaléncia no conjunto
Z x Z*, onde Z* = Z — {0} (Z x Z* = {(a,b)/a € Z,b € Z*}).

4. Dé exemplo de relacoes de equivaléncia ~ em um conjunto X tais que:

2) X/ ~ = {X}
b) T ={z},Vx e X

5. Uma relagdo < entre pares de elementos de um conjunto A diz-se uma rela¢do de ordem
parcial em A se:
i)r<zxz,VreA
i)r<yey<z=zx=yVr,yc A
w)r<yey<z=z<zVryzecA
Uma relagao de ordem parcial diz-se total ou linear se
w)Vr,y € A, tem-se z < youy < x.
Prove que:
a) r <y < (z —y) é ndo negativo, define uma relagao de ordem total no conjunto Z.

b) Se A = F(R) é o conjunto de todas as fungdes reais f : R — R, entao:
f<ge f(x) < glx) Ve €R

define uma relacao de ordem parcial em A que nao é total em A.

6. Sejam a e b inteiros. Mostre que:

(—Da=—a

Se a? =0,entao a =0

(a
(b

(c) Se a? =a, entio a =0 ou a = 1.
(d) A equac@o a 4+ x = b tem uma tnica solugdo em Z.

)
)
)
)

7. Sejam a e b inteiros tais que a < b. Mostre que —a > —b.
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11.

12.
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14.

15.

16.
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Dado um inteiro a, chamamos valor absoluto de a o nimero inteiro designado por |a| e
definido como segue:
Se a > 0, entao |a| = a.

Se a < 0, entdo |a| = —a.

Sejam a, b inteiros. Prove que:

)
(b) —la] <a<|al
(c) | —al=lal
(d) |ab| = |al[b].
(e) |a+b| < |a]+ |b| (desilgualdade triangular)
(£) llal = ol <la — b].

Seja a um inteiro. Mostre que, se b € Z é tal que a < b < a+ 1, entdo b = a ou
b=a+1. (Esse resultado pertmite definir a no¢ao de ”sucessor”de um inteiro. Esse é um
dos conceitos em que Giuseppe Peano se baseou para elaborar sua axiomética do niimero

natural).

Um elemento a € Z diz-se inversivel se existe um outro elemento a’ € Z tal que aa’ = 1.
Mostre que os tnicos elementos inversiveis de Z sao 1 e -1. (Sugestdao: prove que, se

aa’ =1, entdo |a| = 1).
Sejam a, b, ¢ inteiros. Prove que:

a

(
(b

Se ¢ > 0e ac < be, entao a < b.

Se ¢ < 0 e ac > be, entao a < b.

)
)
(c) Se a < b, entdo a® < b3. E verdade que, se a < b, entdo a® < b*?
(d) Seab>0,entatoa >0eb>00oua<0eb<O0.

)

(e

Sea+a+a+a=0,entao a =0.

Prove que a equacdo 2 + 1 = 0 nio tem solucio em Z.

Prove que todo conjunto nao vazio de inteiros limitado superiormente contém um elemento

maximo.

Prove que se um conjunto de inteiros tem um elemento maximo, entao este é unico.
Calcular a soma dos n primeiros nimeros pares.

Calcular a soma dos n primeiros nimeros impares.

Prove que para todo inteiro positivo n vale:



(a) 12422432+ 42 = H2E0xD)

1 1 _
12tz t ot ame T

1+24---+2n =271

18. Uma progressao aritmética (PA) é uma sequéncia de nimeros reais a,, tal que a; é dado

e, para todo inteiro positivo, tem-se que
Up+1 = A + 7,

onde r é um nudmero real fixo, chamado razao.

(a) Mostre que a, =a; + (n— 1)r

(b) Se Sn = L n, mostre que Sn = nay 4 n(n2—1)7. — (al+2an)n

19. Uma progressao geométrica (PG) é uma sequéncia de niimeros reais a, tal que a1 é dado

e, para todo inteiro positivo, tem-se que

an4+1 = Gn.q,

onde ¢ é um numero real fixo, diferente de zero e de um, chamado razao.

(a) Mostre que a, = a1.q" !

q"—1
q—1

(b) Se S, =aj + -+ ap, mostre que S,, =

20. O método de recorréncia é usado para definir o simbolo n! (fatorial de n). Definimos
i) 11=1
ii) n! = n[(n — 1)!], para todo inteiro n > 2.

Por conveniéncia define-se também 0! = 1. Prove que:

(a) n! >n? Vn>4

(b) n!'>n? Vn>6

21. Seja x um inteiro positivo. Mostre que

(14+2x)">14nx, Vn>2.



