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Capitulo 1

A Foérmula de Taylor

1.1 Formula e polinomio de Taylor para funcoes de
uma variavel

Nesta secao recordaremos a formula de Taylor para fungoes de uma variavel como vista em
Calculo 1.

Teorema 1.1.1 Seja g : [a,b] — R uma fungdo de classe C"™' e n vezes diferencidvel em
(a,b). Entao existe ¢ € (a,b) tal que
9™ (c)

9" gyt 4 9 gy,

9(0) = 9(a) + 9/ (@b —a) -+ T -

Definicao 1.1.1 Dada uma funcao f: I — R definida num intervalo I e n vezes derivdvel
no ponto a € I, o polinomio de Taylor de f em a € definido por

f"(a)
2!

f"(a)

(x—a)+---+ .

po(x) = fla) + f'(a) (z —a) +

(x —a)".
Observe que nas condigdes do teorema (1.1.1) com b = a + h temos a seguinte igualdade

gla+h)=p,_1(a+h)+ R,(h)

onde R,(h) = f™(c)h”/n! satisfaz limj,_o R,(R)/h"~' = 0.

1.2 Formula e polindmio de Taylor para funcoes de du-
as variaveis

Sejam A C R? um aberto, P, = (z,,9,) € A e (h, k) tal que (z,,,) + t(h, k) € A para todo
0 <t < 1. Considere uma funcio f : A — R de classe C"™! e, a partir dela, defina a funcao
de uma varidvel g : [0, 1] — R dada por g(t) = f(z,+th,y,+tk), ou seja, g é a composta da
fungao ¢(t) = (z, + th,y, + tk) (qual a imagem de ¢?) com f e, portanto, também é uma
fungao de classe C™™!. Podemos assim aplicar o teorema (1.1.1) para g e obter a férmula

5



6 CAPITULO 1. A FORMULA DE TAYLOR

de Taylor correspondente, usando a = 0 e b = 1. Entretanto, estamos interessados em ver o
comportamento do polinémio de Taylor de g calculado em ¢ = 1. Note que g(0) = f(P,) e
fazendo uso da regra da cadeia podemos ver que

10) = SHPI+ 5P,

O*f
(P,)hk + @(P)kz,

9 f 9 f
"n — P 3 P 2 P 2 P 3
9"(0) = 55 (PN + 35 5o (POWk + 350 (PRKY + 55 (PR

g(azo,yo)h + 0f
T

a_y(xm yo)k

1 (02f 02 f 82
+57 (7($07 yo)h2 +2 y(‘rov yo>hk + W(ZBO’ yo)kz)

- n anf n—yji1.j
+...+— ()W(Po)h Jk/‘]‘f‘Rn-f—l(hyk:)

onde

Royi(hk (2o + ch, Yo + ck)R"TTIEI

l

N+l ot f
j Oxntl- ga J

para algum ¢ € (0, 1). Note que

n+1f n+1f
%LOW(%Jrch Yo + ck) = m( Lo, Yo), (1.1)
pois f é de classe C"*1. Além do mais, para 0 < j < n, temos
’ hn+1_jk’j B ’h|n+1—j |k’j ’h’n—i-l 7 |/€|j
(B2 4+ k22| (h2 4 k2)"F (h2+k2)% T () (k2)3
_ AT RP Ih|
R
epara j =n-+1
hn+1fjk,j - |k?|"+1 |k3|n+1 B |k|
(R+k)3|  (R2+k): ~ (k)




1.2. FORMULA E POLINOMIO DE TAYLOR PARA FUNCOES DE DUAS VARIAVEIST

Assim, para 0 < j <n+ 1, temos
hn+1fjkj
iy (07 + k%)

Combinando 1.1 e 1.2 vemos que R,,1(h, k) satisfaz
Rn—H (h7 k) _
S (h2 L k2)5
o (e 1)’
Fazendo h = — z, e k = y — y, obtemos o polinémio de Taylor de grau (no méximo) n

de f em P, = (x,,y,) como

Pae.5) = F e ) + G o) = ) + 5 ) = )

82 2 82
o (aﬁum%xx—%>+28g<%w»@—xaw—y»+5£u@%xy—%f)+

] Z ( ) xfnjfay]( orYo) (@ — T0)" 7 (y — o)

Note que o polinomio de Taylor de grau um nada mais é do que a equacao do plano
tangente ao grafico de f em (z,,9,). J4 o de grau dois representa a quddrica que melhor

aproxima o gréfico de f em torno de (z,, y,).
Nos exemplos que seguem procuraremos identificar o comportamento do grafico da funcao
préximo ao ponto (z,, y,) analisando o grafico do seu polinémio de Taylor de grau 2. Vejamos

Exemplo 1.2.1 Encontre o polinomio de Taylor pa(x,y) da fun¢do f(x,y) = xseny em
torno de (z,,v,) = (0,0).

A funcao acima é claramente suave, isto ¢, de classe C* para todo k. Precisamos calcular
todas as derivadas até a segunda ordem. Temos

(z,y) |(0,0)
f Tseny 0
g—x seny 0
6—5 T Cos Yy 0
3—5 0 0
aag cos Yy 1
ng —xseny 0

Assim,
1
pa(,y) = 5 (2y) = 2y,

cujo grafico representa uma sela. A figura abaixo representa os graficos de f e de py sobre
um quadrado centrado na origem de lado trés. O grafico de f se encontra abaixo do grafico

de P2.
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Figura 1.1: graficos de f e py proximos a origem

A figura (1.2) procura mostrar que a aproximagao é boa nas proximidades da origem,
deixando de possuir utilidade para pontos mais afastados.

Figura 1.2: graficos de f e py numa visao global
Exemplo 1.2.2 Encontre o polinomio de Taylor pa(x,y) da fungdo f(x,y) = xsenx+yseny
em torno de (x,,Y,) = (0,0).

Como no exemplo acima, a funcao ¢é Claramlente suave. As suas derivadas até a segunda
ordem sao

(z,9) (0,0)

f | xsenx + yseny 0
% senx + x cos T 0
g—i seny + Yy cosy 0
g% 2cosT —xsenx 2
>
szay 0 0
% 2cosy —yseny 2
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Assim,

1
pa(z,y) = 5(2932 +2y%) = 2 + ¢,

cujo grafico é um paraboldide. A figura abaixo (1.3) representa o os graficos de f e de py
numa vizinhanga da origem.

Figura 1.3: graficos de f e py proximos a origem

A préxima figura (1.4) procura mostrar que a aproximagao é boa nas proximidades da
origem, deixando de possuir utilidade para pontos mais afastados.

Vejamos o tltimo exemplo

Exemplo 1.2.3 Encontre o polinomio de Taylor py(x,y) da fungdo f(x,y) = sen (z* + y*)
em torno da origem.

Como no exemplo acima, a fungdo é claramente suave. As suas derivadas até a segunda
ordem sao

(z, y) (0,0)

f sen (z* + y*) 0
o 423 cos (z* + y*) 0
% 4q3 cos (z* + y*) 0
O | 1242 cos (¢! + y*) — 162%sen (' +y*) | 0

2
‘%zg” —1623y3 sen (z* + y*) 0
g—yj; 1292 cos (z* + y*) — 16ySsen (x +¢y*) | 0
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Figura 1.4: graficos de f e py numa visao global

Assim,
pQ(xa y) = 07

cujo grafico representa um plano horizontal, na verdade, o proprio plano tangente ao grafico
de f na origem. Este exemplo ilustra que p, pode nao ser suficiente para sabermos mais
informagoes sobre o grafico de f préximo a P,. Deixamos como exercicio ao leitor descobrir
qual o menor inteiro n tal que p,(x,y) é diferente do polinomio nulo.

A figura abaixo (1.5) representa os graficos de f e de py préximos a origem.

Figura 1.5: graficos de f e ps proximos a origem
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Observacao 1.2.1 Note que existem funcgoes suaves que nao sao identicamente nula mas
tém todos p, nulos.
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Capitulo 2

Maximos e minimos

2.1 Definicao e resultados gerais

Definigao 2.1.1 Seja f: A C R" — R. Dizemos que P, € A € um ponto de mdximo (resp.,
minimo) de f se f(P) < f(P,) (resp., f(P) > f(P,)) para todo P € A.

Definicao 2.1.2 Seja f : A C R" — R. Dizemos que P, € A é um ponto de mdximo local
(resp., minimo local) de f se existir uma bola B centrada em P, tal f(P) < f(P,) (resp.,
f(P) > f(P,)) para todo P € AN B.

Observacdo 2.1.1 As vezes usaremos a denominacio de mdximo (minimo) global no caso
da defini¢ao (2.1.1) para ressaltar a diferenca entre as duas defini¢oes acima.

E comum também empregarmos o termo extremo (local) para designarmos um ponto que
¢ de mdzimo ou de minimo (local).

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 2.1.1 Considere a fungdio definida em R? dada por f(x,y) = 2% + y?. Como
f(z,y) >0 e f(0,0) =0 € claro que (0,0) € ponto de minimo de f. Note que o grifico de f
representa um paraboloide com vértice na origem e concavidade voltada para cima.

Antes de apresentarmos o proximo exemplo vamos relembrar que o gradiente de uma
funcao aponta na direcao de maior crescimento desta.

Seja f: A C R" — R uma funcao diferenciavel definida num aberto A. Seja # um vetor
unitario de R™. A derivada direcional de f num ponto P, € A na direcao u é dada por

of

L (P,) = Daf(P) = VH(R) - = [V (F)|| cost,

onde 6 é o angulo entre V f(P,) e 4. Deste modo, a derivada direcional serd maxima quando
cosf = 1, ou seja, quando 6 = 0. Isto nos diz que u deve ter a mesma direcao e sentido de

V().

Exemplo 2.1.2 Considere o conjunto A = {(z,y) e R} x >0,y > 0,2 +y <3 ey >z}
Seja f: A — R dada por f(x,y) =2x —y.

13



14 CAPITULO 2. MAXIMOS E MINIMOS

Figura 2.1: A regiao onde procuramos os extremos de f e algumas de suas curvas de nivel

Como os valores de [ crescem a medida que se avanca na dire¢ao do vetor 2;—32 VvV,
pela ilustragao podemos perceber que o minimo de f € atingido no ponto (0,3) e o seu mdzimo
no ponto (3/2,3/2).

Vamos verificar que isto de fato ocorre. Se (x,y) € A, temos

flz,y) = F3/2,3/2) =22 —y =3/2= (2 =3/2) + (z —y) <0

pois, como (x,y) € A, temos x+y < 3 ez <y. Somando estas duas desigualdades obtemos

204y < 34y que € equivalente a x < 3/2. Portanto, f(x,y) < f(3/2,3/2) para todo (x,y) €

A e (3/2,3/2) €, de fato, ponto de mdzimo de f em A. O valor mdximo € f(3/2,3/2) = 3/2.
Agora vamos verificar que (0,3) € ponto de minimo de f em A. Seja (z,y) € A, temos

flr,y) — f(0,3)=2x—y+3=3c+(3—x—y) >0.

Ou seja, f(x,y) > f(0,3) para todo (z,y) € A, isto é, (0,3) € ponto de minimo de f em A.
O wvalor de minimo € f(0,3) = —3.

Teorema 2.1.1 Sejam A C R™ um aberto e f : A — R uma funcao que tem mdximo (resp.,
minimo) local em P, € A. Se as derivadas parciais de f existem em P, entao elas sao iguais
a zero neste ponto.

Prova Provaremos o caso em que P, é ponto de maximo local (o caso de minimo local fica
demonstrado a partir deste tomando-se a funcao g = — f; fica como exercicio completar este
detalhe). Seja e; o vetor do R™ que possui a i-ésima coordenada igual a 1 e as restantes
iguais a 0. Como A ¢é aberto e P, ¢ um ponto de maximo local existe uma bola aberta B de
raio £ > 0 e centrada em P, que estd contida em A tal que f(P) < f(P,) para todo P € B.
Desse modo, a fun¢ao de uma variavel g(t) = f(P, + te;) fica bem definida para t € (—¢,¢)
pois P, + te; € B C A e, além do mais, g(t) = f(P, + te;) < f(P,) = g(0). Ousejat =0 é
um ponto de maximo local para a funcao de uma varidvel g.
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Temos

lim g(t) — g(0) f(P, +te;) — f(R,) Of

t—0 t t—0 t - axz

(Fo),

ou seja, g possui derivada em t =0 e ¢'(0) = %(PO). Como t = 0 é ponto de méaximo local
de g, por um teorema de Calculo I, devemos ter ¢’(0) = 0 e, portanto, %(PO) = 0, para
todoi=1,...,n.

Em outras palavras, o teorema anterior diz que se uma fungao atinge um méaximo (ou
minimo) local em um ponto interior do seu dominio e suas derivadas parciais existem neste
ponto, entao o seu gradiente é nulo neste ponto. Deste modo, o teorema acima fornece
uma condi¢ao necessdria para que um ponto interior no dominio de uma funcao que tenha
derivadas parciais seja um extremo local.

Os pontos P € A tais que V f(P) = 0 sao chamados de pontos criticos de f. Note que nem
todo ponto critico é ponto de méximo ou minimo local. Basta considerar f(z,y) = 2? — y*
cujo gradiente se anula na origem que, contudo, nao é ponto nem de maximo nem de minimo
local, pois para todo € > 0 temos f(0,¢) < 0 < f(g,0).

Definicao 2.1.3 Um ponto critico que nao € mazrimo local nem minimo local € chamado de
ponto de sela.

Ou seja, um ponto critico P, é um ponto de sela de uma fungao f se toda bola centrada
em P, contiver dois pontos P; e P, tais que f(P) < f(B,) < f(F2).

Note que pelo teorema acima para localizar extremos locais de uma funcao com derivadas
parciais no interior do seu dominio basta restringirmos nossa atencao aos pontos criticos de

7.

2.2 Teste do hessiano

O teorema a seguir fornece uma condi¢ao suficiente, sob determinadas condigoes, para decidir
se um ponto critico é ponto de méaximo local, minimo local ou ponto de sela. Apresentaremos
o teste para funcoes de duas varidveis. O caso de funcao de mais de duas variaveis sera
brevemente explicado a seguir (veja o teorema 2.2.2). Antes, porém, faremos a seguinte
definicao.

Definig¢ao 2.2.1 Seja f: A — R uma funcao de classe C* definida num aberto A C R™. A
matriz hessiana de f num ponto P € A € definida como

FP) - g (P)
Hess(P) = : . :
s (P) - FH(P)

O determinante da matriz acima serd denotado por H(P) e denominado de o hessiano de f
em P.
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Note que Hess(P) é uma matriz simétrica. No caso n = 2 o hessiano é dado por

2f 0% f 2 2 2 2
szw(%wawwyﬁﬁﬁﬁw—@fw)

ZL(P) Zh(P) a2\ oy dzdy

Teorema 2.2.1 Seja f como acima. Se P, ¢ um ponto critico de f entao

1. s g L(P,) >0 e H(P,) > 0 entio P, ¢ um ponto de minimo local de f;

2. se g (P,) <0 e H(P,) >0 entdao P, é um ponto de mdzximo local de f;
se H(P,) < 0 entdao P, é um ponto de sela de f;

4. se H(P,) =0 nao podemos afirmar nada sobre a natureza do ponto critico P,.

Prova

1. Como A é aberto e as derivadas parciais até segunda ordem sao continuas, existe uma
bola aberta B, centrada em P, de raio ¢ > 0 tal que (x y) > 0e H(x,y) > 0 para todo
(x,y) € B. Colocando P, = (x,,¥,), defina h =z — x, e k =y —vy,onde (z,y) € B,.

Como V f(z,,y,) = 0, a férmula de Taylor para f fica

82f
12

o0 f
0x0y

(P)hk + @(P)/& ,

—(P)h* +2—— e

[, y) = f(0,90) =

onde P € B, é da forma (z, %) = (z, + ch,y, + ck) com 0 < ¢ < 1. Coloque

2 2 2
rpy, =L c-2Lp

A=G(P). B=gou(P) 5z (P)

Temos H(P) = AC — B?> > (0 e para k # 0,

f,y) = f(xo,40) = % [Ah? + 2Bhk + Ck?]

R\ 2 h
S [a(E) vantcl.

Assim se pusermos v = h/k vemos que

k2
f(xvy) - f(xmyo) = 5 [AU2+QB’U+C] >0
pois A = (2B)? —4AC = 4(B? — AC) =4H(P) < 0e A > 0.
Se k = 0 entao
1
f(SC,y) - f(xoayo) = §Ah2 Z 0.

Portanto, para todo (x,y) € B, temos f(z,y) — f(x,yo) > 0, isto é, f(z,y) > f(x0,Yo). Isto
demonstra 1.
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2. Considere a funcdo g(x,y) = —f(z,y). Temos %(Po) = 3 L(P,) > 0 e o hessiano
de g é igual ao hessiano de f (os sinais se cancelam nas multiplica¢oes que aparecem no
determinante) e, portanto, pela parte anterior g tem um ponto de minimo local em P,;
conseqiientemente f tem um ponto de méaximo local em P,.

3. Dado ¢ = (h, k) considere a funcao pz(t) = f(P, + tv) = f(x, + ht,y, + kt) onde
t € (—¢,¢) como no item 1. Observe que yz € a restrigdo de f sobre o segmento de extremos
P, —ev e P, + ev. Esta restricao nos fornece a informacao de como é o grafico de f quando
cortado por um plano vertical paralelo ao vetor ¥ e passando por (F,, f(F,)). Usando a regra
da cadeia obtemos ¢(0) = Vf(P,)-Ue

O*f o*f O*f
70) = == (P,)h* + 2 P, —(P,)Kk*.
9011(0) (9332( O)h + 8xay< )hk+ ay ( )k
Coloque
o*f _0*f 0%
A—a2(P) B—m(Po) (S C_a_yQ(PO>

Note que neste caso temos B? — AC > 0. Defina
Q(0) = Q(h, k) = ¢%(0) = Ah® + 2Bhk + CK*.

O que vamos mostrar a seguir é que é sempre possivel escolher direcoes @ e ¥ tais que
©0(0) e ¢%(0) tém sinais opostos. Desse modo, pelo teste da derivada segunda para fungoes
de uma variavel, a restricao de f numa dire¢ao tera um minimo em P, numa dire¢do e um
maximo na outra. Com isto em maos é facil ver que existem pontos arbitrariamente proximos
de P, cujos valores de f sdo maiores do que f(P,) (na diregao de minimo) e outros pontos
onde valores s@o menores do que f(P,) (na direcio de maximo). Isto é o que caracteriza
uma sela. Veja a figura (2.2).

Caso 1: A=0e C =0 e, portanto, B # 0. Temos que Q(1,—1) = —2B e Q(1,1) = 2B
tém sinais diferentes.

Caso 2: A = 0 e C # 0 e, portanto, B # 0. Temos que Q(—C/4B,1) = C/2 e
Q(—3C/2B,1) = —2C tém sinais diferentes.

Caso 3: A # 0. Temos que Q(1,0) = A e Q(B/A,—1) = —[B* — AC]A™! tém sinais
diferentes pois —[B? — AC] < 0.

Deste modo, em qualquer um dos casos é possivel encontrar duas dire¢oes @ e U tais que
©(0) e ¢%(0) tém sinais opostos. Para isto, basta tomar os versores (vetores unitarios) dos
vetores obtidos em cada caso. Por exemplo, no caso (1) tomamos @ = (v/2/2,—v/2/2) e
i = (v/2/2,v/2/2) e assim por diante.

4. Basta considerar as seguintes funcoes f(z,y) = z* +v*, g(z,y) = —z* —y*, h(z,y) =
x* —y*. A origem é ponto critico para todas elas e o hessiano também se anula em todos os
trés casos. Entretanto, a origem ¢ um minimo para f, um maximo para g e um ponto de
sela para h. Isto termina a demonstracao deste teorema.

Observacao 2.2.1 Note que se A, B e C sao nimeros reais tais que AC — B?>>0e A >0
entao C' > 0, pois caso contrdrio teriamos AC < 0 e, portanto, AC — B> < —B% <0, o que
contradiz o fato de AC' — B? > 0. Do mesmo modo se prova que se AC — B? >0 e A <0
entio C' < 0. Assim, os itens 1e2do teorema acima podem ser reescritos substituindo-se

as hipoteses g L(z,y) >0 e o 2(33' y) < 0 por a SL(z,y) >0 e 57 2(3; y) < 0, respectivamente.
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Figura 2.2: Um ponto de sela com as dire¢oes de maximo e de minimo

Antes de enunciarmos o caso geral, relembremos o seguinte fato de Algebra Linear:

Proposicao 2.2.1 Seja A = (aij)nxn wma matriz com coeficientes reais simétrica. Entao
A possui n autovalores reais (contados conforme a sua multiplicidade). Além do mais, po-
demos escolher os n autovetores de modo que formem uma base ortonormal de R™. Em
suma, existem numeros reais \i,...,\, e vetores v1,..., U, tais que Av; = N0, e U; - U; =

0 sei# 7,
—t
vetor coluna vj.

1sei=7
{ J 1 < j < n, onde Av; deve ser entendido como o produto da matriz A pelo

Teorema 2.2.2 (Caso geral) Seja f : A — R uma funcio de classe C* definida num
aberto A C R"™. Suponha que P, € A seja um ponto critico de f. Sejam Ai,..., A\, 0S
autovalores da matriz hessiana de f em P, e H(P,) o hessiano de f em P,. Temos

1. se A\j > 0 para todo 1 < j < n entao P, € um ponto de minimo local de f;
2. se A\j <0 para todo 1 < j <n entao P, é um ponto de mdzimo local de f;

3. se existirem dois autovalores \; e \; com sinais opostos entao P, é um ponto de sela

de f;

4. nos demais casos, isto €,
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(a) N\j >0, para todo 1 < j <n e existe um autovalor \; =0 ou

(b) A; <0, para todo 1 < j <n e existe um autovalor \; =0

nao podemos afirmar nada sobre a natureza do ponto critico P,.

Esbogo da prova Ao invés de usarmos a base canonica de R™ usaremos a base ortonormal
{v1,...,v,} formada pelos autovetores da matriz hessiana de f em P,. Considere a fungao
g(t) = f(P,+ti),onde 0 <t <1, e éum vetor com norma suficientemente pequena. Use
a regra da cadeia e confira que ¢'(0) = V(F,) -4 = 0 e ¢"(0) = (Hess(P,)u) - u. O ponto
a ser observado é que quando @ é pequeno o bastante, o valor de f(P), onde P = P, + 1,
fica préximo a f(P,) + 3(Hess(P,)d) - @ (pense como ficaria a férmula de Taylor para vérias
variaveis).
Com relagao a base adotada, escrevemos u = hyv1 + - - - + h,v,, e, deste modo,

2[f(P) — f(P,)] = (Hess(P,)u) - i = (Hess(P,)(h1v1 + « - - + hypvy)) « (h101 + - - - + hy0y,)

= (hyHess(P,)vi + - - - + h,Hess(P,)vy,) - (hqv1 + -+ - + hyvy)

=Y Nihhyli - 05 = NhE =MbY 4+ Ah2
ij=1 i=1
pelo fato dos vetores serem ortonormais.

Agora, se \; > 0, para todo 1 < j < n temos que \jhf + -+ + A\,h2 > 0 se @ =
hivi + -+ + hot;, # 0. Se A; < 0, para todo 1 < j < n temos que \hT + -+ + \,h2 < 0 se
U= hyv1+ -+ h,v, # 0. Isto leva as conclusdes 1 e 2.

Suponha agora que existam \; < 0 e A; > 0. Tome P, = P,+h;vj, h; # 0e P, = P+ h;v;,
h; # 0. Temos

2[f(P1) — f(P,)] = (Hess(P,)hi;) - (hivi) = Xihi <0

2F(Py) — J(Po)] ~ (Hess(Po)hye) - (y;) = Ah2 > 0.

A partir dai, segue-se 3.

O caso 4 segue de exemplos como no teorema do caso bidimensional. Por exemplo,
considere as fungoes f(zy,--- ,z,) = 2] + 23, g(x1, - ,2,) = —2] — x5 ¢ h(z1, - ,1,) =
x{ — 3 que tém a origem como ponto de minimo, maximo e sela, respectivamente. Note que

nos trés casos, os autovalores sao todos nulos.
Exemplo 2.2.1 Classifique os pontos criticos de
flz,y, 2) =2 =3z +y* + 2% — 22

Temos que
Vf(z,y,z2) = (32" — 3,2y,22 — 2) = (0,0,0)

se e somente se (z,y,z) = (1,0,1) = P, ou (z,y,2) = (—1,0,1) = P,.
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A matriz hessiana de f é

6x 0 O
Hess(z,y,2) = 0 2 0
0 0 2
Desta forma,
6 00
Hess(P1) =10 2 0
0 0 2

e dai segue-se que todos os autovalores sao positivos. Portanto, P; é ponto de minimo local.
Quanto a P», temos

—6 0 0
Hess(P,)=| 0 2 0
0 0 2

Deste modo, P, é ponto de sela pois a matriz hessiana possui um autovalor positivo e um
negativo

Exemplo 2.2.2 Classifique os pontos criticos de
f(z,y, z,w) = 20y + 2yz + y* + 2% — 2w°.
Temos que
Vfi(x,y,zw)= 2y, 2x + 2y + 22,2y + 2z, —4w)) = (0,0,0,0)

se e somente se (z,y,z) = (0,0,0,0) = P. Temos

020 0
222 0
Hess(Py) = 02 92 0
000 —4
O polinomio caracteristico desta matriz é
-A 2 0 0
B 2 2—-X 2 0 _ 3 2
p(A\) = det 0 9 9_\ 0 =4+ NN — 4N — 41 +8).
0 0 0 —4-A

Note que Ay = —4 < 0 é um autovalor da matriz acima. Como p(1) =5 > 0e p(2) = —48 <
0, vemos que existe Ay € (1,2) tal que p(A\y) = 0, ou seja, existe também um autovalor
positivo. Portanto, F, é um ponto de sela.

Vejamos que o teorema 2.2.2 no caso n = 2 é equivalente ao teorema 2.2.1. Para tanto,
usaremos a notacao

P, O

2
- _Pm — 3 9 a f
0x? 0y?

A —
0x 0y

p, C P, ¢ H=AB-C(C2
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- (2 )

e, portanto, o seu polindmio caracteristico é dado por

Coloque

p(N) =N - (A+B)+AB-C*=X - (A+B)+H
e tem como raizes os nimeros reais
A+ B+VA W _A+tB-VA
- 2 ¢ 2
onde A = (A+ B)? —4H = (A — B)*> +4C* > 0.
Vamos supor que a hipétese de 1 do teorema 2.2.1 seja valida, isto é, A > 0e H > 0.

Queremos mostrar que A\; e My sao positivos. Como H = AB — C? > 0 devemos ter
AB > (C? > 0. Como A > 0 entao B > 0. Logo,

A

A+ B
>\12+

Também,
H>0= AB > (C? = 4AB > 4C? = 2AB > 4C% — 2AB

= A*+ B>+ 2AB > A*+ B* +4C? - 2AB = (A - B)* +4C* = (A+ B> > A

_A+B-VA

= A+B=|A+B|>VA= ) 5

> 0.
Reciprocamente, se A\; e Ay sao positivos

~A-B<VA<A+B=VA<|A+B|=A=(A+B)?—4H < (A+B)>= H > 0.

Dai, AB > C? > 0 e, portanto A e B tém o mesmo sinal. Se fosse A < 0 entdo B < 0 e
teriamos

A+B-vVA _A+B
= < <
2 -2
um absurdo. Portanto, se A\; e Ay sao positivos devemos ter A > 0 e H > 0, que sdo as
hipdteses de 1 do teorema 2.2.1.
Agora, se H > 0 e A < 0 entao, como anteriormente, vemos que devemos ter B < 0, e
dai segue que

AQ 07

_A+B-VA _A+B

A < 0.
2 2 = 9

Também, como antes,

A+B+¢Z<

H>0= (A+B)?>A= —(A+B)=|A+B|>VA= )\ = 5

0.

Reciprocamente, se A\; e Ay sao negativos também temos

VA< |A+B|=H>0
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e, portanto, A e B tém o mesmo sinal. Se fosse A > 0 deveriamos ter B > 0 e isto implicaria

que
A+ B

>\12 >07

uma contradi¢ao. Isto mostra a equivaléncia das hipéteses entre os segundos itens dos dois
teoremas.
Suponha agora que H < 0. Temos

AB<(C?=...= (A+B?<VA=|A+B|<VA=-—VA<A+B<VA

)\1:—A+B2+\/Z>O
)\2:@<0_

Assim, Ay < 0 < \q.
Reciprocamente, se Ay < 0 < \; entao

A+B—VA <0< A+B+VA = |A+B| < VA = (A+B)? < A = (A+B)*~4H = H < 0.
Agora,
H=0oA=(A+B?-4H=(A+B?aVA=[A+B|< X\ =0 ou X=0.

Isto termina a prova da equivaléncia entre os teoremas 2.2.1 e 2.2.2 no caso bidimensional.

O teorema a seguir, que ¢ um resultado de Algebra Linear, fornece uma condigao ne-
cessaria e suficiente para decidir se uma matriz simétrica apresenta todos os autovalores
positivos ou todos negativos.

Definicao 2.2.2 Seja A = (a;;) wma matriz de ordem n. O menor principal de ordem
1 < k < n da matriz € definido como o determinante da sub-matriz A, = (aij)lgigk e
1<5<k

denotado por my(A).

Teorema 2.2.3 Seja A = (a;;) wma matriz simétrica de ordem n.

1. A fim de que todos os autovalores de A sejam positivos € necessario e suficiente que
my(A) > 0 para todo 1 < k < n.

2. A fim de que todos os autovalores de A sejam negativos € necessdrio e suficiente que
my(A) < 0 para todo k impar, 1 <k <n e mg(A) > 0 para todo k par, 1 < k <n.

Obs. A parte 2. segue de 1. notando que my(—A) = (—1)*my(A).

2.3 Exemplos

Exemplo 2.3.1 Deseja-se construir uma caiza sem tampa com a forma de um paralelepipedo
retangular com um certo volume V. Determine as dimensoes da caira para que se gaste o
minimo de material possivel.
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Denotemos por = e z as dimensoes da base da caixa e por y a sua altura. Desta forma
V = xyz e a area total da caixa é A = 2yx + 2yz + xz. Logo, como V é dado, temos

vV oV
Alz,y) =22y +2—+ —.
Ty

Nosso problema se resume em achar o ponto de minimo de A. Note que a regiao em que
estamos trabalhando é z > 0 e y > 0.
Vamos procurar os pontos criticos de A :

2y —2% =0
2 — L =0

y
ou seja,
yrt =V
20y =V

Logo 2y = x e voltando as equacoes, obtemos x = v2V, y = ¢/V/4d e 2 = v2V.

Agora,
4V 2
== 2 8V
:det (x23 2\/)2——4
y3 T

Assim H(V2V,$/V/4) = 12 > 0 e %(W, Y V/4) = 2 > 0. Logo, pelo critério do
hessiano vemos que (v/2V, §/V/4) é um ponto de minimo local de A. Na verdade, trata-se
de um minimo global. A verificacao pode ser vista da seguinte maneira. Para cada y > 0
fixo a funcao

A 9%A

_ Oz2 ozo
H(z,y) = det | 57, 7
Oydx  Oy?

(z,y)

vV Vv

= +00 e ele ocorre

possui um minimo global pois lim, o1 A,(z) = 400 e lim,_, 4o A,(2)
= 0). O valor minimo ¢é

em z = /V/y (note que esta é a tinica solugao de %2 (z,y) = Al (z)

m(y) = A,(\/V/y) = A/ V/y,y) = 4/Vy + V/y. Logo,
Az, y) = Ay(z) > m(y).

Por outro lado, a funcao m(y), que representa o minimo de A, para cada y > 0 fixado,
também possui um minimo global, pois lim, o4 m(y) = +o00 e lim, . m(y) = +0oo e este
minimo ocorre para y tal que m’(y) = 0, isto é, quando 2,/V/y — V/y* = 0, ou seja, quando

y = /V/4 Isto nos dé & = \/V/y = \/V/(/V/4) = ¥/2V. Assim, para todo z > 0 ey > 0,
temos
Afe,y) = Ayfx) > miy) > m(YV) = A(VIV, V7).

Portanto, (v/2V, {/V/4) é um ponto de minimo global. Finalmente, as dimensoes da caixa

Sao
=2V, y=<3V/4 e z=vV2V.
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Exemplo 2.3.2 Classifique os pontos criticos da func¢ao
flz,y) = o* + y* — 207 — 2%
Vamos procurar os pontos criticos de f :
43 —dr =4dx(x —1)(x+1)=0
{4y3 —dy=4yly—-1Ly+1) =0
que nos fornece as seguintes solugoes

P =(0,0)  P,=(0,
Py=(1,0)  P=(1,
Py =(-1,0) P=(-11) Py=(-1,-1).

O hessiano de f em (z,y) é dado por

1222 — 4 0
( 0 12,7 — 4> =16(32* — 1)(3y* — 1).

PlHP) | ZL] Pé | f(P)
P 16 | —4 | max. loc. 0
b —32 sela -1
P —32 sela —1
P, —32 sela -1
P 64 8 | min. loc. —2
B 64 8 | min. loc. -2
P —-32 sela -1
B 64 8 | min. loc. —2
B 64 8 | min. loc. —2

A figura (2.3) mostra os pontos criticos de f e a curva de nivel —1 referente aos pontos
de sela.

A figura (2.4) mostra o grafico de f.

Observe que P; é apenas um ponto de maximo local pois, por exemplo f(2,0) =8 >0 =
f(Py). Porém, os pontos de minimo local sdo na verdade pontos de minimo global. Nestes
pontos f tem o valor —2 e assim para todo (z,y) temos

flay)+2=a"+y' =222 =2y +2 = (z* = 22>+ 1)+ (y' —2y°+1) = (2" = 1)°+(y* —1)* > 0,

portanto, f(x,y) > —2.

2.4 Extremos de funcoes em regioes fechadas e limita-
das

Assim como ocorre com funcoes de uma variavel, uma funcao de varias varidveis nao precisa
atingir pontos de maximo ou de minimo. Um exemplo bem simples é dado pela funcao
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Figura 2.3: pontos criticos de f e a curva de nivel —1

f: R* - R dada por f(x,y) = x + y. Esta fungao nao possui méximo nem minimo e, a
bem da verdade, nem possui pontos criticos. O préximo teorema que serd apenas enunciado
sem demonstracao garante em que condi¢oes uma fungao atinge seu maximo e seu minimo.
Antes de enuncia-lo lembremos que um subconjunto K C R™ é chamado de compacto se for
limitado (isto é, se “couber”dentro de uma bola) e fechado (isto é, se todos os pontos da sua
fronteira pertencerem a ele).

Teorema 2.4.1 Seja K C R™ um compacto. Se f : K — R for continua entao existem
pontos Py, Py € K tais que f(P) < f(P) < f(P,) para todo P € K. Em outras palavras, P
¢ ponto de minimo de f em K e Py € ponto de mdximo de f em K.

Observacao 2.4.1 Nem P, nem P, precisam ser unicos com tais propriedades.

Observacgao 2.4.2 Se K € compacto e f : K — R € diferencidvel entao pelo teorema 2.4.1
ezxistem pontos de mdxrimo e minimo e para localizd-los podemos procurar os pontos criticos
no interior de K (isto é, nos pontos de K que nao fazem parte da fronteira) e analisar numa
maneira conveniente os valores de f sobre a fronteira de K. Note que nao hd necessidade de
utilizarmos o teste do hessiano nos pontos criticos se estivermos interessados em localizar
0s pontos de mdximo e minimo (globais) pois, basta testar a fungdo em todos os pontos
criticos (que estao no interior de K ) e sobre aqueles extremos que foram encontrados sobre a
fronteira de K. Enfatizamos que podem ocorrer extremos de f na fronteira e estes
extremos nao serem pontos criticos de f.
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Figura 2.4: gréafico de f

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 2.4.1 Determine os extremos de f(x,y) = x> + y> — 3z — 3y sobre o conjunto
K={(z,9);0<z<2elyl <2}

Note que K é compacto, f suave (C*) e pelo teorema 2.4.1 atinge méximo e minimo.

A regiao K é um retangulo como mostra a figura 2.5.
Vamos procurar os pontos criticos de f : no interior de K

322 -3=0
32 —-3=0

cujas solugoes sao

P | (x,y) |interior K | f(P)
P (1,-1) € 0
B 1) € —1
Bl (=11 ¢
Py (_17 _1) ¢

Desse modo, devemos considerar como solugoes apenas os pontos P e Ps.
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Figura 2.5: regiao K

Passemos agora a andlise de dos valores de f sobre a fronteira de K. Dividiremos em
quatro casos, cada qual contemplando um lado do retangulo (ver figura 2.5.)

caso 1: Lado ¢; = {(0,y); =2 < y < 2}. Neste lado a fungao a ser estudada é g,(y) =
f(0,y) = y* — 3y com —2 < y < 2. Note que g;(y) = 3y*> —3 = 0 implica em y = —1
ouy = 1. Temos f(0,—1) = g1(—1) = 2 e f(0,1) = ¢1(1) = —2. Nao podemos esquecer
de testar g; nos extremos do intervalo de variagao de y, isto é, nos pontos —2 e 2, obtendo
£0,-2) = gi(—=2) = 2 ¢ £(0,2) = 1 (2) =2

caso 2: Lado ly = {(2,y); =2 < y < 2}. Neste lado a func@o a ser estudada ¢ go(y) =
f(2,y) =2+ y>—3y com —2 < y < 2. Como g = 2 + g; obtemos os mesmos valores de
y, porém lembre que aqui # = 2. Deste modo, f(2,—1) = go(—1) =4, f(2,1) = g2(1) = 0,
f(2,-2) = g2(=2) = 0, f(2,2) = 92(2) = 4.

caso 3: Lado l3 = {(2,2);0 < x < 2}. Neste lado a funcao a ser estudada é gs(z) =
2> —3x+20 < 2 < 2 que tem a mesma representacao da funciao do caso 2 mas estd
definida num dominio distinto. Assim, devemos descartar o ponto x = —1 que embora seja
solugao de g4(z) = 0 , nao pertence a intervalo [0,2]. Ficamos com f(1,2) = g3(1) = 0,
f(0,2) = g3(0) =2 e f(2,2) = g3(2) = 4.

caso 4: Lado £; = {(x, —2);0 < x < 2}. Neste lado a fungao a ser estudada é g4(z) = 23—
3r—20 <z <2 Como g4 = g3 —4 obtemos os mesmos valores de z, porém lembre que aqui
y = 2. Deste modo, f(1,-2) = ga(1) = —4, f(0,-2) = g4(0) = =2 e f(2,-2) = g(2) = 0.

Resumindo,
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(z,y) | flz,y)
T, -1) 0
1, 1) i
(0,—1) 2
(0,1) —2
(0, —2) ;)
(0,2) 2
2, —1) 1
2.1) 0
2, —2) 0
(2,2) 1
(1,2) 0
(1,-2) 4

obtemos que o méximo de f é 4 e ocorre nos pontos (2,—1) e (2,2), ambos na fronteira de
K, e o minimo é —4 e ocorre nos pontos (1, 1), no interior de K, e (1, —2), na fronteira de
K.

Exemplo 2.4.2 Determine os extremos de f(x,y) = xy sobre o conjunto K = {(z,y); x> +
2
y* <1}

Como no exemplo anterior, K é compacto (um disco fechado), f suave (C*) e pelo teorema
2.4.1 atinge méximo e minimo.
Os pontos criticos de f no interior de K

y:
r=0 "

cuja tnica solucao é (0,0) e o valor de f neste ponto é 0.
Analisaremos na fronteira de K :

{(z,y);2% +3?> =1} = {(cost,sent); 0 < t < 27 }.

Assim, a funcdo a ser considerada é g(t) = f(cost,sent) = costsent = £ sen2t, 0 < ¢ < 2.
Note que as raizes ¢'(t) = cos2t = 0 com 0 < t < 27 sdo w/4, 37/4, bn/4 e T /4. Temos
g(m/4) = 1/2 = g(5n/4) e g(n/4) = —1/2 = g(Tn/4). Além do mais, nos extremos temos
9(0) = g(2m) = 0.

Reunindo os resultados encontrados no interior e na fronteira de K vemos que o maximo
de f é1/2 e o minimo é —1/2. O valor méximo é atingido nos pontos referentes aos valores
de t = m/4 e t = 57/4 que correspondem aos pontos (v2/2,v2/2) e (—v/2/2,—/2/2),
respectivamente. O valor minimo é atingido nos pontos referentes aos valores de t = 37 /4 e
t = 7m/4 que correspondem aos pontos (—v/2/2,v/2/2) e (v/2/2, —+/2/2), respectivamente.
Todos estes pontos se encontram na fronteira de K.
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O problema de um vinculo

3.1 Introducao

Suponha que f e g sejam funcoes de duas variaveis com derivadas parciais continuas em um
aberto de A C R%. O problema que passaremos a estudar é encontrar os extremos da funcao
f quando esta estd sujeita a condi¢ao que g(x,y) = 0. Isto é, queremos encontrar os pontos
(x,y) dentro do dominio de f e restritos ao vinculo (ou condi¢do lateral) g(z,y) = 0 que
maximizem ou minimizem os valores de f.

Note que o vinculo g(z,y) = 0 representa uma curva de nivel da fun¢ao g, que assumire-
mos ser tal que Vg # 0. Para cada t € R a equagao f(z,y) = t também representa uma curva
de nivel da funcao f e variando ¢ obteremos uma familia de curvas de nivel de f. Se uma tal
curva de nivel de f, digamos de nivel t,, intercepta a curva g(z,y) = 0 transversalmente, isto
é, de modo que uma nao seja tangente a outra, ou ainda, os vetores V f(z,y) e Vg(z,y) sdo
linearmente independentes no ponto de intersecgao, entao para valores de t préximos a t, a
curva de nivel f(z,y) = t também interceptard g(z,y) = 0. Isto significa que ¢, nao pode
ser valor de minimo nem de méaximo de f sobre o vinculo. Desta maneira, f sé pode atingir
um valor extremo (maximo ou minimo) sobre a curva g(z,y) = 0 num determinado ponto
P, = (z,,Y,) se a curva de nivel f(x,y) = f(P,) for tangente a g(x,y) = 0 em P,, ou seja,
se Vf(P,) = A\Vg(FP,) para algum \.

Note que as observacoes acima podem ser verificadas da seguinte forma: Suponha que
a curva g(x,y) = 0 seja representada na forma paramétrica por v(t) = (x(t),y(t)), tal que
v (t) # 0. Sobre esta curva, a funcao f ¢é dada por ¢(t) = f(x(t),y(t)). Deste modo, para
analisar os extremos de f sobre g(z,y) = 0 basta encontrar os extremos de ¢ que é uma
fungao de uma varidvel. Supondo que t € (a,b) entdo um extremo de ¢, caso exista, deve
ocorrer em algum t, tal que ¢'(t,) = 0. Mas

' (t) = 0o f(x(t), y(£))2' (t) + Oy f (w(t), y(£))y'(t) = V f(2(1),y(t)) - 7 (2).

Assim, substituindo em ¢ = ¢, e colocando P, = (x(t,),y(t,)), vemos que V f(P,)-~'(t,) = 0,
ou seja, v'(t,) deve ser ortogonal a V f(P,). Como V f é ortogonal as curvas de nivel de f,
segue-se que em P, as curvas de nivel g(z,y) = 0 e f(z,y) = f(x,,Yy,) devem ser tangentes
e, portanto, V f(P,) = A\Vg(P,) para algum .

Observe que as condigoes V (2o, Yo) = AoV g(Z0,Yo) para algum A, e g(z,,9,) = 0 s@o
equivalentes a que (Z,, Yo, Ao) s€ja um ponto critico da fungao de trés variaveis dada por

29
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2_.

L9

Figura 3.1: g(z,y) = 0 representada em azul e algumas curvas de nivel de f(x,y) =1

h(z,y,\) = f(z,y) — Ag(x,y). De fato, (x,, y,, Ao) é um ponto critico de h se e somente se

Oh

%(l‘m Yo, )\o) = %(3307 yo) - )\o%@:oa yo) =0
0 p)
%Z(xm Yo, )\o) = 8_5(3707 yo) - )\oa_Z(xoa yo) =0
%(xo; Yo, Ao) = —9(T0,Yo) = 0
mas as duas primeiras equagoes acima sdo equivalentes a V f(z,,9o) = AVg(T0,¥o) € a

terceira a g(x,,y,) = 0.

O raciocinio acima pode ser aproveitado para o caso de mais variaveis. Vejamos quando
f e g sao funcoes de trés yaridaveis satisfazendo as mesmas hipoteses anteriores, isto é, sao
fungoes de classe C' e Vg # 0. Esta ultima condigao garante que g(z,y, 2) = 0 define uma
superficie nivel S tal que para cada P, € S existem duas curvas v; : (—¢,e) — S, j = 1,2,
tais que v1(0) = 12(0) = P, e 71(0) e +5(0) sao linearmente independentes (veja a figura 3.2).

Se P, = (%o, Yo, 2,) € um extremo de f restrita a condigao g(z,y, z) = 0 entdo as fungoes
01(t) = f(n(t)) e pao(t) = f(12(t)) também alcangarao um extremo quando ¢ = 0, corres-
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Figura 3.2: Superficie de nivel g(z,y,z) = 0 contendo duas curvas cujos vetores tangentes
sao linearmente independentes.

pondente a v, (0) = 72(0) = P,. Derivando obtemos as relagoes
VI(F)-7%0)=0 e Vf(F) 1,(0) =0

Como 71(0) e v4(0) s@o linearmente independentes, vemos que V f(Fy) deve ser ortogonal
ao plano gerado por estes dois vetores em P,, que nada mais é senao o plano tangente a
superficie g(z,y,z) = 0 em P,. Como Vg(P,) # 0 é ortogonal a este plano, segue-se que
Vf(P,) = A\Vg(P,) para algum A, € R. Este resultado se estende para n varidveis e o
argumento a ser usado é andlogo, bastando tomar n — 1 curvas contidas g(P) = 0 passando
por um mesmo ponto e cujos n — 1 vetores tangentes formam um conjunto linearmente
independente.

3.2 Teorema do multiplicador de Lagrange

Teorema 3.2.1 (Multiplicador de Lagrange) Sejam f e g fungées de classe C* defi-
nidas num aberto de R™. Suponha que Vg(P) # 0, P € A. A fim de que P, € A seja
um extremo de f restrita ao vinculo g(P) = 0 é necessdrio que exista A\, € R tal que
Vf(P,) = AVg(P,) e g(P,) =0, ou seja, o ponto (P,,\,) € A xR é um ponto critico da
fungao h(P,\) = f(P) — A\g(P).
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3.3 Exemplos

Exemplo 3.3.1 Encontre o ponto sobre o ramo de hipérbole xy = 1, x > 0 mais proximo
a origem.

A funcao a ser minimizada é d(x,y) = /22 + y? sujeita ao vinculo g(z,y) = zy —1 = 0. Um
fato simples é que se (z,y) é um ponto que satisfaz o vinculo e minimiza a fungao h entao
este mesmo ponto minimiza a funcao f = h?, e reciprocamente. Esta pequena observacao
facilita nos célculos das derivadas parciais, pois basta trabalharmos com f(z,y) = 2%+ que
nao envolve radicais. Nosso problema se resume a encontrar o minimo de f(z,y) = 2% + y*
sujeita a condicao g(x,y) = xy — 1 = 0. Pelo teorema 3.2.1 um ponto que satisfaz estas duas
condicoes deve satisfazer, para algum A, as equagoes

2r = \y 2r = N\ /2
Vf(z,y) = AVg(z,
T prmng
NEY zy=12>0 zy=12>0
A=—-2o0ul=2 A=2 A= -2
{2y =\x =T =y ou r==-Y
zy=1,2>0 zy=12>0 zy=1, x>0

mas o tltimo caso nao possui solucao pois deveriamos ter —2? = 1. Assim, a unica solucao
corresponde a A =2 e é (z,y) = (1,1).

Afirmamos que (1,1) é realmente um ponto de minimo de f sobre o ramo de hipérbole.
De fato, se zy = 1 e x > 0 entao

1 4_22 1 2_12
f(if,y)—f(l,l):x2+y2—2:x2+—_2:x 7 :(:c )

> ()
2 2 2

Y

isto é, f(x,y) > f(1,1) = 2, para todo ponto (z,y) sobre o ramo de hipérbole xy = 1, x > 0.
Note, porém, que a distincia minima, é /2, ou seja, é dada por g(1,1) = v/f(1,1).

Exemplo 3.3.2 Determine o ponto sobre a a reta x + 2y = 1 cujas coordenadas tenham o
produto mdximo.

A fungao a ser maximizada é f(z,y) = xy sujeita ao vinculo g(z,y) =z + 2y — 1 = 0. Pelo
teorema 3.2.1 um ponto que satisfaz estas duas condicoes deve satisfazer, para algum A, as
equacoes

=A
{V(f(x,)yzo V(. y) = QT =2\ = =2\ = qrx=1/2
g\r,y) = r+2y=1 AN =1 y=1/4

Logo, o ponto procurado é (%, i)
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Afirmamos que (1, 1) é realmente um ponto de méximo de f sobre reta. De fato, se
x + 2y = 1 entao

floy) = f1/2,1/4) =ay —1/8 = (1 - 2y)y — 1/8 = —2" +y — 1/8 = —2(y — 1/4)’
isto é, f(z,y) < f(1/2,1/4) para todo (x,y) sobre a reta z + 2y = 1.

Exemplo 3.3.3 Determine o paralelepipedo retangulo de volume mdximo, com arestas pa-
ralelas aos eiros coordenados, inscrito no elipsoide

2

N

=1.

oy
4+9+1

(e}

Representando por (z,y, z) o vértice do paralelepipedo no primeiro octante (x,y, z > 0)
vemos que o seu volume é expresso por V(z,y,z) = 8zyz. Assim, devemos encontrar o
maximo da fungao V restrita a condigao g(x,y, z) = % + % + % —1 = 0. Como o elipséide é
um conjunto fechado e limitado de R3, isto ¢, ¢ um conjunto compacto, entdao ja sabemos que
V' atingird um méaximo e um minimo sobre ele. Desta forma, basta utilizarmos o teorema
dos multiplicadores de Lagrange e dentre os possiveis pontos que encontrarmos ao resolver
o sistema, tomar aquele que dé o maior valor para V. Lembrando que basta considerar
x,y,z > 0, temos

Ne)

8
[N
]

2 x
Byz =% Ty =T
8rz = 2 2 _ 4z 22 — Ay2
] _ >\9 - xz ZSy 2y
z;y _2§ 2 % 9_5 2 l_g B 32 2
TH5+E=1 THE5+E=1 TH5+E=1
y2 :E2 y2 o :E2
9T 4 9~ 4
2% = 4a? 2% = 42° 44/3
< 22 y2 — 22 y? — (I’,y, ) - ( \3/_7\/§a \3/_)
6~ 9 6 9
x2 x2 x? _ 2
T+HET+5 =1 T =5
Portanto, o paralelepipedo procurado tem com vértices os pontos
2V/3 44/3 zJ' 4f
Plz(Ta\/gaT>7 PQZ( \/_ )
2v/3 44/3 2f’ 43
Py=(—,—Vv3, — P=(———,—V3, —
3 ( 3 ) ) 3 )a 4 ( 3 ; 3 )7
2V/3 44/3 2f_ %F
o= (F25V3,-200), R= (-5 VB -,
mf 4J’ 2ﬁ§ %@
P7 ( \/_ ) PSZ(_ 3 7_\/_7_ 3 )7

com volume igual a V(T, V3, 4\Tf) =8 %g /3 %g 64*[ unidades de volume.
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Exemplo 3.3.4 Encontre o ponto sobre o plano ax+by+ cz+d = 0 mais prérimo ao ponto
P,(%o, Yo, 20). Encontre também esta distancia.

Como no exemplo 3.3.1 basta minimizar a fungao f(z,y, 2) = (x—0)*+(y—yo)?+(2—2,)?
sujeita & condigao g(x,y,z) = ax + by + cz +d = 0.

2(x — x,) = Aa T =22+ 1z,
— _Xb
2(y_yo>_)‘b y_?"i_yo
— _ Ac
2(z — z,) = Ac z2=%+2
ar+by+cz+d=0 ar+by+cz+d=0
xr = % + Zo xr = % + x,
Ab Ab
y==5 + Yo Yy== + Yo
_ Xc _|_ _ A
Z = D) 2o Z = 5 + 2,
A2 2 2 _ A axo+byo+czo+d
5(a® 4+ b+ %) 4+ axy + by, +czo +d =0 5= T e
_ a’z,+aby,+aczo+ad _ b(bxo—ayo)+c(cro—azo)—ad
=2 — a24+b24c2 Tr = a2+ b24c2
_ bax,+b2yo+bczo+bd _ a(ayo—bzo)+c(cyo—bzo)—bd
— 3 Y = Yo — a2fb2+c2 = \y= - ;2+b2+co2 -
o cazo+cbyo+c?zotcd _ a(azo—cxo)+b(bzo—cyo)—cd
2= %o — Q2212 z = 2212

e a distancia é dada por

\/f(l‘, Y, Z) = \/(l’ - xO)Q + (y - yo)2 + (Z - 20)2 =

mm: ‘ax0+byo+czo+d|'
2 Va?+b% 4+ c?




Capitulo 4

O problema de dois vinculos

4.1 Teorema dos multiplicadores de Lagrange

Vamos considerar o problema de achar os extremos de uma fungao de trés variaveis f(z,y, z)
sujeita as condigoes g(z,y,2) =0 e h(z,y,2) = 0.

Teorema 4.1.1 Seja A C R3 um aberto. Suponha que as funcoes f,g e h : A — R sejam
de classe C'. Seja B = {(x,y,2) € A;g(x,y,2) = h(z,y,2z) = 0} e suponha que o0s vetores
Vg(z,y,z) e Vh(x,y, z) sejam linearmente independentes em B. Entao, se (o, Yo, 20) € um
extremo de f restrita a B, existem constantes \ e p tais que

V (%o, Yo, 20) = AVG(Z0, Yo, 20) + LV R(Z0, Yo, Z0).

Prova: Seja P, = (x,,Y,, 2,) um extremo de f sobre B. Vamos assumir que P, é um
ponto de maximo de f sobre B. A condicao que os gradientes de g e h sao linearmente
independentes em B garante que os pontos de B proximos a P, podem ser descritos por uma
curva sua suave (t) = (x(t),y(t), z(t)) com —e < t < e satisfazendo (0) = P,, v/(0) # 0
e g(t) = f(yv(t) < f(v(0)) = f(P,). Assim, a funcao g que é escalar e de uma varidvel
atinge um maximo em t = 0 e, portanto, devemos ter ¢’(0) = 0. Mas, pela regra da cadeia,
g'(t) = Vf(y(t)) -+ (t) e, assim, ¢'(0) = Vf(P,) -+7'(0) = 0. Como a y(t) € B para todo
t € (—¢,¢), temos que g(y(t)) = 0 = h(y(t)). Derivando estas duas ultimas igualdades (use
a regra da cadeia) e colocando ¢ = 0, obtemos que Vg(P,) -7'(0) = 0 e Vh(P,) -7'(0) = 0.
Desta forma, vemos que o vetor nao nulo 7/(0) é ortogonal aos vetores Vg(P,) e Vh(P,) e
como estes dois ultimos sao linearmente independentes, o conjunto {7'(0), Vg(P,), Vh(P,)}
forma uma base para o R?. Logo, existem constantes \, u e v tais que

Vf(P,) = AVg(P,) + pVh(P,) + vv'(0)
o que implica em
0=Vf(P,) -~ (0) = AVg(R,) - 7' (0) + uVh(P,) - '(0) + v7'(0) - 7'(0) = v[|5' (0)]]?,

onde ||7/(0)|| denota o comprimento do vetor 7/(0) que é ndo nulo. Portanto, v = 0 e obtemos
0 que queriamos provar, isto é,

Vf(FP,) = AVy(F,) + pVh(F,).
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Figura 4.1: Interseccao das duas superficies g(z,y,2) = 0 e h(z,y,2z) = 0 com os vetores
normais

Exemplo 4.1.1 Determine os semi-eizos da elipse dada pela interseccao do cilindro x* +
y> =1 com o plano x +y + z = 0. (veja a figura 4.2).

Como plano passa pela origem e o eixo do cilindro é dado por x = y = 0, vemos que
o centro da elipse é a origem. Assim, precisamos encontrar os pontos sobre a elipse que
estao mais préximos e mais afastados da origem. Tendo em vista observagoes anteriores,
basta encontrarmos os extremos de f(z,y,z) = x* + y*> + 2% (0 quadrado da distdncia)
sujeita aos vinculos g(z,y,2) = 22 +y* =1 =0¢e h(z,y,2) = 2 +y + 2 = 0. Note que
Vh(z,y,z) =1+]+ ke Vgl(x,y,z) = 2xi + 2yj sio claramente linearmente independentes:
basta observar a componente de k dos dois vetores.

Pelo teorema 4.1.1 os extremos de f sujeita aos vinculos devem satisfazer para algum A
e algum p as equagoes

1
(27 = 2z + p (2(1 — Nz = p
Vf(x,y,z) = AVg(z,y,2) + uVh(z,y,2) 2y =2\y + i 20 =Ny =pn
g(x,y,z) =0 = 2z2=yp = 22=p
h(z,y,2) =0 4yt =1 2?24+t =1
(z+y+z2=0 (T Ty +z=

Assim, (1 — ANz = (1 — Ay que para A # 1 nos fornece x = y. Pelas restrigoes
(vinculos) obtemos z = —2z e 2z? = 1 que resultam nos pontos P, = (‘/75, */75, —2) e
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-

Figura 4.2: Interseccao de um cilindro com um plano

Agora, se A =1 entao u = 0 e, portanto, z = 0. Desta forma, os vinculos se reduzem a

{z:yy::()l {E,{iﬂ;ii = (z,y) = (g —g) ou (z,y) = (_g g),

dando os pontos P = (?,—%,0) e Py (—72, 2,0). Temos f(P) = f(P2) = 3 e
f(P3) = f(Py) = 1. Assim, o semi-eixo maior ¢ dado pelo segmento OP; ou OP, ¢ tem
comprimento igual a v/3 e o menor é dado pelo segmento OP; ou OP; e tem comprimento

igual a 1. Os vértices da elipse sao os pontos P; a Pj.

Exercicio 4.1.1 Considere dois planos concorrentes dados pelas equagoes ax+by+cz+d = 0
ear+ PBy+yz+0d=0. Note que a condzgao de serem concorrentes se traduz em que 0s
vetores normais aos planos ai+ b] +ck e i —i—,@’j —|—’yk sao linearmente independentes. Dado
um ponto P, = (2, Yo, 2,) utilize o teorema 4.1.1 para encontrar o ponto (x,y,z) contido na
intersec¢ao dos planos dados (uma reta) que estd mais proximo a ele. Encontre também esta
distancia.
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Capitulo 5

Transformacoes

5.1 Definicao e Propriedades Basicas

Chamaremos de transformagao a uma funcao definida em um subconjunto A de R" e que
assume valores em R™. Assim, uma transformacao pode ser pensada como uma funcao de
varias variaveis a valores vetoriais. Escreveremos T': A C R” — R™ com

T(xy,...,xn) = (Th(z1, ..y xn)y oo T2, .oy 2))

ou, de forma abreviada,

T(P) = (Ty(P),..., Tm(P))

AS fllIlC(N)GS T : A — R, 7=1....msao Chamadas de fllIlC(N)eS C()()rdenadas (1& transf()rmacé()
5 J ) ) ) 3 b4
T.

A soma e multiplicagao por um escalar sao definidas de maneira natural.

Definigcao 5.1.1 Se T e S sao transformagoes definidas num dominio comum A C R" e
assumem valores em R™, definimos (T + S)(P) = T(P) + S(P) e, para cada escalar A,
(AT (P) = \T(P).

Definicao 5.1.2 A composta de duas transformacoes T : ACR* - R™ eS: B CR™ —
R? tais que T(A) C B € definida como sendo a transformag¢ao SoT : A C R* — RP dada
por SoT(P)=S(T(P)), P € A.

Definicao 5.1.3 Sejam A C R™ e B C R™. Dizemos que a transforma¢aol : A — B €
invertivel se existir uma transformacgdio S : B — A tal que S o T(x) = x para todo x € A e
T o S(y) =y para todo y € B.

Exercicio 5.1.1 Prove que se T € invertivel entdao sua inversa € unica.

Definicao 5.1.4 A inversa de uma transformacao invertivel T é denotada por T—*.

Exercicio 5.1.2 Mostre que se T : A — B e¢ S : B — C sao invertiveis entdo a composta
SoT:A— C ¢éinvertivel e sua inversa é dada por T—' o S™1.

39
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Proposicao 5.1.1 Uma transformacao é invertivel se e somente se for bijetora, isto €,
injetora e sobrejetora.

Prova: Exercicio. |

Definigao 5.1.5 Seja T : A C R™ — R™. Dizemos que T € continua em P, € A se para
cada € > 0 ezistir 6 > 0 tal que para todo P € A satisfazendo ||P — P,|| < § implicar em
IT(P) ~ T(P,)| < =

Se T for continua em todos os pontos de A dizemos que T € continua em A.

Note na definigdo acima o simbolo || - || representa tanto a distancia em R"™ quanto no R™.

Proposicao 5.1.2 Sejam T : A C— R™ ¢S : B C R™ — R? tais que T(A) C B. Se T ¢
continua em P, € A e S é continua em T(P,) € B entdo a composta S oT € continua em
P,

Prova: Como S é continua em T'(P,), dado € > 0 existe d; > 0 tal que para todo QQ € B
satisfazendo ||Q — T'(P,)|| < 01 tem-se ||S(Q) — S(T(P,))|| < e. Como T é continua em P,
existe § > 0 tal que para todo P € A satisfazendo ||P—F,|| < 0 tem-se ||T'(P)—T(P,)|| < 01.
Combinando as desigualdades obtemos que ||S(T(P)) — S(T(FP,))|| < € para todo P € A
satisfazendo ||P — B,|| < ¢. ]

Proposicao 5.1.3 A fim de que uma transformacao T : A C R™ — R™ seja continua em
P, € A € necessdrio e suficiente que cada fungao coordenadaT; : ACR" =R, j=1,...,m
seja continua em P,.

Prova: Suponha que T seja continua em P,. Considere, para cada j = 1,...,m, a funcao
7 : R™ — R dada por 7;(y1, ..., ym) = y;. m; € claramente continua pois ¢é linear. Note que
T; = m;joT e pela proposicao 5.1.2 segue-se que 7} é continua.

Suponha agora que cada T}, j = 1,...,m seja continua. Assim, dado € > 0 existe d; > 0
tal que para todo P € A satisfazendo ||P — P,|| < ¢; tem-se |T;(P) — T;(P,)| < €/+/m. Seja
d =min{dy,...,0m}. Se P € é tal que ||P — B,|| < ¢ entado

IT(P) = T(P)|| = | (Ty(P) = Ty(P,))> < | > (%) = gzg.

Ou seja, T' é continua em P, i

j=1 7=1 7j=1

Proposicao 5.1.4 SeT,S: A C R" — R™ sao continuas em P, € A entdao a soma T + S
também € continua em P,. Se A € R entao AT também € continua em P,

Prova: Exercicio i
Sabemos que uma funcao f : A C R” — R de varias variaveis ¢é diferencidavel em P, se
existirem as suas derivadas parciais e

llmf(Po+h)_f(Po)_vf<Po)h

=0.
h—0 1]

Observe que fixado o ponto P,, vemos que h — V f(F,) - h define uma transformagao linear
de R™ em R. Esta nocao se estende de maneira analoga para transformacoes conforme a
defini¢ao a seguir.
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Definicao 5.1.6 Seja T : A C R*® — R™. Dizemos que T ¢é diferencidvel em P, € A

existirem as derivadas parciais das funcgoes coordenadas Tj, j = 1,...,m e além disso,
T(P,+h)—T(P,) — Jr(P,)h
o ITPot 1) = T(P) = (P _
h—0 [IA]

onde Jr(P,) € a matriz jacobiana de T' dada por

) - Z(R)
gw(p,) - G=(P,)
e
g%(Po) gxli(Po) hl
Jr(P,)h = : : :
P (Py) oo F2(P,)) \ I

onde h = (hy,..., hy).

A seguir enunciaremos, sem demonstra-los, alguns resultados relativos a diferenciabilida-
de de transformagoes.

Proposicao 5.1.5 (Regra da cadeia) Sejam T': A C— R™ ¢ S : B C R™ — RP tais
que T(A) C B. Se T ¢€ diferencidvel em P, € A e S ¢é diferencidvel em T(P,) € B entdo a
composta S oT € diferencidavel em P,. Além do mais, a matriz jacobiana de SoT em P, €

dada por
Jsor(Py,) = Js(T(P,))Jr(P,).

Proposicao 5.1.6 A fim de que uma transformacaoT : A C R™ — R™ seja diferencidvel em
P, € A € necessdrio e suficiente que cada funcao coordenadaT; : ACR" =R, j=1,...,m
seja diferencidavel em P,.

Proposigao 5.1.7 Se T,S : A C R" — R™ sao diferencidveis em P, € A entdo a soma
T+ S também é diferencidvel em P,. Se A € R entao XT' também € diferencidvel em P,

5.2 Exemplos

Exemplo 5.2.1 [Coordenadas Polares| Seja A = [0,00) x [0,27) e defina T : A — R? por
T(r,0) = (rcosf,rsenf).

Como cada fungao coordenada de T é diferencidvel, vemos que T também o é. A sua
matriz jacobiana é dada por

) =

Neste caso, a matriz é quadrada e vé-se facilmente que seu determinante é dado por r.

Note que a imagem pela transformacao 7' do segmento {r,} x [0,27) é o circulo centrado
na origem de raio r,. J4 a imagem da semi-reta [0,00) x {6,} é uma outra semi-reta com
origem em (0,0) e dire¢ao (cosf,,send,).

cosf —rsen 8)

senf rcosd
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Exemplo 5.2.2 (Coordenadas Cilindricas) Seja A = {(r,0,2);r > 0,0 < 0 < 27,z €
R} e defina T : A — R3 por T(r,0,z) = (rcosf,rsenb,z).

Vé-se que T é uma transformagao diferencidavel com matriz jacobiana dada por

cosf) —rsend 0
Jr(r,0,z) = | senf rcosf 0
0 0 1

e o seu determinante é r.
Note que T transforma a faixa ilimitada {r,} x [0, 27) X R no cilindro {(z,y, 2); 2* + 4> =
r2} e leva o semi-plano [0, 00) X {f,} x R no semi-plano

{(z,y,2);sen b,z — cos b,y = 0 e xcosl, +ysenb, > 0}

Exemplo 5.2.3 (Coordenadas Esféricas) Seja A = {(p,0,¢);p > 0,0 < 0 < 27,0 <
o <m}edefinaT:A— R porT(p,0,p) = (psenpcosl, psenpsend, pcosp).

A transformacao acima é diferenciavel e sua matriz jacobiana é dada por

senpcos) —psenpsenf pcosycosh
Jr(p,0,0) = | senpsend psenpcosf  pcospsend
CoS 0 —psen

e o seu determinante é
2 2 2 2
cos p(—p~ cos psen g sen” O — p~ cos p sen @ cos” 6)

—psen p(psen? v cos® O + psen? psen? )
= —p*cos’ psenp — p*sen® ¢
_ 2
= —p“sen .
Vejamos agora como esta transformacao age sobre os conjuntos a seguir. Para isto usa-

remos a seguinte notagao para as fungoes coordenadas:

x = pcosfsenyp
y = psenfsen

2 = pcosp.
Observe que valem as relacoes
22 f 2 42 = 2
2?2 42 = pPsen? o

1. A, ={(p,0,¢) € A;p = p, > 0} : Uma simples verificagao nos da que z?+y*+2* = p2,
isto é, o conjunto A, , que representa nas variaveis p, e ¢ uma porcao de um plano,
é levado sobre uma esfera centrada na origem de raio p,. Na verdade, a imagem é toda
a esfera.
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¥
)/ y
P
6

Figura 5.1: Coordenadas Esféricas

2. Ag, ={(p,0,¢) € A;0 =0,} : Neste caso vale a seguinte igualdade z sen 6, —y cos 0, =
0, que representa a equagao de um plano vertical (contendo o eixo z). Note porém que
xcosb, +ysend, = pseny > 0, pois p > 0 e 0 < ¢ < 7. Assim, a imagem de Ay, é
um semi-plano.

l'2+y2

sen? ©,

2

22 = p*costp, = cos® @, = cot® @o(2” + ¢*).

Note porém que z = pcos ¢, e, portanto, o sinal de z é o mesmo de cos ¢,, que coincide
com o de cot ¢, quando 0 < ¢, < 7, que é 0 nosso caso. Logo,

z = cot p,\/ T2 + Y2

Esta ultima equagao representa um cone de abertura ¢,. Note que ele se degenera no
plano z = 0 quando ¢, = m/2. Observe também que o cone é voltado para cima no
caso em que 0 < ¢, < 7/2 e voltado para baixo quando 7/2 < ¢, < .

1

Exemplo 5.2.4 Considere os conjuntos
A={(z,y);0 <z <2m —1<y<1},

B{(z,y,2);a* +y* =1, -1 <z < 1,(z,y) # (1,0)}
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Figura 5.2: § =6,

C={(z,y,2);2* +y*+22=1,2#—1,2#1, 2 # V1 - 22}.

O conjunto A representa obviamente um retangulo em R?, B representa um cilindro do qual
foi subtraido o segmento {(1,0)} x (—1,1) e, finalmente, C' representa a esfera unitdria
centrada na origem menos um meridiano. Considere as transformagoes T : A — B e
S : B — C dadas por

T(x,y) = (cosz,senz,y)

S(z,y,2) = (zvV1 — 22, yV1 — 22, 2).

Deixamos a cargo do leitor que verifique que realmente a transformacao 7" leva o conjunto
A no conjunto B enquanto que S leva B em C.

Vamos verificar que estas transformagoes sao invertiveis. Seja (u,v,w) € B. Como u? +
v* =1e (u,v) # (1,0), existe apenas um nimero = = z(u,v) € (0,27) tal que u = cosx e
v = senx. Desse modo, podemos definir H : B — A por

H(u,v,w) = (z,w), onde z é como acima.
Desse modo,

H(T(z,y)) = H(cosz,senz,y) = (z,y), para todo (x,y) € A

T(H(u,v,w)) =T (x(u,v),w) = (cos x(u,v),senz(u,v),w) = (u,v,w)
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Figura 5.3: ¢ = ¢, € (0,7/2)

Figura 5.4: ¢ = ¢, € (7/2,m)
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Figura 5.5: A

Figura 5.6: B
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Figura 5.7: C

para todo (u,v,w) € B. Portanto, H é a inversa de T.
Geometricamente, o que a transformacao T faz é enrolar o retangulo A de modo que ele
fique com o forma do cilindro B sem colar as bordas. Obviamente, H faz o oposto.
Considere agora R : C' — B dada por

Note que realmente temos R(u,v,w) € B se (u,v,w) € C. Além do mais,

R(S(x,y,2)) = R(zV1 — 22, yV1 — 22, 2)

_ <a:\/1—22 yv1 — 22
VI—22 J1=22'

para todo (x,y, z) € B e também

z> = (z,y, 2)

S(R(u,v,w)) :S(\/ll_LwZ’ \/1iw2’w)

(m\/ \/7\/1—102 )z(u,v,w)
para todo (u,v,w) € C.
Geometricamente, a transformagao R projeta o cilindro B sobre a esfera C' preservando
a altura do ponto projetado.
Note que como T e S sao ambas invertiveis, a composta H = SoT : A — C também
o é. Vamos denotar por GG a inversa de H e, desse modo, G esta definida em C e tomando
valores em A. Pense no conjunto C' como se fosse o globo terrestre e em A um mapa-mundi.
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Figura 5.8: Projecao de B em C

Os meridianos do globo sao levados pela transformacao G em segmentos verticais no mapa
A enquanto que os paralelos sao levados em segmentos verticais. Verifique analiticamente, a
titulo de exercicio, que o equador de C' corresponde ao segmento {(z,0);z € (0,27)}. Note
que regides no globo préximas ao pdlo norte, por exemplo, sao levadas por G em regides
localizadas proximas a parte superior do mapa. E interessante notar a distorcao que ocorre
neste caso, isto é, uma pequena calota ao redor deste polo corresponde a uma faixa extensa
no mapa. Veja a figura 5.9. A mesma andlise é vélida para o polo oposto. Entretanto, a
representacao é mais fiel, no sentido de preservar o tamanho entre regides correspondentes,
quando as regioes de C' se encontram mais préximas do equador. Mais surpreendente ainda
é que em qualquer caso (regides proximas aos pélos, equador, etc.) as édreas das regides
correspondentes, isto é, a drea de uma regiao A; C A e a de sua imagem H(A;) C C sdo as
mesmas. Essa afirmacao, entretanto, sé podera ser verificada quando estudarmos integrais
de superficies. Por ora, verifique que a area de A e de C' sao iguais a 4.
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Figura 5.9:

Faixa correspondente no mapa a uma regiao do globo préxima ao polo norte.
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Capitulo 6

Teorema da Funcao Inversa

6.1 Introducao

Recordemos que se f : (a,b) — R é uma funcio de uma varidvel de classe C! tal que
f'(x) # 0 para todo = € (a,b) entdao, pelo teorema da conservagao do sinal temos que
f'(x) > 0 para todo = € (a,b) ou f'(z) > 0 para todo = € (a,b). Suponhamos que f' > 0.
Assim, se a < x < y < b entao, pelo Teorema do Valor Médio, existe £ € (z,y) tal que
fly)— f(x) = f'(¢)(y—=x) > 0,isto é, f(z) < f(y) e, portanto, f é crescente. Dai se conclui
que f possui inversa definida na sua imagem. Nossa intengao é obter um resultado analogo
para transformagcoes. Note que o primeiro empecilho a caminho de uma tal generalizacao
é encontrar uma relacao adequada que envolva as derivadas das func¢oes coordenadas da
transformacao em questao. Vejamos o que o seguinte exemplo de uma simples transformacao
linear nos pode dizer.

Exemplo 6.1.1 Seja T : R* — R? dada por T(z,y) = (ax + by, cx +dy) onde a,b,c e d sio
constantes.

E claro que T possui inversa se e somente se o seguinte sistema possuir uma tnica solucao

ar +by =u
cr+dy=v

para cada par (u,v) € R% Equivalentemente, T’ possui inversa se e somente se o determinante

da matriz
a b
c d

for diferente de zero. Como a matriz acima é a jacobiana de T, podemos afirmar que para
que uma transformacao linear seja invertivel é necessario e suficiente que o determinante
da sua matriz jacobiana seja diferente de zero. Este caso se estende de maneira 6bvia para
transformacoes lineares T : R" — R™.

Vejamos mais um exemplo.

Exemplo 6.1.2 Considere T : R*> — R? dada por T(z,y) = (e” cosy, e* seny).

51
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O determinante de sua matriz jacobiana é

e“cosy —eseny) . 9
det (ewseny e cosy ) =¢e” #0 para todo(x,y) € R

No entanto, uma simples verificagdo nos mostra que 7'(z,y) = T'(z, y+2m) para todo (z,y) €
R? e, portanto, T nao é injetiva. Deste modo, a informacao de que o determinante da matriz
jacobiana é diferente de zero mao nos da garantia de que a transformacao seja invertivel.
Contudo, neste mesmo exemplo, se ao invés de R? tomarmos como dominio de T a regiao
A={(z,y);x € R,0 <y < 27} podemos ver que T possui inversa definida no complementar

de {(z,0);z > 0} em R
6.2 O Teorema da funcao inversa

A seguir enunciaremos sem demonstracao o teorema que engloba o exemplo 6.1.2.

Teorema 6.2.1 (Teorema da Fungao Inversa) Sejam A C R"™ um conjunto aberto e T :
A — R™ uma transformagao de classe C'. Se P, € A € tal que det Jp(P,) # 0 entdo existem
uma bola aberta B C A centrada em P, e um aberto C contendo T(P,) tais que T : B — C
¢ invertivel e sua inversa T— : C' — B é uma funcao de classe C'. Além do mais, a matriz
jacobiana de T~ em T(P,) ¢ dada por

Jr-(T(F)) = [Jr(P,)] (6.1)

Observacao 6.2.1 Note que uma vez provada a existéncia de T~' e que T™ € uma trans-
formagao de classe C', a férmula 6.1 seque da regra da cadeia e do fato que T~ (T (z)) = x
para todo x € B.

Definicao 6.2.1 Se T satisfizer as hipdteses do teorema 6.2.1, diremos que T' € localmente
invertivel em torno do ponto P,.

Exercicio 6.2.1 Seja T : R? — R? dada por T(z,y) = (x — xy, xy).
1. Calcule T(0,y), y € R.
2. T € invertivel? Justifique.

3. T € localmente invertivel em torno de (x,y) € A= {(x,y);x # 0}?

Resolucao
1. T(0,y) = (0 — Oy, 0y) = (0,0) para todo y € R.

2. T nao é invertivel pois nao é injetora: 7'(0,1) = 7'(0,0), por exemplo.
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3. Como T é claramente de classe C! e

-y —x\ _ o
det( y x)—x xy+axy=x#0

pois (x,y) € A, vemos que T satisfaz as hipéteses do teorema 6.2.1 e, portanto, é
localmente invertivel em torno de (z,y) € A.

No exercicio acima é possivel encontrar a inversa de T quando tomamos A para o seu
dominio. Basta resolvermos, para cada (u,v) tal que u + v # 0, o seguinte sistema

{x—xy:u @{x:u—l—v;&o

TY =0 Y=o

Assim, colocando B = {(u,v);u + v # 0} e definindo S : B — A por S(u,v) = (u+v, 1)
podemos verificar que

T(S(u,v)):T(u+v,uiv):(u~|—v—(u~|—v)u+v,(u+v)u+v

para todo (u,v) € B e

Ty
S T y — S - y — — , ) = ,
(T(z,y)) = S(z —2y,zy) = (x — xy + 7Y x_nyrxy) (2, y)
para todo (x,y) € A, verificando, assim, que S é a inversade T': A — B.
Exemplo 6.2.1 Note que nos exemplos de transformagoes de coordenadas polares (5.2.1)(pa-

ra v # 0), coordenadas cilindricas (5.2.2) (r # 0) e coordenadas esféricas (5.2.3)(p # 0 e

0 < ¢ < m) se verifica que o determinante da matriz jacobiana é diferente de zero.
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Capitulo 7

Funcoes Definidas Implicitamente

7.1 Derivacao de Funcoes Definidas Implicitamente

Muitas vezes uma funcao y = g(z) é definida implicitamente pela equagao f(x,y) = 0; isto
é, se para todo x € D(g),

fla,g(x)) =0
e supondo que f e g sejam diferenciaveis vamos tentar calcular ¢’'(z) para aqueles = € D(g)
satisfazendo f,(x,g(x)) # 0. Assim,

L Fagla) =0

Fola0(a)) + 1. g(a) 2 (@) = 0
e dai N .
/ . J= xr,gl\x
g'(z) = 7z @)

desde que f,(z, g(z)) # 0.
Do mesmo modo, se © = h(y) é definida implicitamente e por f(x,y) = 0; isto é, se para

todo y € D(h)

Exemplo 7.1.1 A fun¢ao y = y(z) € definida implicitamente pela equagdio

v+ oy +2° =3,

d
Erpresse 52 em termos de x e y.
X

dy

dy o y+3x2
dzx

4oy sempre que 3y* +x # 0 e v € D(y).

Solucao:

95
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Exemplo 7.1.2 Suponha que a funcao diferencidvel z = g(z,y) seja dada implicitamente
pela equagdo f(x,y,2) =0 onde f é diferencidvel em um aberto de IR®. Verifique que

of x,Y,2
0) =3 em (r,y) € D(g) e = = g(x.y). com G (r,y.2) # 0.

52

(,9,2)
2 (z.y,2)

b) %2 = —

o em (z,y) € D(g) e z = g(x,y), com §L(x,y,2) #0.

Qv‘Q)
Ny

Solugao: a) Para todo (z,y) € D(g)

f(%%g(ﬂ?,y)) =0.
Dai,
B "
0= %f(l',:U,Q(l’,y)) = fx($7y7g(37,y)> + fz(%y,g(ll?’y))%(l}y)

dg _ falzy,g(z,y)
9™ Y) = fo(2,y,9(x,y))

para (z,y) € D(g), z = g(z,y) e [.(z,y,9(2,y)) # 0
b) Segue de forma semelhante.

0z

Exemplo 7.1.3 Seja z = z(z,y) dada por xyz + 2* 4y + 2° = 5. Eapresse 52 em termos

de x,y e z.

Solugao: % = — yztde?

9. = — 43z para os (z,y) € D(z) tal que zy + 3z(z, y)? # 0.

Exemplo 7.1.4 As fungdes diferencidveis y = y(x), z = z(x), definidas no intervalo aberto

I sao dadas implicitamente por
F(z,y,2) =0

G(z,y,2)=0
onde F e G sio fungées diferencidveis em um aberto do IR®. Expresse % e & em termos

dx dx
das deriwadas parciais de F' e G.
Solucao: Como

(7.1)
G(z,y(x),2(x)) =0
Isto significa que a curva y(z) = (z,y(x), 2(z)) estd contida na interseccao das superficies
F(z,y,2)=0e¢ G(z,y,z) = 0.
Para obter % e & derivamos (7.1) em relagao a

OF | 9F dy | 8F dz __
Bz+8ydw+8zda:_0

0G | 0Gdy | G ds _
+8ydx+azdm_0
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-

Figura 7.1: Interseccao de duas superficies

isto é
_OF _ 0Fdy | 9Fd:
O — Oy dx 0z dx

_0G _ oGdy | 0Gd:
Oox ~ Oy dx Oz dx

Dai, para todo z € I, com
OF OF

A= ]3 %‘ #0
By 0z
em (x,y(z),z(x)). Temos
OF  OF or OF
J 5 b ot oc
dy _ 1o 6:l 42 _ 1oy sl
dx A dx A

Notacoes: 88((5 ’f)) ¢ usado para indicar o que chamamos determinante Jacobiano de F' e G
em relacao a y e z.

oFG) |5 5
a( = |6t oG
Y, Z) oy 0z°
Assim: O(F,G) O(F,G)
dy _ own ., 4 _
dx O(F,G) dr




o8 CAPITULO 7. FUNCOES DEFINIDAS IMPLICITAMENTE

Exemplo 7.1.5 Sejam y(z) e z(x) diferencidveis em IR e dadas implicitamente por

20 4+y—2z2=3 2+t 422=3
a){x+y+z:1 b){x—l—y:l (@) > 0.

Calcule & ¢ 4.
dzx dx

7.2 O Teorema da fungao implicita (caso F(z,y) = 0).

A partir daqui vamos iniciar a demonstracao do teorema das fungoes implicitas (caso F(x,y)
= 0). Este teorema trata do seguinte problema: Dada uma equagao F(z,y) = 0, F di-
ferenciavel, quando é que podemos dizer que esta equacao define uma funcao diferenciavel
y = y(x)? Dito de outra forma, quando é que podemos explicitar y, na equagao F(z,y) = 0,
como uma funcao diferenciavel de 7 Além disso qual é o valor da derivada de y relativamente
ax?

Lema 7.2.1 Seja F(z,y) uma funcdo de classe C* em um aberto A C IR? e seja (zo,30) € A,
com F(zo,y0) = 0. Suponha que %—5(950,3/0) # 0. Entao, existem intervalos abertos I e J,
comzg € I ey € J, tais que, para cada x € I existe um inico g(x) € J, com F(x, g(x)) = 0.

Prova: Sabemos que %—5 ¢ uma funcao continua, pois, por hipétese F' é de classe C'. Como

%—5(330, Yo) # 0, devemos ter que %—5(:60,3/0) > (0 ou que %—5(:1;0,%) < 0.

Assuma primeiramente que %—Z(mo,yo) > 0. Do Teorema da Conservagao do Sinal existe

uma bola aberta B de centro em (xg,%o), que podemos supor contida em A, ji que A é

aberto, tal que
—( ) >0 ( ) €eB
z vix .
9y 7y ) 73/

Sejam y; e ¥ tais que y1 < yo < y2 com (z9,v1) € (2o, y2) em B.

Figura 7.2: Bola B

Fixado z, consideremos
z=F(xo,y), Y€ [y, (7.2)
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U1 Yo Y2 Y

Figura 7.3: Um corte de parte do grafico de F' com o plano x = z,

Como %—5(3&0, y) > 0 para todo y € [y1, y2] temos que a fungao (7.2) é estritamente crescente
em [y1,ye]. Sabendo que F(zg,yo) = 0 devemos ter que F(zg,71) < 0 e F(xg,y2) > 0.

Seja J = (y1,y2) e observe que yo = g(x¢) é o inico nimero em J tal que F(zo, g(xq)) = 0.
Como F(zg,y1) < 0 e F(x9,y2) > 0 segue novamente do Teorema da Conservagio do Sinal
que existe um intervalo aberto I, xy € I, tal que (z,y;) e (x,y,) estdo em B para todo = € [
e F(z,y1) <0, F(z,y2) > 0, para todo z € I.

oF

Como a—y(x, y) > 0 em B temos que para cada z € I a fungao

z=F(z,y), (z fixo) (7.3)

é estritamente crescente em [y;, y2|; tendo em vista que F(x,y;) < 0 e F(z,y2) > 0, pelo
Teorema do Valor Intermedidrio e pelo fato que (7.3) é estritamente crescente em [y1, ya],
existird um tnico g(x) € (y1,y2) tal que F(z, g(z)) = 0.

y |
i /‘F(l’,yz) >0
v Flz,g(x)) = 0

Y1

Flem <Io\j \\\ \

Figura 7.4: Curvas de nivel de F' pelos pontos (z,,y;) e (z,y;), v € I, j =0,1,2

Deste modo esta unicamente determinada a funcao g : I — J definida implicitamente
pela equagao F(z,y) = 0. |
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A seguir comecamos a investigar a diferenciabilidade da funcao g obtida no Lema 7.2.1.

Lema 7.2.2 Seja F : A C IR> — R, A aberto, uma funcio diferencidvel em (xq, 1) € A.
Entao existem funcoes v1(x,y) e pa(x,y), definidas em D(F), tais que

F(x,y) = F(2o0,90) +F:(z0,y0)(x — x0) + Fy (0, %0) (¥ — v0)
(7.4)
+e1(z, y) (@ — o) + p2(x,y) (Y — Yo)
com
(z.y)—(z0,y0)
Prova: A prova deste lema é uma aplicacao imediata da definicao de diferenciabilidade e é
deixada como exercicio para o leitor.

Lema 7.2.3 A funcdao g do Lema 7.2.1 é diferencidvel em xq e

a—Fl‘o, Lo
R (GO CD)

a_y(%,g(wo))' (76)

Prova: Colocando y = g(z) e yo = g(zo) em (7.4) (lembrando que F(z,g(z)) = 0 e
F(z9,9(x9)) = 0) e dividindo por (x — zy) # 0 temos:
OF oF g(x) — g(xo)

0 = ——(20, 9(x0)) + (20, 9(x0))

ox +¢1(r, g(x)) + w2z, g()) M.

dy T — X T — To
Dai,

) 90 (OF o) + o)) = =20 s gtaw) + e o)

Fazendo x — z(, obtemos

g(z) — g(xg) OF oF

My oy P9t =g ()

ja que g—g(xg, g(xg)) # 0. Disto segue que g é diferenciavel em z( e que

(o) = - Bl 9(0)
9'(zo) = 8L (o, g(w0))

Sintetizamos estes resultados no teorema a seguir.

Teorema 7.2.1 (Teorema das Fungoes Implicitas) Caso F(z,y) = 0 Seja F(x,y) u-
ma funcdo de classe C* definida em um aberto A do IR* e (x0,10) € A, com F(xg,y0) = 0.
Nestas condicoes, se %—I;(aso,yo) # 0, entao ezistirao intervalos abertos J e I, com xq € I e
Yo € J, tais que para cada v € I, existe um inico g(x) € J, com F(z,g(x)) =0. A fungdo
g: 1 — J € diferencidvel e
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Observacgao 7.2.1 Se a hipdtese %(azo,yo) % 0 for substituida por g—i(xo,yo) # 0 entdo
existirao intervalos I e J, como acima, tais que para cada y € J existe um tnico h(y) € 1
com F(h(y),y) =0. A fungao h: J — I € diferencidvel e

oF 7
Wy - gy (1Y), y)

& (h(y),y)
Observacao 7.2.2 A funcao g(x) do teorema anterior é continuamente diferencidvel.

Exercicio 7.2.1 Seja F(z,y) = y* + zy + 2® — 3. Mostre que existe uma fungio y = y(x)
definida em uma vizinhanga de x = 1 tal que y(1) =1 e calcule y'(1).

7.3 O Teorema das funcoes implicitas: Caso Geral

Teorema 7.3.1 (Teorema das Fungoes Implicitas: Caso Geral) Sejam A C IR™, B
C IR" conjuntos abertos e ' : A x B — IR™ uma transformacdao de classe C*. Coloque
r = (T1,...,%y) para denotar os elementos de A e y = (y1,...,yn) 0s de B. Suponha que
exista (x,,Y,) € A X B tal que F(z,,y,) = 0 e que o determinante jacobiano

OF, oF
o(F.....F, oo o
o, F) gy Do #0  em (T0,y0) € A X B.
oW1, Yn) oF, OF,
8:!/1 8yn nxn

Entado, existem um conjunto aberto A" C A contendo x, e uma transformacdo de classe C*

G: A — IR" tal que F(x,G(x)) =0 para todo v € A'.
Prova: Considere a transformacao 7' : A x B — IR™ x IR" dada por

T(z,y) = (x,F(z,y)) = (x1, ..., T, Fi(z,9), ..., Fu(z,y)).

A matriz jacobiana de T no ponto (z,,y,) é dada por

1 -« 0 0 --- 0
I ) 0O --- 1 0 - 0
Loy Yo) = oF OF
T 0 --- 0 o o
R T
R N TV AN
que é exatamente H(%’ Yo) # 0. Logo, pelo Teorema da Funcao Inversa (6.2.1) T é

localmente invertivel em torno de (z,,¥,). Assim, existem abertos A, C A e B, C B tais
que x, € A,, Yo € B, e T restrita a A, X B, possui uma inversa S : V — A, x B, onde V' C
IR™ x IR"™ é imagem de A, X B, pela T. Temos que para (u,v) = (U1, ..., Up, V1, ...,0,) €V,

(u,v) =T(S(u,v)) =T((S1(u,v),...,Sm(u,v)), (Smi1(u,v), ..., S;min(u,v)))
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= ((S1(u,v),...,Sm(u,v)), F((S1(u,v),...,Sm(u,v)), (Smi1(w,v), ..., S;min(u,v)))

Como T(Zo,Yo) = (%o, F(20,90)) = (x4,0), segue-se que (z,,0) € V e, assim, como V é
aberto existe A’ C A, tal que (z,0) € V para todo = = (x1,...,2,) € A". Desse modo,

(,0) = ((S1(,0), ..., S, 0)), F((S1(2,0), . ., S (2, 0)), (S (2, 0), - - s S (2, 0)))

ou seja,

x1 = S1(x,0),..., 2y = Sp(z,0)

F((21, .. m), (Smar (2,0, ..., Sppan(2,0))) = (0,.....,0).

Podemos entao definir G : A” — R™ por G(x) = (Sp41(2,0), ..., Spin(z,0)) e, finalmente,
obtemos F(z,G(z)) = 0.
O

Escreveremos a seguir dois casos particulares do teorema anterior.

Teorema 7.3.2 (Teorema das Fungoes Implicitas) Caso F(z,y,z) = 0. Seja F': A C
IR? — R uma funcgdo de classe C*, A aberto e (xo, 1o, 20) € A, com F(xg, 1o, 20) = 0. Nestas
condigoes, se %—5(1’0, Yo, 20) 7 0, entdo ezistird uma bola aberta B de centro em (xg,yo) € um
intervalo J com zy € J, tais que para cada (v,y) € B, eziste um unico g(x,y) € J, com
F(z,y,9(z,y)) =0. A fungio g : B — J € diferencidvel e

ag( y) o ?9_5 T 9 xaQ)) e @( y) N %_5 -/L‘,y, x,y))
O % (2.9,9(.9)) day (2,9, 9(,9))

Observagao 7.3.1 A funcao g : B — J é uma funcdo de classe C' pois as suas derivadas
parciais $ao continuas.

Exercicio 7.3.1 Seja F(z,y,z) = zyz+a3+y>+23—4. Mostre que a equagio F(z,y,z) =0
define uma fungao z = g(x,y) em uma vizinhanga de (1,1) e tal que g(1,1) = 1.

Teorema 7.3.3 (Teorema das Funcgoes Implicitas) Caso F(z,y,z) =0 e G(z,y,2) =
0. Seja F,G : A C IR* — R fungées de classe C', A aberto e (xo,y0,20) € A, com
F(z0,v0, 20) = G(x0,Y0,20) = 0. Nestas condigies, se %((5’;) (%0, Y0, 20) # 0, entdo existirao
um intervalo aberto I, com xy € I, e um par de funcoes y = y(z) e z = z(z) definidas e
de classe C' em I, tais que, para todo v € I, F(z,y(x),2z(x)) = 0, além disso yy = y(zo),
20 = z(wp). Tem-se ainda

d_y<x) o e (@, y(w), 2(x)) . %( - _%(m,y(m),z(z))
“ %((I; f)) (z,y(2), 2()) du 88((}; S)) (x,y(z), 2())

Exercicio 7.3.2 Sejam F(x,y,2) = 2>+ y?+2° -3 ¢ G(x,y,2) = v +y — 2. Mostre que as
equagoes F(x,y,z) = G(x,y,z) = 0 definem fungoes y = y(x), z = z(x) em uma vizinhanga
de xo = 1 e tais que y(1) = z(1) = 1.
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Exemplo 7.3.1 Mostre que a equacao
sen” x + sen’y + sen® z = 5/2 (7.7)

define implicitamente uma fungio z = g(x,y) tal que g(5,5) = §. Verifique que (3,5) € um
ponto de minimo local de g.

Considere F : R?* — R dada por F(x,y,2) = sen®x + sen?y + sen? z — 5/2. Note que F'
é suave e F'(5,5,%) = 0. Também, %—f(m,y,z) = 2senzcosz = sen2z e %—5(%, 5,5 =1#0.
Assim, pelo teorema das fungoes implicitas, a equagdo 7.7 define z = g(z,y) para (z,y)
proximo a (%, 3) com g(5,5) = 7.
Passemos agora a verificar que este ponto é de minimo local. Temos

dg ‘Z—i(x,y,g(m,y)) sen 2x dg ™ w
YT Wy gy | seneey) o227
¢ or
dg oy (z,9,9(x,v)) sen 2y dg ™ T
'Y T T Gy gy | syl oy'22) 70
verificando assim que (3, %) é um ponto critico. As derivadas de segunda ordem de g so

calculadas a partir das formulas acima e sao dadas por

@( ) = _286n(2g(m, y)) cos 2x — 2 cos(2g(x,y)) sen Qx%(a:, )
oa2 ™ sen?(29(z,)) |
5_29( - _2sen(29(a:, y)) cos 2y — 2 cos(2g(x,y)) sen 2yg—g(x, Y)
oy sen?(2g(x. y))
e
d%g 2 sen 2x cos(2¢(z, y))g—Z(x, Y)
2a0y Y = T s g(a,y)

Calculando no ponto (7, 5) obtemos a matriz hessiana da g :

T 2 0
HGSS(E, 5) - (0 2) ;
9%g

cujo determinante é 4. Como 74(3, %) = 2 > 0, segue-se do teste da hessiana que (3, 7) ¢

um ponto de minimo local de g.
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Capitulo 8

Integrais Multiplas

8.1 Integrais Iteradas

Suponha que f : R — IR seja continua, onde R = {(z,y) : a <z < b, ¢ <y < d}. Conforme
ja vimos

F(y) = / f(x,y)dx

é continua em [c, d]. Logo

/ Py = / d (/ e, s ) dy

faz sentido.

Uma integral deste tipo é chamada integral iterada e representa (se f > 0) o volume sob
o grafico da f.
A regiao de integracao das integrais nao precisa ser um retangulo.

65
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Exemplo 8.1.1 Considere a regido R, = {(z,y) € R* :a < 2 < b, g1(x) <y < go(z)}.
Entao podemos formar a sequinte integral iterada

[ ) o

Exemplo 8.1.2 Considere a regido R, = {(v,y) € R* : ¢ <y < d, hi(y) < x < hy(y)}.
Entao podemos formar a sequinte integral iterada

/cd (/hf:j) f(z, y)dx) dy.

Exemplo 8.1.3 Desenhe as regioes de integracao e calcule as integrais

1. /01 (/02(932 + y2)dy> dr =10/3
2. /02 (/Ou 5u2vdv> du
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2

3. /13 </7er 2ycos(x)dx> dy = cos(1) — cos(9) — 4

Outra notagao para integrais iteradas

9(y) h(z)
/ dy flx,y)d / dx fx,y)dy
h(y) g(z)

8.2 Integrais Multiplas
Consideremos agora F' : B C IR" — IR.
Problema: Definir de modo anélogo ao do Calculo I a integral de f sobre B.

Um retangulo fechado R no IR™ é um subconjunto do IR" constituido de todos os pontos
r = (x1,-++,2,) que satisfazem as desigualdades

azgngbza /L:laan

O volume de R, denotado por V(R), é definido como V(R) = (by —aq) X - -+ X (b, — ay).
Se para algum 1 <i <mn, a; = b;, V(R) = 0.

Um numero finito de planos n — 1 dimensionais no IR" paralelos aos planos coordenados
é chamado uma rede.
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Uma rede divide o IR" em um nimero finito de conjuntos limitados (retangulos) e um
numero finito de conjuntos nao limitados.

Dizemos que uma rede cobre um conjunto B C IR", se este estiver contido em uma
reuniao de retangulos fechados e limitados Ry, --- , R, por ela determinados.
Claramente um conjunto pode ser coberto por uma rede se e somente se ele é limitado.

A Malha da Rede serd o maior comprimento dos lados dos retangulos limitados por ela
determinados.

Sejam f:IR" — IR e B C IR", tais que:
a) B é limitado;
b) f é limitada sobre B.
Seja
o) = {1 e TR

Seja G uma rede que cobre B e que tenha malha m(G)

. Em cada dos retangulos R;
determinados por G, i =1,2, -

-, r, escolhemos um ponto arbitrario P;.
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A soma .
> Is(P)V(R)
i=1

¢ chamada soma de Riemann de f sobre B, relativa a rede G. Se variando as redes GG, com
m(G) tendendo a zero o

7}3(%1) 2221: fe(P)V(R;)

existe ele é chamado integral de F' sobre B, sendo denotada por

/dev.

Se a integral existe, f é dita integravel sobre B.
O limite

/B o = i 3 1PV (R

significa que dado € > 0 existe 0 > 0 tal que, se G é qualquer rede que cobre B e tem malha
menor que 6 uma soma de Riemann S de f sobre B relativa a rede G é tal que

|S—/fdv|<e
B

/fdv ou /f(:c,y)dxdy, n=2,
B B

Notacoes:

/f(x,y,z)dxdydz ou /fdv, n=3.
B B

Vamos interpretar geometricamente a integral dupla [, f(x, y)dx dy. Suponha que f seja
continua e positiva sobre B. Uma soma de Riemann aproxima o volume sob o grafico de f,
desta forma se S é o sélido sob o grafico de f temos que

V(S) = /B f(y)dr dy
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Propriedades da Integral: Se f,g: D — IR sao fungoes integraveis e ¢ € IR entao,

i) f+ g é integravel e
/ (f+9)(z,y)dedy = / f(z,y)dxdy +/ g(z,y) dr dy
D D D

ii) cf é integravel e

/Cf(w,y)dmdy=0/ cf(x,y)dvdy
D

D
iii) Se f < g entao

/f(x,y)dwdyﬁ/g(x,y)dxdy
D D

Pergunta: O que dizer das integrais iteradas relativamente a integral quando ambas estao
definidas.

Definicao 8.2.1 Um conjunto suave em IR" é a imagem de um conjunto compacto sob uma
funcio ¢ : IR™ — IR", n > m e ¢ de classe C*.

Idéia Geométrica: (Conjunto de Volume Nulo)

Teorema 8.2.1 Seja B C IR", limitado, tal que a fronteira de B esteja contida em um
numero finito de conjuntos suaves e f uma funcdo definida e limitada em B.

Se f € continua em B, exceto possivelmente em uma reuniao finita de conjuntos suaves,
entao [ € integravel sobre B. O wvalor
/ fdv
B

nao se altera por troca dos valores de f sobre qualquer conjunto suave.
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Exemplo 8.2.1
/ (2y + z)dx dy
B

onde B={(r,y) €cIR*:0<2<2e0<y<1}.

O teorema anterior assegura a existéncia da integral. Assim qualquer seqiiéncia de somas
de Riemann associadas as redes que tem malha tendendo a zero pode ser usada para avaliar
a integral.

Considere G,, a rede constituida pelas retas x; = %, 0<i<2ney; = %, 0 <7 <n. Seus
retangulos sao R;; = {(z,y) € R?: 2, <z<uy, Y1 <y<y;},1<i<2nel<j<n.
Cada dos retangulos R;; tem malha m(G,,) = % Em cada dos retangulos R;; escolhemos o
ponto (z;,y;) = (£,2), 1 <i<2ne < j<n. Entdo

2n i 1 2n . .
R, =335 Zj:l n(y + %Ll)# - % Dict Zj:l n(i+ 2j)

=5 S22 (ni + 2n™H) = % S+ (n+1)= LnH2 4+ 2n(n+1)) — 4
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quando n — oo

Uma avaliagao deste tipo é bastante trabalhosa, mesmo em casos em que a funcao e o con-
junto envolvidos no calculo da integral sejam bastante simples. Para sanar estas dificuldades
temos o seguinte resultado

Teorema 8.2.2 (Fubini) Seja R = [ay,b1] X -+ X [an,b,] € f : R — TR uma fungao

integravel sobre R. Entdo, para qualquer permutacdop : {1,--- ,n} — {1, -+ ,n} as integrais
iteradas
by(1) by(2) by(n)
/ dp(1) / dp() - - / [l an)dzym)
@p(1) @p(2) @p(n)
existem e
@p(1) p(2) @p(n)
/ flzy, - xp)dey -+ - dxy, = / da,) / dzpo) - - / fdxpm)
R ap(1) ap(2) p(n)

Observagao 8.2.1 Se f € integrdavel em R, as integrais iteradas em ordens distintas existem
e todas elas coincidem com a integral multipla da f em R.

Exemplo 8.2.2 1) Se R=1a,b] X [c,d] e f: R— 1R € f =1 entao
/ ldxdy = (b—a)(d—c)
R
2) Se R = [a1,b1] X [ag,bo] X [ag,bs] e f: R— 1R é f =1 entao
/ 1dx dy = (bl — Cbl)(bg — ag)(bg — CL3).
R
Exemplo 8.2.3 Calcular a integral
/(2y+x)dxdy, B={(z,y) €cIR*:0<2<2 0<y<1}
B
Solucao: Note que, pelo teorema acima
2 1 2 .
/(2y+x)d:vdy:/ da:/ (2y+x)dy:/ (I4+x)de=(z+—=)] =2+2=4.
B 0 0 0
Exemplo 8.2.4 Calcular a integral
/xyzd:vdydz, R={(z,y,2)elR?: -1<2<2, 0<y<1, 1<z<2}
R

Solucao: Note que, pelo teorema acima

2 1 2 9
/xyzdxdde:/ dx/ dy/ ryzdz = —.
R -1 0 1 8
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Observacao 8.2.2 Pode acontecer que as integrais iteradas existam sem que exista a integral
maultipla.

Contra Exemplo: Considere a funcao

1, x é racional
2y, x ¢é irracional

f(x,y)Z{

definida em R = {(z,y) € IR*:0< 2 <1, 0 <y < 1}. Entdo

/Oldx/olf(%y)dyz/olldle

mas a integral [ » fdr dy nao existe.
Exercicio 8.2.1 Mostre que fR f(z,y) dxdy nao existe.

Sugestao: Escolha os pontos (z;, ;) racionais entdo S; = 1. Em seguida escolha até y = %,
(x;,y;) de tal forma que z; é irracional e para y > % escolhemos (z;, ;) racionais.

O teorema a seguir é bastante 1til quando queremos determinar a integral de uma funcao
em regides complicadas (como veremos adiante).

Teorema 8.2.3 Seja D como no teorema anterior e f : D — IR integrdavel. Se D = DU Dy
onde D1 e Dy sao como acima e IntDy N IntDy = ¢, entao

/ fdv = fdv+ fdv.
D Dy

Do

Como observamos anteriormente, o calculo da integral miltipla de uma fungao de vérias
varidveis reais a valores reais ¢ (mesmo nos casos mais simples) uma tarefa dificil. O Teorema
de Fubini parece ser a ferramenta que tornara menos ardua a tarefa de calcular tais integrais,
no entanto, a sua utilizacao esta restrita ao calculo de integrais em retangulos. Vamos agora
observar que o Teorema de Fubini (na forma apresentada) pode de fato ser utilizado para um
nimero bastante grande de regides. Faremos isto através de exemplos em IR? que facilmente
se estende a dimensoes mais altas.

Exemplo 8.2.5 Seja f,g : [a,b] — IR duas fungoes reais limitadas com f(x) < g(x) para
todo x € [a,b] e D ={(z,y) :a <z <b, f(r)<y<g(x)}. Entao,

[ tamdedy= | o /f (()) F(o,y) dy
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Para verificar que este é o caso basta considerar as constantes d = sup,¢(,y 9(7) € ¢ =
infyepap f(x) e definir f da seguinte forma f(z,y) = f(z,y) se (z,y) € D e f(z,y) = 0 se
(x,y) € R\D onde R = [a,b] X [c,d]. Segue dai que f é integravel em R = DU R\D e

9(z)
/fxydxdy—//fxydxdy—/ fxyd:cdy
f(=

Exemplo 8.2.6 Seja hy,hsy : [c,d] — TR duas fungoes reais limitadas com hqi(y) < ha(y)
para todo y € [c,d] e D = {(x,y) : ¢ <y < d, hi(y) <z < hy(y)}. Entao,

hz(y)
/fxyd:cdy—/ dy/
h1(y)

A verificacao deste fato é similar a verificacao do exemplo anterior.

Exemplo 8.2.7 Seja a funcao f = 1 integravel sobre um conjunto B C IR". Entdo defini-

mos o volume de B como sendo:
= / ldv = / dv.
B B
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No caso n =2 o volume acima referido € a drea. Entio escrevemos A(B).
Motiwagao geométrica:
Cason = 1:

b
/ ldxdy =b— a = drea de um retangulo de altura 1 tendo como base o intervalo [a, b]
a

/ Ldxdy = A(B).1 = volume sob o grdfico da funcio f =1 definida em B C IR?
B

Caso n = 2:

Observacao 8.2.3 Suponha que S é um subconjunto suave do IR" entdo

V(S):/Sld’U:/SOdv:O

onde a penultima igualdade € obtida trocando-se os valores da funcdao f =1 sobre o conjunto
S, fazendo-os iguais a zero.

Para alguns tipos de conjuntos a integral |, g Ldv nao existe, neste caso o volume de B
nao estd definido.
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Exemplo 8.2.8 B =[0,1] N Q nao tem seu volume definido.

Exemplo 8.2.9 Se R ¢ um retangulo entao
V(R) = I1(lados) = / 1 dv.
R

Exemplo 8.2.10 Ache o volume da regiio B C IR? limitada pelos planos coordenados x = 0,
y=0,2=0 e pelo plano x +y+ 2 = 1.

Solugao:

1 1—x l—xz—y
/ da:/ dy/ dz =1/6.
0 0 0

De outro modo, poderiamos fazer o célculo do volume do sélido sob o grafico da fungao
flay)=1-—z—y A
V(B)z/ dw/ (1—2—y)dy=1/6.
0 0
Exemplo 8.2.11 Determine o volume do solido cuja base € a regiao do plano xy delimitada

pela pardbola y = 2 — 2% e pela reta y = x e cuja parte superior estd contida no plano
z=x+2.
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1 2—gz2 z+2
V:/ d:c/ dy/ dz =27/4
-2 x 0

1 2—g2
Vz/ dx/ x + 2dy = 27/4.
—2 x

Exemplo 8.2.12 Seja B a regiao do plano representada abaizo. Calcule a drea de B.

ou

Solucgao:

A(B) = /B d dy — / ’ /0 " = / ’ Ha)de.

Exemplo 8.2.13 Em IR?, calcular a drea entre a pardbola y = 2> e a reta y = = + 2.

2 42
A= / dx / dy
-1 22

Solugao:

7
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1 NG 4 JU
A=/ dy/ dx+/ d'y/ dx
0 ] 1 y—2

ou

Observagao 8.2.4 FEste ultimo exemplo, dd uma idéia de como € importante escolher ade-
quadamente a ordem de integracgao.

8.2.1 Regras para estabelecer limites de integracao para integrais
iteradas

Primeira Etapa: Achar os valores extremos da varidvel externa. Por exemplo

/abdx/dy/f(:c,y,z)dz.
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Segunda Etapa: Fixe a varidvel externa em um valor genérico (ex. z), determinando um
corte na regiao solida. Determine os valores extremos da variavel intermedidria neste corte.

Por exemplo
b g9(z)
/ dx/ dy/f(:v,y, z)dz
a h(x)

Terceira Etapa: Fixe agora neste corte a varidvel intermediaria. Determine os valores
extremos da varidvel interna. Por exemplo

s(z, y)
/ dx / dy / flz,y,2)dz.
h(z) Uz,y)
Exemplo 8.2.14

1 2—z2 42
[
-2 x 0

Exemplo 8.2.15 Encontre o volume sob o grdfico do paraboldide z = x* + y? e acima da
regiago R = [—1,1] x [-=1,1] do plano zy.

Solucgao:

1 1 1
2
V=/(w2+y2)dwdy=/ dy/ (w2+y2)dw=/ (5 +2¢)dy = 8/3.
R -1 -1 _

1

Exemplo 8.2.16 Calcular [, x dx dy onde D € um triangulo de vértices (0,0), (1,1) e (0,1).
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Solucgao:

1 1 1
/a:dxdy=/ dx/ xdy=/ z(l—xz)dr=1/6
D 0 T 0
1 Y 1,y2
/xdxdy:/ dy/ xdxz/ “—dy = 1/6.
D 0 0 0 2

Exemplo 8.2.17 Seja D = {(z,y) € R*: /z <y <1, 0 <2 < 1}. Calcule a integral

/ evdr dy
D

ou

Solugao:

1 1
/egdxdy =/da:/ egdy
D 0 N
1 v o, 1 )
= [y [ etan = [yeiZae = [ e -y = —3+ - ey - 3
0 0 0 0

Exemplo 8.2.18 Calcule a integral

3 3cosy
1= / dy / z2sen’ydx
- 0

e desenhe o dominio de integracao.

vl

Solugao: A regiao é dada por

{(z.y) €R*: =2 <y < 7, 0< 7 < 3eosy)
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Vamos agora calcular a integral.

z 3cosy
/2dy/ r?sen’ydx =/ 9(cosy)?(seny)?dy
_x 0 _
2

jus
2

Wl

= 18/02 cosy[1 — (seny)?](seny)?dy = 18 fol(l —u?)uldu = 2

Definicao 8.2.2 Se f,g: D — IR sao funcgdes integraveis e f(x,y) < g(x,y), ¥(x,y) € D,
entao o volume de

B={(z,y,2): (z,y) € D e f(z,y) < z < g(z,y)}

/D[g(x, y) — f(z,y)]dz dy.

Exemplo 8.2.19 Calcule o volume do sélido compreendido entre os paraboldides z = % +y?
ez=4—ax%—y>?
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Solucao: Note que os dois paraboldides se interceptam para pontos da circunferéncia
{(z,y) : 2* + y* = 2}. O volume do sdlido é dado por

V = /[4—x2—y2—x2—yz]dxdy=2/[2—x2—y2]dmdy
D D

2 V2—z2 2 V2—a?
= 2/ dx/ (2—x2—y2)dy:8/ dx/ (2 —2° — y*)dy
o Joyrm 0 0

2 5 ) -
- 8/ [Qy_wa_%]|02_x d:z::8/ [ZM—‘#M—%]M
0 0

[S][9Y)

Fazendo a mudancga de variavel x = V/2senu temos que

™

2 4
vV = 8/2 [4 cosu — 4(senu)? cosu — g(cos u)?] cos udu
0

jus

= 32/02 [(cosu)? — (senu)?(cosu)? — %(cos u)t|du = 4n

onde para resolver a ultima integral acima utilizamos as férmulas trigonométricas de arco
duplo.

Exemplo 8.2.20 Desenhe as regioes de integragao para as integrais iteradas:

o [arf gf(x,y)dy 0 [ a /;f(w,y)dm

Exercicio 8.2.2 Calcule |, rJ dv para as sequintes escolhas de f e R.

a) f(r,y,2) =vr+y+z R=[0,1] x[0,1] x [0,1].
b) f(z,y,2) = 2%yz, R é o tetraedro de vértices (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1).
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8.3 Mudanca de Variaveis

Para integrais de funcoes de uma variavel temos o seguinte resultado de mudanca de varidveis

o(b

) b
f(x)de = / F6)d (wdu, (x = d(u))

é(a)

sempre que ¢'(u) # 0 para u € [a,b] (de fato a condigdo ¢'(0) # 0 nao é necesséria, veja
9.1.3). Como vimos anteriormente podemos transformar regides relativamente complicadas
em regides simples usando transformagoes e como a complexidade da regiao é uma das
dificuldades no céalculo de integrais multiplas um resultado andlogo ao resultado acima para
fungoes de vérias varidveis pode ser extremamente 1til (este é de fato o caso como veremos
a seguir).

No IR"™ um troca de varidveis corresponde a uma transformacao do IR" no IR" que vimos
anteriormente; isto é, T : IR" — IR". Temos entao o seguinte resultado

Teorema 8.3.1 (Mudancga de Variaveis) Seja T : D(T) C IR" — IR" uma transfor-
macao de classe C'. Seja B C D(T) um conjunto limitado com fronteira contida em um
numero finito de conjuntos suaves. Suponhamos que B e sua fronteira estao contidos no
interior de D(T) e que:

i) T € injetora em B,
ii) detJ(T) # 0 em todo ponto de B.

Entao, se a fungao f € limitada e continua sobre T(B), temos:

/ fdv:/(foT)|detJ(T)|dv
7(B) B

Observagao 8.3.1 O teorema ainda € verdadeiro de i) e ii) deizam de ser verdadeiros em
conjuntos suaves.
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Exemplo 8.3.1 Seja P C IR? o paralelogramo determinado pelos pontos (0,0), (1,1), (3,1)
e (2,0). Calcular a integral

/P(x + y)dz dy.

Solugao: Note que a transformagao T'(u,v) = (u + v,u) transforma o retangulo R =

[0,2] x [0,1] e que
11
-t
Entdo det J(T) =10, T é C' e T é injetora com T(R) = P. Segue do teorema que

2 1
/ (x +y)dxdy = /(u+2v).1.dudv :/ du/ (u+2v)dv = 4.
P=T(R) R 0 0

Exemplo 8.3.2 Calcule a drea da regiao E limitada pela elipse z—; + z—z = 1, conhecida a
drea do circulo C' = {(u,v) € IR* : u?® +v% < b*}
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Solucao: Considere a transformagao
(2,y) = T(u,0) = (Fu,0).

Té injetora, de classe C' e T(C) = F

detJ(T) =

[@sXSHIS)
— =

Pelo teorema anterior

/ dA:/EdA:g/dAzgwa:mb.
T(C)=E cb bJe b

Exemplo 8.3.3 Calcular a drea da regiao plana P no primeiro quadrante compreendida
entre as circunferéncias de raios 1 e 2.

Solugao: Considere a transformagao
(x,y) =T(r,0) = (rcosf,rsend).
T ¢é injetora, de classe C' e T(C) = F

cosf —rsenf

detJ(T) = senf 7rcosf

=r>0.

Entao, se R = [1,2] x [0, 7], temos que T'(R) = P e pelo teorema anterior

2
3
dA:/rdAz/rdrdG:zr—zz—w.
/T(R):P c c 22‘1 4
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8.3.1 Coordenadas Polares

Um ponto P = (z,y) do plano fica completamente determinado se sabemos a distancia r de
P a origem O = (0,0) e o angulo 0 € [0, 27), medido no sentido anti-horério e a partir do
semi-eixo positivo das abscissas, entre este semi-eixo e a reta determinada por P e por (0,0).
Definimos a seguinte transformagao de coordenadas

(x,y) =T(r,0) = (rcos,rsend), r >0, 0 <6 < 2.
Esta transformacao é conhecida como Transformacao de Coordenadas “Polar”e é injetora,

de classe C' com detJ(T) = r.
Assim,

/ f(z,y)dzdy = /(fOT)|detJ(T)|dr df = / f(rcos@,rsenf) rdrdd
T(B) B B

Exemplo 8.3.4 Determinar [,ydxdy onde D € o setor {(r,0) : 0 <r < a,

wly

<9<23)

Solugao: Seja R = [%,2%] x [0,a] e note que a transformagao 7" : R — D dada por

T(r,0) = (rcosf,rsenf) (Transformagao de Coordenadas “Polar”) é bijetora e detJ(T') = r.
Entao

a 2% a 3
/ydxdy:/rrsen@drd@z/r%en@drd@z/ 7"2d7"/ 3ser19d€=/ r2dr =L
D R R 0 z 0 3

Exemplo 8.3.5 Calcule o volume do solido D cuja base B estd no primeiro quadrante do
plano zy (v > 0, y > 0), sendo delimitada pelas curvas 2> +y?> = 1 e 22 + y*> = 4 e cuja
parte superior estd no plano z = x + vy, tendo faces laterais ortogonais ao plano xy.
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Solucao: Note que, usando o Teorema de Fubini, temos

z+y
V=/(x+y)dxdy = /d:cdy/ dzz/(x—l—y)dxdy
D B 0 B

14

z 2
= /2d0/ (rcosf + rsend) rdr = —
0 1 3

Exemplo 8.3.6 Calcular f p V2% +y*dw dy, onde D € a regido do plano compreendida entre
as curvas 22 +y? =4 e 22 +y> = 9.

Solugao: Utilizando coordenadas polares, temos que se R = [2,3] x [0, 2], entao:

3
/\/:L‘2+y dxdy—/rrdrd@—/ 2d7"/ d9—27r 3 38

3"

Exemplo 8.3.7 Determinar os extremos de integmgdo para as integrais iteradas associadas
a fR z,y,2)drdydz, onde R é o hemisfério z*> + y* + 2 <1, 2 > 1
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Solucgao:

1 Vi—z? \1-z2—y2
/ dx/ dy/ flz,y,2)dz
-1 —V1—2? 0

Exemplo 8.3.8 Determine o volume do sélido compreendido entre as superficies z = 8 —
2?2 —y? ez = 2% + 3y

Solugao: Se um ponto (z,y, z) estd na interseccao das superficies entdao z = 8 — 2% — y? =
2?2 + 3y? e portanto 2% + 2> = 4

2 \/ 4_2””2 8—ax2—y?
V- / / / dz = 872,
—2J—4/ # x22+3y2

8.3.2 Coordenadas Cilindricas

Um ponto P = (z,vy, z) do espago fica completamente determinado se sabemos a distancia r
de P, = (z,y,0) a origem O = (0,0,0) o angulo 6 € [0, 27), medido no sentido anti-horario
e a partir do semi-eixo positivo das abscissas, entre este semi-eixo e a reta determinada por
P e por (0,0,0) e a cota z. Definimos a seguinte transformagao de coordenadas

(x,y,2) =T(r,0,z) = (rcosf,rsend, z), r >0, 0 <0 < 2w, z€IlR.

Esta transformagao é conhecida como Transformacao de Coordenadas “Cilindricas”e é
injetora, de classe C'' com detJ(T) = r. De fato:
24+ yP=1r% x=rcosh, y=rsend, z=z
cosf —rsenf 0

detJ(T) = |senf rcosf 0O =r.
0 0 1
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Exemplo 8.3.9 Calcular [, f(x,y,z)dz dydz onde f(x,y,2) = 4zy e C € a regido cilindrica
2+ <1,0<2< 1.

Solucao: Note que a transformacao de coordenadas cilindricas leva o retangulo R =
{(r,0,2z) : 0 <0 <27, 0<r <1, 0<2z <1} naregiao C. Logo, dos Teorema 8.3.1
e Teorema 8.2.2, temos

2 sen26

1
/ doydrdy = / 473 cos senfdr df dz = / 473 dr / do
C=T(R) R 0 0 2

1
= / 4r3dr (— cos 29)|§7T =0
0

8.3.3 Coordenadas Esféricas

Um ponto P = (z,v, z) do espago fica completamente determinado se sabemos a distancia p
de P = (x,y,2) a origem O = (0,0,0) o angulo ¢ € [0, 7] medido no sentido horario, entre
o semi-eixo positivo das cotas e a reta determinada por P e (0,0,0) e o angulo 6 € [0, 27),
medido no sentido anti-horario entre o semi-eixo positivo das abscissas, e a reta determinada
por P, = (z,y,0) e por (0,0,0). Definimos a seguinte transformacao de coordenadas

(x,y,2) =T(p,p,0) = (psenp cosh, psenpsend, p cosf), p>0, 0<p<m 0<60<27.
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Esta transformacao é conhecida como Transformagao de Coordenadas “Esféricas”e é
injetora, de classe C'! com detJ(T') = p?seng. De fato:

2+ + 22 =p? x=psenp cosf, y=rsenpsend, z=pcosy

senp cosf p cosy cosf —pseny send
detJ(T) = |senpsenf p cospsenf pseny cosf | = p*sene.
cos —pseny 0

Exemplo 8.3.10 Calcular [, f(x,y, z)dx dy dz, onde f(x,y,z) = 2* e B € a sequinte regido
B={(z,y,2): 2* +y*+ 2> < 1}.

Solugao: Note que T leva o retangulo R = {(p,9,0) : 0<p <1, 0< o <m 0<6 <27}
e B. Logo, dos Teorema 8.3.1 e Teorema 8.2.2, temos

/ P2drdydz = / p? cos® psenp dp dp df
B=T(R) R

2m s 1 A7
= / d9/ d(p/ P cos® psenpdp = —
0 0 0 15

Exemplo 8.3.11 Calcular o volume da regiao C comum a esfera p < a e ao cone ¢ < Q.
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Solugao: Note que T leva o retangulo R = {(p,¢,0) :0<p <1, 0<p<a, 0<60 <271}
e C'. Logo, dos Teorema 8.3.1 e Teorema 8.2.2, temos

2w « 1
V(C) = / dedydz = / pseny dp dp db = / d@/ dgp/ p*seny dp
C=T(R) R 0 0 0

27 « 1 a3 (13
= / / d(p/ —senpdf = 2r—(1 — cos @)
o Jo 0o 3 3

8.3.4 Densidade e Centro de Massa

Considere a seguinte situagao

iy O Hily

£ A &1

my e Mo sao as massas de particulas pontuais sobre x; e x5 respectivamente. Entao mqyx; =
me|Ta| ou seja myzy + moxy = 0.

Em geral se mq,---,m, sao as massas de particulas pontuais localizadas em ¢ sobre
X1, , Ty, O sistema estara em equilibrio se

n
=1

n / . ~ s . . n
A soma ), m;x; é chamada momento do sistema em relagdo a origem. Sejam =) " m;,

definimos
n

n
_ Z¢:1 mix; _
r===""=—— ou mx= E m;T;.
m —
1=

Fisicamente = é o ponto sobre o qual poderiamos concentrar toda a massa do sistema
sem alterar o momento do sistema.

O ponto P com coordenada = é chamado centro de massa do sistema.

Consideremos agora uma situacao um pouco mais geral, qual seja: mq,--- ,m, sao as
massas de particulas pontuais localizadas em pontos P, = (z1,y1),- -+, Py = (2n,yn) sobre
um plano coordenado. Os momentos M, e M, do sistema em relagao aos eixos x e y, sao

definidos por
n n
M, =Y mys, My=> m,.
i=1 i=1
Sem =" m; entdo o centro de massa dos sistema é o ponto P = (z, ), dado por:

mx =M, e my= M,.

P é o ponto sobre o qual poderiamos concentrar toda a massa do sistema sem que 0s
momentos do sistema se alterem.
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Suponha que a origem P = O do sistema coincida com o centro de massa, entao
mz =m.0 =M, =0
my=m.0=M, =0

e o sistema estd em equilibrio. Logo o centro de massa é o ponto pelo qual poderiamos
pendurar o sistema de modo que ele fique em equilibrio na horizontal.
Considere agora uma lamina L com a forma da regiao D da figura abaixo

Suponha que para cada ponto (x,y) da superficie a densidade seja dada por p(x,y), onde
p é uma fungao continua sobre D.

Considere uma rede G cobrindo D. FEscolhamos (z;,7;) em cada retangulo R; de G.
Se m(G) é pequena, do fato que p é continua, podemos aproximar a massa da lamina L;
correspondente a R; por

m(Li) = p(xi, yi) A(R:).
Ainda
Z P(Jﬁi; yi)A(Ri)'

aproxima a massa da lamina L. A massa M de L é definida como

M = lim i, i JA(R; z/ x,y)dx d
m(G)AOXi:p( wA(R) = | pla.y)dody
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Em particular se p(z,y) = ¢, entdo

M =c | dA=cA(D).
D

A densidade média da lamina L é

_ massa [ p(x,y)dA
P~ Tdrea [,dA

Se a massa de L; é suposta concentrada em (z;,7;) entdo o momento de L; em relacao
ao eixo = é y;p(x;,y;)A(R;) e o momento de L; em relacao ao eixo y e z;p(z;, y;) A(R;). Os
momentos de L em relacao ao eixo xz, M, e y e M, sao entao definidos por

M, = lim Zyip(ﬂfi,yi)A(Ri):/yp($7y)dA
p D

m(G)—0
e
M, = Tlim zip(wi, yi) A(R;) = / zp(w,y) dA.
m(G)—0 p D
Ainda, o centro de massa da lamina L é o ponto P = (z,y) dado por
M, M,
Xr = —— _— —
Vi
ou seja
g dpee@y)dd o Jpyplr.y)dd
Jpp(z,y)dA” Jp p(z,y)dA
No caso particular em que p(z,y) é constante temos que
- fD xdA fD ydA
Tr =

Jpad” 7T [pdA

Neste caso o ponto P é chamado centréide e nao depende da densidade, dependendo somente
da forma da regiao D.

Exemplo 8.3.12 Seja D a regido do plano entre a pardbola y = 6 — 2 e y+2x—3. Calcule
A(D) e o centro de massa de uma lamina com a forma de D e densidade constante.

8.3.5 Momento de Inércia

O sistema formado por uma particula de massa m; tem momento de inércia relativo a reta
s dado por
2

onde d; é a distancia da particula a reta s.
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Se o sistema é constituido de n particulas de massas mq,--- ,m, distando dy,--- ,d, de
uma reta s tem momento de inércia relativo a s dado por

i=1

Se as particulas estao localizadas nos pontos P, = (x1,41), -+, P, = (2n,yn) do plano
xy entao o momento de inércia dos sistema em relagao ao eixo x e ao eixo y dados por

n n
I, = Zmiy? e I, = Zmiy?'
= =1

Exatamente como no caso do momento, estendemos o conceito de momento de inércia em
relagao ao eixo x e ao eixo y por

— lim Zyz i, Y1) A(R;) = / y'p(x,y) dA
D

m(G)—0

= i, 3 atplemA(R) = / 2p(x,y) dA
D

m(G)—0

Exemplo 8.3.13 Seja L uma lamina com densidade constante p com a forma da regido
anelar A = {(z,y) : 1 < a*+y* < 4}. Caleular I, e I,



8.3. MUDANCA DE VARIAVEIS

95

Solugao: Note que a mudanga de coordenadas polares T' leva a regiao R = {(r,0) : 1 <r <

2, 0 <6 < 2m}. Segue agora do Teorema 8.3.1 e do Teorema 8.2.2 que

2 2 1— 2
I, = / paidrdy = p/ r3sen?d dr df = p/ r3dr/ ﬂd&
A=T(R) R 1 0 2

2 2 4
260 — sen26 15
= p/1 r3—:en dr = ,077/1 r3dr = pﬂ—z i = _4p7r

8.3.6 Momento Angular

Suponha que uma particula pontual de massa m gira ao redor de um eixo ¢, num circulo de

raio 7, com velocidade angular w.
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A energia cinética desta particula é

Suponha agora um sistema de n particulas girando em torno de um eixo ¢ com velocidade
angular w. Se rq,--- ,7, sao as distancias de mq,--- ,m, a {, entao a energia cinética do
sistema

E. = z”: %mivf = %zn:mmwz = %wz zn:r?mi
i=1 i=1 i=1

1
= 5[(.&)2

8.3.7 Miscelanea de Exemplos

Exemplo 8.3.14 Uma chapa de densidade § tem a forma da regiao do plano xy que estd
entre a pardbola y = x% e a reta y = x + 2. Calcular o momento de inércia da chapa em
rela¢ao ao eiro y.
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Solugao: Primeiramente devemos encontras os pontos de interseccao da reta e da parabola.
Note que nesses pontos devemos ter y = 2 = z + 2 e portanto (z,y) = (—=1,1) ou (z,y) =
(2,4). Segue que

2 42
63
I:(s d 2d = —
v /_1 x/x R

Exemplo 8.3.15 Determinar o centro de massa de uma placa delgada, de espessura e den-
sidade uniformes, que estd sobre a regiao A do plano xy entre as retasx =2, y=0, y=1
e a pardbola y = x2.
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Solugao: Célculo da massa

1 2 1
4
M=/pdA=p/ dy/ dw:p/(2—\/§)dy=§p-
A 0 Vi 0

Célculo do momento

Y 7
M, = dA=p | d dx = d 2— Ddy =~ p.
/xp p/ y/mw /0 Ify p/( )y =1p

Com isto podemos calcular a coordenada = do centro de massa da seguinte forma

_ M, 21
=0 T 6
De forma semelhante obtemos a coordenada § do centro de massa
M, 9
YD T 20

Exemplo 8.3.16 Ache o centro de massa de uma lamina quadrada ABCD de lado 3/2
sabendo que a densidade de qualquer ponto P € o produto das distancias de P a AB e a AD.
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Solucao: Vamos calcular a massa e os momentos relativos aos eixos = e y da lamina. Note

que p(z,y) = xy, entdo
3/2 3/2
M =/ d:c/ xydy = 81/64,
0 0
3/2 3/2
M, = / / ry’dy = 81/64
o Jo

3/2 r3/2
M, = / / ry dy = 81/64.
0 0

Segue que as coordenadas do centro de massa da lamina sao (z,y) = (1,1).

Exemplo 8.3.17 Ache o centro de massa de uma lamina semicircular, sendo a densidade
de qualquer ponto proporcional a distancia de P ao centro do circulo.

Solugao: A lamina ocupa a regiao C' = {(x,y) : 22 + y* < a, z > 0} que em coordenadas
polares é R = {(r,0) : 0 < r < a, 0 < 60 < 7}. Note que p(x,y) = ky/22+ y?; ou seja,
p(r,0) = kr. Com isto calculamos a massa e os momentos relativos aos eixos coordenados
da lamina,

9 N ‘o mka?
M = plx,y)dedy = | kridrdf = de [ kridr =
C=T(R) R 0 0 3

5 s a 5 k a4
M, = yp(z,y)dedy = [ krsenfdrdf = do | kr’senfdr = —

C=T(R) R 0 0 2

M, = :z:p(:):,y)dxdy:/kr3cost9drd9:k/ 7"3/ cosfdf = 0.

C=T(R) R 0 0

Segue que as coordenadas do centro de massa sao (z, ) = (0, 32).

Exercicio 8.3.1 Encontre o centro de massa da lamina que tem a forma da regiago limitada
pelas retas x =0, y =0 e z +y = a e que tem densidade p(x,y) = 2% + 2.

Exercicio 8.3.2 Calcular o momento relativo ao eixo x da lamina que tem o formato da
regiao limitada pelas pardbolas x = y* e x = 2y — y?, sendo a densidade p(z,y) =y + 1.
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8.3.8 Aplicagoes no Espaco IR?

As idéias vistas até agora nas aplicacoes podem ser generalizadas para trés dimensoes.

Massa e Momento Linear

Se um sélido tem o formato de uma regidgo @ do IR® se a densidade no ponto (z,y,z2) é
p(x,y, z), entdao de forma andloga ao visto anteriormente

M = /p(:v,y,z) dx dydz.
g

Se temos uma particula pontual de massa m localizada no ponto (z,y,z) do espaco,
entao seus momentos relativos aos planos xy, xz e yz sao definidos como mz, my e mz,
respecitivamente. Utilizando os mesmos argumentos ja vistos definimos os momentos de um
solido em relagao aos planos coordenados como sendo:

M:vy = / Zp(l',y,Z) dx dy dz,
Q

sz = / yp(x7y7 Z) dxdydz
Q

€

Myz:/xp(a:,y, z)dxdydz.
Q

o centro de massa é o ponto (z, 7, z), onde

E_Myz __Mmz e Z_Mxy
VA Vi M
Quando a densidade é constante; isto é, p(x,y,z) = ¢, entdao o centro de massa é dito

centroide.

Momento de Inércia

Se uma particula de massa m estd no ponto (z,y,z), entao seu momento de inércia em
relacao ao eixo y é m(z? + y?).
Logo somos levados a definir

L= [ (7 + #p(a.y.2) dedydz,
Q

= [ &+ Pploy.2) dudyd
Q

€

L= [ &+ y)pley.2) dody s
Q
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Exemplo 8.3.18 Considere o sélido S limitado pelo cone 2* = 2% + y? e pelo plano z = 1
cuja densidade é p(z,y,z) = 1. Ache o centro de massa e o momento de inércia em relagdo
ao eizo z do solido S.

Solugao: Note que utilizando coordenadas cilindricas temos:

2 1 1 -
M:/d:r;dydz:/ d@/ dr/ rdz = —
S 0 0 r 3
e
o 1 1 -
Mwy:/zdxdydz:/ d@/ dr/ zrdz = —.
S 0 0 r 4

Segue que z = ]\i}y = %. Por simetria £ = y = 0. Finalmente

2m 1 1
Iz:/(fﬁ%ryz)dﬂ?dydz:/ d&/ dr/ By =
S 0 0 r 10
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Capitulo 9

Apendice

9.1 Substituicao e Integracao por Partes (Caélculo I)

Dois dos teoremas mais importantes do calculo diferencial sao a regra da cadeia e a regra do
produto, que passamos a enunciar:

Teorema 9.1.1 (Regra da Cadeia) Se I, J sao intervalos abertose f:J — 1R, g: 1 — J
fungoes de classe O temos que

d

—(fo9)@) = J'(g())g (), Ve € 1.

Teorema 9.1.2 (Regra do Produto) Se f,g : (a,b) — IR fungdes de classe C' temos
que

L (19)(0) = Flalgle) + Fe)g ), ¥a € (a,b)

Estes teoremas, juntamente com o Teorema Fundamental do Calculo, dao origem a dois
teoremas fundamentais do cédlculo integral. A integracao por partes e o método da substi-
tuicao, sao sem duivida, os resultados mais importantes no que se refere ao calculo de integrais
de funcoes de uma variavel. No que se segue, vamos obter estes teoremas a partir da regra
do produto e da regra da cadeia, respectivamente.

Teorema 9.1.3 (Método da Substituicao) Sejam I = [a,b], J intervalos, f : J — IR
uma fungao continua e ¢ : I — J uma funcao continuamente diferencidvel. Entao,

#(b) b )
flapts = [ (o516 (s)as.
é(a) a
Prova: Seja c € J e V(x) = [T f(0)df. Entdao da regra da cadeia
d

(Vo d)(s) = f(6())¢/(5).

O resultado agora segue do Teorema Fundamental do Calculo. i
Observacao: Note que nao é necessario assumir que a funcao ¢ seja uma mudanca de
variaveis (¢'(s) # 0, Vs € [a, b]).
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Teorema 9.1.4 Sejam f, g : [a,b] — IR duas fun¢des continuamente diferencidveis. Entdo
b b
/ f(s)g'(s)ds = f(b)g(b) — f(a)g(a) —/ f'(s)g(s)ds.
Prova: Da regra do produto temos que

C(79)(5) = F(9)als) + F(5)g'(5)

Agora, do Teorema Fundamental do Calculo, temos que

b b
f@w»wmmwszwmww+/f@ﬂwu

e o resultado segue. i



Capitulo 10

Campos Vetoriais

10.1 Introducao

Neste capitulo introduziremos um conceito que é de grande utilidade em varios problemas
relacionados a Fisica e Engenharia.

Para motivarmos a introducao de tal objeto lembremos, da Fisica elementar, que se
deslocarmos uma particula ao longo de um caminho reto com uma forga F (constante) o
trabalho realizado por essa forca é o produto da componente se F' na direcao e sentido do
movimento, pela distancia percorrida pela particula, ou ainda,

W=F-AR

onde AR é o vetor que vai da posicao inicial da particula a sua posi¢ao final.

sl

AR

Agora suponha que a forga nao seja constante, isto é, seja uma funcgao vetorial, que varia
de ponto a ponto em uma regiao do plano, como por exemplo

F = F(z,y) = M(z,y)i + N(,y)J.

Suponha que seta forca desloque uma particula ao longo de uma curva suave C' do plano,
onde C' tem equacgoes paramétricas

v=ux(t), y=y@), t<t<ts.
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Pergunta-se: qual o trabalho realizado por essa for¢ca quando a particula move-se ao longo
da curva do ponto inicial A = (x(t1),y(t1)) até o ponto final B = (z(t3),y(t2))?

Antes de mais nada, observemos que a funcao F' a valores vetoriais serd denominada
campo de forgas ou campo vetorial. Em geral, um campo vetorial (ou campo de forgas) no
plano é uma fungao que associa a cada ponto (x,y) de uma regiao do plano um vetor. Uma
funcao que cujos valores sao ntimeros serd dita campo escalar.

Todo campo escalar f = f(z,y) determinada um correspondente campo vetorial

of- Of-

denominado campo gradiente. Observemos que alguns campos vetoriais sao campos gradi-
entes, mas em geral ndo sao, isto é, existem campos vetoriais F'(z,y) = M(x, y)?+ N(z,y)]
tais que nao existe f = f(x,y) tal que Vf = F (tente encontrar uma tal campo).
Retornemos ao problema inicial de encontrar o trabalho realizado pela for¢a F(x,y) =
M (z,y)i+N(z,)J ao longo da curva suave C. Se a curva for um segmento de reta horizontal,
isto é, C' = {(xo,y0) + t(z1,%) : 0 < ¢t < 1} entdo, do Célculo 1, sabemos que o trabalho

sera -
W:/ F(:U,yo)dx:/FdR
x0 C

onde dR é vetor elemento deslocamento (no caso acima um escalar, pois o deslocamento s6
ocorre na diregao do eixo dos x’s). Logo somos levados, em geral, a trabalhar com integrais
de fungoes de mais de uma variavel ao longo de curvas. Isto na verdade é o objetivo desta
secao.

10.2 Exemplos

Comecaremos com alguns exemplos de campos vetoriais:
1 Campo de velocidades determinado pela rotagao em torno de um ponto fixo.
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2 Campo de velocidades determinado pelo movimento de um fluido.

3 Campo gravitacional.

Quando um campo vetorial nao depende do tempo diremos que ele é um campo estaci-

onario.
Exemplos:

1. F(z,y) = 277 4 yj': (2x,y)

STl

2. O campo vetorial F(x,y) = —yf%— xj = (—y, x) geometricamente é da seguinte forma:



108 CAPITULO 10. CAMPOS VETORIAIS

De fato pois, (F(P), OP) = (—y,z), (z,y)) = 0, logo F(P) L OP.

3. Dado ¢ < 0, o campo vetorial

C

T(Q?,y,Z) = ($2+y2+22)

77 (9. 2), (2,9, 2) # (0,0,0)

¢ um campo vetorial paralelo a (z,y, z), com sentido contrério ao de (z,y, z) e

c|
1’2 +y2 + Z27

]
17y, 9 = e @ +o" + 27 =

isto é, ||T'(z,y, z)|| é inversamente proporcional ao quadrado da diatancia de (z,y, 2) a
(0,0,0).

Estes tipos de campos aparecem em muitas situagoes, como por exemplo:

Considere uma particula de massa M na origem. A forga de atracao gravitacional que
age sobre uma particula de massa unitaria colocada em P = (z,y, z) é de mddulo igual
a

gM
22+ y2 + 22
Logo
gM —(z,y,2) —gM
F = = .

Um tipo,importante de campo vetorial é o campo proveniente de uma funcao escalar, isto
é, o campo gradiente. Se f = f(x,y, z) entdao o campo gradiente de f é dado por

Vi(x,y,2) = fola,y, 2)i + fy(w,y,2)] + f(z,y, 2)k.



Capitulo 11

Integrais de Linha

11.1 Introducao

Seja 2 um aberto de R?. Consideremos um caminho suave 7 : [a,b] — Q C R?] isto é, v/(t)
é continuo e +/(t) # 0, para todo t € [a, b].

Seja f : Q@ — R onde v C Q, isto é, v(t) € Q, para todo t € [a, b]; neste caso diremos
que v é um caminho suave em ().

Sejam A =(a), B=7(b) ea=1ty<t; <---<t,=>buma parti¢ao de [a, b].
Esta partigdo determina uma partigdo do arco AB em arcos P;_1P; onde P; = ~(t;),
1=1,---,n.

Defina AS; = comprimento do arco Piiji e ||All = max AS;.

n

—~

Em cada arco P,_; P; escolhamos um ponto (z7, y}) e consideremos a soma Z flzs,yr)AS;.
i=1

Defini¢ao 11.1.1 A integral curvilinea de f sobrey de A até B é definida (e denotada) por

[ ras= Jim 3" rarunas
v i=1

[All—0

109
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desde que o limite exista independente da escolha do ponto (xf,yf) €P;_1 P,

Observacao 11.1.1 A integral acima também ¢é conhecida como integral de linha relativa
ao comprimento de arco.

Uma condigao suficiente para garantir a existéncia da integral curvilinea acima é dada
no seguinte resultado.

Teorema 11.1.1 Se v : [a,b] — R* e f : Q@ — R € continua em ), entio existe
|, f(z,y)ds e

[ ras= [ ftat. 50V @@7+ FOF

A demonstracao desde resultado sera omitida.
Observemos que definindo-se F(t) = a(t)i + B(t)j entao ||r'(t)|| = /()2 + (B'(t))2.
Logo, a expressao acima tornar-se-&

/fds—/f DI dt.

No caso particular de f(z,y) = 1, Vo € Q temos

b
/fds = / |7 (t)|| dt = comprimento de .
vy a

Diremos que v : [a, b] — R? continua é suave por partes se existe uma particao de [a, b],
a=1ty <ty <---<t, =0, tal que a restricao de v a cada um dos subintervalos [t;_1,t;] é
um caminho suave.

Deste modo podemos definir a integral curvilinea de f : 2 — R? sobre o caminho suave
por partes v C €2 como sendo a soma das integrais curvilineas de f as restri¢oes de v a cada
um dos subintervalos onde ela é suave, isto é

/Vfds:iil/%fds
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onde 7; é o caminho obtido da restri¢do de do caminho v ao subintervalo [t;_1,;].

Podemos dar a seguinte interpretagao geométrica para a integral curvilinea: suponha que
f é continua e nao negativa em ) C R2.

A 4rea do retangulo tendo como base P,_; e P; e altura igual a f(z},y}) como na figura
abaixo é aproximadamente igual a f(z},y)AS;. Logo é natural pensarmos que fw f ds como
sendo a area da superficie que tem como base curva v e altura determinada pelo grafico da
funcao f.

y A

Y
Y

11.2 Aplicacao
Olhemos v como um fio delgado e f(x,y) como sendo a densidade em (z, y). Com isto temos
que f(zf,yf)AS; ~ massa de P,_1P= Am,.

Mas Zf(xf,y;‘)ASi = ZAmi ¢ aproximadamente a massa total do fio. Logo M =

i=1 i=1
fv fds nos da a massa total no fio.

Exemplo 11.2.1 Calcular [ f(z,y)ds onde f(z,y) = 2* +y e~ dada por () = (3t, %),
0<t< 1.

Neste caso y(t) = (a(t), 3(t)) = (3t,t3), 0 < ¢t < 1. Assim

/f z,y) ds _/ e )V (o (1)2 + (B(t))2dt = /01(27t3+t3)\/9+9t4dt

u—1+t4ﬁdu:4t3dt 9 i
:/ 8431 + ¢4 dt = t=0—u=1 :/ 21vudu = 14(2v2 — 1).
0

t=1—u=1 1

Exemplo 11.2.2 Calcular a drea da superficie vertical delimitada superiormente pelo grafico
do paraboldide f(x,y) = x*+y? e inferiormente pelo arco do circulo z*+y*> =1,z > 0,y > 0.

Se considerarmos v : [0,7/2] — R? como sendo a curva suave y(t) = (a(t),3(t)) =
(cost,sent), 0 <t < m/2 entao a drea A da superficie descrita acima serd dada por

_ / f(.y) ds = / F(a(t), BE) V(@ B + (F0)2 dt
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w/2 /2
= / (cos®t + 2sen’(t))vcos?t +sen?t dt = / (14 sen®t) dt
0 0

w/2 1
_ / 1+ 2(1— cos(26)] dt = °" w.a.
; 2 4

11.3 Integral de linha de um campo vetorial

Sejam 7 : [a,b] — Q C R? uma curva suave dada por v(t) = (z(t),y(t),2(t)), t € [a,b] e
F(l‘,y,Z) = Fl(l',y,Z)i+F2(l',y, )j +F3(Q§' Y,z )k
um campo continuo definido 2.
Suponhamos que 7 seja trajetéria de uma particula sujeita ao campo de forcas F.
Se F é constante e v ¢ um segmento de reta, temos que Trabalho = Fvetor deslocamento

=11

A

Se F' nido for constante ou ~v nao for uma reta, particionamos v num nimero finito de
arcos, isto é, considere uma partigao P, de [a,b] a =t < t; < --- < t, = b e tome P, = v(t;),
1=1,...,n

—~

Se || P|| é pequeno, o trabalho realizado por F ao longo do arco P;_P;,i=1,--- ,n pode
ser aproximado por

Aw; = F(Piy) - (P, = Pia) = F(y(ti1)) - (7(t:) = 9(tia)).
Mas, y(t;i—1)) - (7(t;) — v(t;i21)) = ¥ (£:)Ast, para algum ¢; entre ¢;_; e t;. Desta forma,
Aw; = F(y(ti1)) -7 () Ait.

A
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O trabalho W realizado por F a0 longo de v ¢, por definigao,

W = lim ZAUJ-: lim ZF v () At.
i=1

[P—0 2

Embora a soma acima nao seja uma soma de Rlemann, pode ser mostrado que o limite exista

e é igual a
b
Wz/mewmw

/ﬁ-df
Y

e chamada de integral de linha de F sobre .
Note também que

que sera denotada por

=/wmwﬁw+5wwww+&mmAMﬁ

:/ [(Fro)z’ + (Fyon)y + (Fyoy)2]dt

A expressao acima sugere a seguinte notacao:

/ﬁ-dF:/Fldx+F2dy+F3dz.
.

v

Exercicio 11.3.1 Calcule

/2xdm+ dy + dz,
2!

onde vy € a interseccio do cilindro y = 2%, do paraboldide z = 2 — x* — y? contida no octante
z,y,z > 0. O caminho deve ser percorrido de (1,1,0) a (0,0,2).

Resolugao: Uma parametrizacao de 7y é
) = (12— —tY),  0<t<1.

Temos

1 1
/2xdx+ dy + dz:/[2t+2t—2t—4t3]dt:/[2t—4t3]dt:t2—t4é:—3.
v 0 0
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Vejamos agora uma relacao entre a integral de linha de um campo vetorial e a integral
de linha com relagao ao comprimento de arco.

Dada uma curva suave v, considere f(P) o vetor unitario tangente a v em P. Lembre
que estamos assumindo que 7'(t) # 0.

L Foar= [ B0 - (1)t

:/a ﬁ(v(ﬂ)-%W(t)Hdt:/a F(y(t)) - T(y(0) |17/ (1) l1de

b — — — —
:/ F(y(t) - T(vy(t))ds = /F-Tds

Resumindo,

W:/ﬁ-dfz/abﬁ(y(t))-7’(t)dt=/ﬁ~fds.

~

Note que F-Téa componente tangencial de F com relacao a curva.

Exercicio 11.3.2 Calcule fy F-di onde F(xz,y) =axi+yj ey:te0,n] — (cost,sent)
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N

Resolucao: Vale observar que deveremos ter a integral igual a zero.
De fato,

/ﬁ-dF:/ (costﬂ—sentf)-(—sentz+costf)dt:/ 0dt = 0.
v 0 0

Exercicio 11.3.3 Calcular o trabalho realizado por F ao longo do caminho v, onde ﬁ(x, y) =
(z,y) e(t) = @ ]t]), t € [-1,1].

Resolucao:
Neste caso temos:

-1

W= [Fear= [ Fow) i [ Famn i [ Fawy o

1 0 1
:/ (t, |t|)(1,—1)dt+/ (t,|t|)(1,1)dt:/ 2tdt+/ 2dt = —1+1 = 0.
—1 0 0

-1

Teorema 11.3.1 Seja 7y : [a,b] — R3, dado por ~(t) = (z(t),y(t), z(t)) um caminho su-
ave, h : [c,d] — [a,b] uma mudan¢a de parametros (isto €, h € invertivel) e A = yo h
reparametrizacao de . Entao
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Prova Suponhamos que h'(7) < 0. Neste caso, h(c) = b e h(d) = a. Pela regra da cadeia,
N (1) =+'(h(1))W (7). Fazendo a mudanca t = h(7), obtemos

—

/ Fdr = / F(y(t)) -~/ (t) dt = /dcfw(rm-v’(hm)h'(r)df

—

== [ Pt -t ey ar = [ @) - Ny =~ [ Foar
O caso W' (1) é semelhante.

Observacao 11.3.1 Note que a integral f7 fds independe do sentido de percurso.

De fato, com a notagdo do teorema acima, no caso h'(7) < 0, temos

NI = 1 R ()] = =1y (DR (7)

/fds—/f DI (1) dt = /f WY DI () dr
= [ setemin e dT—/f DX @ldr = [ s

Exercicio 11.3.4 Calcular fv F - dF onde F(x,y) = (z%, 2%y) nos sequintes casos:
(a) v € o segmento de reta que liga (0,0) a (1,1).

(b) v € a pardbola y = 2%, 0 <z < 1.

(c) v € o segmento de reta que liga (1,1) a (0,0).

e, dai,

Resolucao:
(a) Uma parametrizacao da curva é y(t) = (t, ) 0<t<1.

1
Assim, /F dr—/ (t3,¢%) - (1,1)dt :/ 213 dt =
0 0

(b) Uma parametrizagao da curva é y(t) = (¢,t?), 0 < ¢ < 1.
1 1
Assim, /F AP = / (t*, 4 - (1,2t)dt = / (t' + 2t°)dt = R
o 0 0
Observe que os valores das integrais ao longo das duas curvas acima que ligam (0,0) e
(1,1) sao diferentes.
(c) Uma parametrizacao da curva é y(t) = (1 —¢t,1—1¢), 0 <t < 1.
Assim,

l\')

/ﬁ?dmn:/%a-¢f41—w%4—L—nﬁ::

/q—ml_w%u:(l_”41:_1.

2) Calcular a area da regidao R abaixo.
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(1,1,0) (0,2,0)

Resolucao:
Neste caso temos z = f(x,y) = 2> e y(t) = (t,2—1), 0 <t < 1.
V2

1 3
t
Assim, a area da regiao R sera dada por: /f(x,y)ds = / 22 = \/§§|é =3 ua.
¥ 0

11.4 Campos conservativos e integrais de linha

Proposigao 11.4.1 Sejam Q2 C R™ um aberto, f : QO — R de classe C* em Q, v : [a,b] —
R” dada por (t) = (71(t), - ,a(t)), t € [a,b] uma curva suave por partes tal que y(a) = A

—

e v(b) = B. Entao, se F' =V f, temos

/ﬁ~dF: F(B) — f(A).

o

Prova: (i) Se v ¢ suave entao

lﬁ-dF:AVf-dF:lef(y(t))-7’(t)dt.
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Pela regra da cadeia temos

S160) = 2L 0@M© + 5L Wm0 + -+ SL G010 = TF6w) )

Do Teorema Fundamental do Calculo segue que:

[9rdr= [ Sr0®)d = 1) - Fom) = F(B) - £A)

(ii) Se 7y é suave por partes escrevemos 7 = y; U---U~,, onde ; é suave, i = 1,--- ;m e liga
Ai aAH_l,Z':l,"' ,m, coonerAm:B.
Usando (i) em cada +;, obtemos

m

/Vf-dF:Z Vf-dr

Y =1 Y Vi

= f(A1) = f(A) + f(A2) = f(AL) + -+ f(B) = f(An—1) = f(B) — f(A).

Definicao 11.4.1 Se F éum campo vetorial continuo definido em €2, dizemos que a integral
de F independe do caminho se para quaisquer curvas suaves por partes vy,7s : [a,b] — Q

tais que y1(a) = 12(a) € 11(b) = 72(b) tem-se

/ﬁ-d?:/ F - dr.
Y1 Y2

Observagao 11.4.1 A proposicao 11.4.1 afirma que a integral de linha de um campo gra-
diente independe do caminho, isto €, so depende dos pontos extremos.

Definicao 11.4.2 Uma curva 7y : [a,b] — R™ € dita fechada se ~y(a) = v(b). Neste caso a
integral sobre v serd indicada por fy.

Definicao 11.4.3 Se F éum campo vetorial continuo definido em €2, dizemos que a integral
de F ao longo de qualquer curva fechada € zero se va -dr' = 0 para toda curva fechada
suave por partes, v : [a,b] — L.
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@O@

Exemplos de curvas fechadas

Corolério 11.4.1 Se F =V onde f : Q CR"® — R 6 suave ¢ v : la,b] — Q € suave por
partes e fechada entao f7 F-dr=0.

Prova: Como F = Vf e f(B) = f(A), segue da proposigao 11.4.1 que /ﬁ -dr' = 0.

Y

Pr0p051ga0 11.4.2 Seja F um campo continuo definido em Q. A fim de que a integral de
F ao longo de toda curva fechada seja zero € necessdario e suficiente que a integral de F seja
independente do caminho.

Prova: Suponhamos que a integral de F ao longo de qualquer curva fechada seja zero.
Sejam 7y : [a,b] — Q e 7y : [a,b] — Q curvas suaves por partes tais que que v;(a) = y2(a) e
Y1 (b) = v2(b). Defina v : [a, b] — Q por

M2t —a), se a<t
(t) = 0
Y2(a +2b—2t), se

b

+

a

IN
A |

b

+

t<b.

m|

Note que v ¢ fechada e suave por partes. Logo,

) o
0= [ Fedr= [ Faw)-v@d= [ Fow)0a
o7 a a

a+b

" / F(o 1)) /(1) dt = / " Fn(2t—a) - (292t — a)) dt
+ /abb Flyala+2b—20)) - (—294(2a + b— 20)) dt. (11.1)

Usando a mudanga v = 2t — a temos

a+b
2

b
F(mn(2t —a)) - (29}(2t — a)) dt = / Fln(u)) - 7} () du = / Fdr.

a 71
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Usando a mudanca v = a + 2b — 2t temos

—

b b . .
/1 F(VQ(a+2b—2t))-(—275(2a+b—2t))dt=/ F(Vz(v))-vé(v)dvzf P dr.

+b

2

Como 7 ¢ fechada, de 11.1 obtemos

0:/ ﬁ-df—/ F-drF,

Y1 Y2
/ﬁdf:/ﬁ-df.
Y1 Y2

Suponhamos agora que a integral de F seja independente do caminho. Seja 7 : [a, b] — Q
uma curva fechada suave por partes e defina \ : [a,b] — Q por A(t) = v(a+b—t). Note que
como 7 é fechada, temos v(a) = 7(b) = A(a) = A(b). Como a integral independe do caminho,

/ﬁ-dfz/ﬁ-df.
0l A

Agora, usando t = a + b — u, obtemos

isto é,

/ﬁ-dfz/ ﬁ(w(t))-y’(t)dt:—/baﬁ(v(aan—u))-7’(a—|—b—u)du

:/baﬁ()\(u))~/\’(u)du:—/abﬁ()\(u))-A’(u)du:—/Aﬁ~dF:—Lﬁ~dF.

Portanto, f7 F.di=0.

Exemplo 11.4.1 Calcular /xdx +ydy em cada um dos itens abaizo:

.
(i) v € o segmento de reta que liga (0,0) a (1,1).

(ii) v é a pardbola y = 2%, 0 <z < 1.
(111) v € a curva indicada abaizo.
(iv) v € a circunferéncia (cost,sent), 0 <t < 2.

y

L (1,1)

(0,0) (1,0) x
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Resolucgao: Temos que

/xdaz+ydy:/ xdm+ydy+/ rdr +ydy,

Y 71 2

onde
7(t) =(t0), R@)=(11, 0<t<L

1 1
/xdx+/ydy:/(t-1+0~0)dt—l—/(1-O+t-1)dt:1.
vy v 0 0

Por outro lado, é facil verificar que

Assim,

fley) = 3 +9?)

é tal que Vf(x,y) = (z,y). Logo

/xd:c—l—/ydy:/VfwlF.
v v vy

Da proposigao 11.4.1 segue que (i), (ii) e (i3) sao iguais a f(1,1) — f(0,0) = 1. Quanto
a (iv) o resultado é 0 pois a curva é fechada.
Nem todas as integrais de linha tém esta propriedade, como por exemplo:

2 13
[ -ar=3 e [ @um)ar=

onde v e 7' sdo os segmentos de reta e de parabola abaixo, respectivamente.

(1, 1)

Definicao 11.4.4 Diremos que Q CR™ é conexo (por caminhos) se quaisquer dois pontos
de Q0 podem ser ligados por um caminho suave, inteiramente contido em §2. Diremos que
Q C R"™ € uma regiao se for aberto e conexo.

Exemplo 11.4.2 Nos casos abaizo, 1) é uma regiao (pois € aberto e conexo) e 2) ndio é
regido (pois ndo € conexo).

1) Q={(x,y) e R*: 2? + y* < 1}.

2) Q={(z,y) e R*: 2? +y* <1 ou a? + y* > 2}.
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1

Q=0Q,U,

Qo

’ (2 nao conexo ‘

Teorema 11.4.1 Sejam 2 C R™ uma regiao e F:QcCcR'— R" um campo vetorial
continuo. Se a integral de F independe do caminho, entdo firado A € Q, a funcdao dada por

f(X):Lﬁ-dF

onde v € uma curva suave por partes cuja imagem estd contida em ) e liga A a X € Q, €
de classe C' e satisfaz Vf =F em €.

Prova: Como a integral independe do caminho, usaremos a notacao

Para simplificar vamos fazer a prova para n = 2.
Precisamos mostrar que Vf(x,y) = F(z,y). Colocando F' = Fji + Fyj, precisamos
mostrar que

(5. 5 ) = (File), R

Escolhemos curva suave por partes ligando A a X = (x,y) contida em ) (que existe
pois ) é conexo) e a estendemos até o ponto (x + t,y) através de um segmento horizontal
(podemos fazer isto pois 2 é aberto).
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Assim temos

(z+ty) . (xy)
f(l’+t,y)—f(l’7y)=/ F-df—/A

A

B>
i~
=
Il
0
+
~~
&
&S
Q.
=l

t t
:/ ﬁ(x+¢,y)-(1,0)d7:/ Fy(x + 7, y)dr.
0 0

of o fletty) = flmy) 1!
%(x,y)—th_ﬂ}o ; —}L{%;/O Fi(z + 7, y)dr

d t
= E(/ Fi(x + 7,9)d7)|i=0 = Fi(z,y),
0

onde usamos nas identidades acima a definicao de derivada de fungao de uma variavel e o
Teorema Fundamental do Calculo.
Analogamente,

g_.;;(xvy) = F2('r7y>

Portanto,

—

Vf(xay) = (Fl(xvy)’F2(xay)) = F(I‘,y)

Definicao 11.4.5 Um campo vetorial gradiente também é chamado de campo conservativo.
Se F =V f a fung¢ao f é chamada de um potencial de F'.

Observacao 11.4.2 Segue das proposicoes 11.4.1, 11.4.2 e do teorema acima que se §) é
uma regiao e F' ¢ um campo continuo definido em §2, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

1. Fé¢ conservativo;
2. a integral de F independe do caminho;
3. a integral de F ao longo de qualquer curva fechada € zero.

A motivagao para chamarmos um campo gradiente por conservativo pode ser explicada
pelo que segue. Suponhamos que uma particula de massa m percorra um caminho = :
[a,b] — Q C R™ suave por partes, sob agao da forga resultante F.
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Usaremos a aqui a notacao 7(t) = y(t) para descrever a posi¢ao da particula no instante
t. Temos

W (trabalho) — / " Fot) - 7).

Da segunda Lei de Newton temos:

Mas
nl —/ =11 —/ d 1 =/ —/
E(y(t)) - 7(t) = mr(2) -7 (t) = - [5mr(t) - 7(8)] =
d.1 d.1
E[gmH"“l(f)Hﬂ = E[?mﬂ(t)],
onde v(t) = ||F'(t)|| é a velocidade escalar da particula. Portanto,
bd.1 1, 1,
W= / SOt = S?(0) ~ 2%(a) = K(b) ~ K(a),
onde
1
K(t) = S (t)

¢ a energia cinética da particula no instante ¢. Portanto,

trabalho = variagao da energia cinética.

Suponhamos agora que F=vV f, isto é, que F seja conservativo. Da proposicao 11.4.1
segue que W = f(B) — f(A). Comparando com a férmula acima temos que: f(B)— f(A) =
K(b) — K(a), ou seja, K(b) — f(B) = K(a) — f(A).

A quantidade U(P) = — f(P) serd chamada de energia potencial da particula na posigao
P.

Assim,

K(a)+U(A) = K(b) + U(B),

ou seja, a soma da energia potencial com a energia cinética permanece constante, isto é, se
conserva.

k >
x2+y2+z2<m+
yj + zk) ao longo da curva v : [0,27] — R3, dada por y(t) = (cost,sent, t).

Exemplo 11.4.3 Encontrar o trabalho realizado pelo campo ﬁ(x,y, z) =
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N

-

Resolucao: Poderiamos resolver usando a defini¢ao, porém usaremos a proposicao anterior.
Para isto procuremos f = f(z,y, z) tal que

of _ Kz
1' %("'B? y7 Z) - x2+y2+z2

of — __Ky
2. 8—y(£€,y, Z) = 21y2122

of _ K=z
3. $($7y, Z) T 2242422

Integrando (1) em relacdo a = obtemos

flae) = [ s dot 0ln,2) = 5 e 447+ 2) + 000 2).

z? +y? + 22
Portanto,
of Ky ¢ ) Ky d¢
o (@,9,2) = — 2 oy (y.2) = T o (y,2) Py, z) = ¢(2),

isto é ¢ nao depende de y. Calculando,

af B Kz d9, . 3
az(x,y,z) a4y 4 22 * 8z(z> N

Kz o¢

m = ad)(z) =0= 9¢(2) =C,

isto é, ¢ também nao depende de z,y, z.
Se tomarmos ¢ = 0 termos f(z,y,2) = & In(z? 4+ y* + 2?), portanto,

, K
W:/F-dF:f(l,O,Zﬂ) — f(1,0,0) = 31n(1+47r2).
Y

O teorema a seguir fornece uma condicao simples que é necessaria e suficiente para decidir
se um campo é conservativo em um retangulo de R2.
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(a:,y);+ B(az,y)j’, onde A e B sdao de classe C' num

Teorema 11.4.2 Seja F(x,y) =
retingulo R = la,b] X [¢,d]. Entao F é conservativo em R se e somente se

oA _ o5
oy Oz

em  R. (11.2)

Prova: Se Vf = F entdao A = 5

%_ 82]” (Teor.Schwarz) 32f _(9_3
dy  Oydz N oxdy  Ox’

af _ of
—eB= B Logo,

Reciprocamente, suponhamos que 11.2 seja verificada. Fixemos (zg,y0) € R. Seja f

definida em R por f(z,y) = F. dr, onde v ¢ a curva indicada na figura abaixo.

2!
R
+(T,9)
8 A 2
71
(Zos Yo) (x, o)
Consideremos as parametrizagoes 7, : [zg,2] — R dada por v (t) = (t,y0) € 72 :
[Y0,y] — R dada por y»(t) = (x,t). Com isto, temos:
@ y
flz,y) = / A(t,yo) dt +/ B(z,t) dt.
o Yo
Como 5
a_.?];(x, y) (Teo. Fu;d. Calc.) B(QJ, y)
‘ of Y OB
(Teo. Fund.+ Der. sob Sinal de Int.)
ZJ = A —(x,t) dt
ax(x’ ) (zaxo)—{_/y‘o Or (xa )

Y 8A Teor. Fund. Calc.
(Teor P €U 4 (@, yo) + Al ) — Az, y0) = Az, y).

(hipdStese)
) M)+ [ G (@)
Yo ay

—

Portanto, V f(z,y) = F(z,y).
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Observacao 11.4.3 O teorema acima continua vdlido se ao invés do retangulo R consi-
derarmos um dominio 0 simplesmente conexo, isto €, ) nao apresenta “buracos”. Mais,
precisamente, um dominio 0 C R™ € simplesmente conexo se toda curva fechada contida em
Q puder ser deformada continuamente dentro de €2 até um ponto.

o disco B é simplesmente conexo‘ ’o anel A nao é simplesmente conexo

Exercicio 11.4.1 Consideremos o campo definido em D =R?\ {(0,0)} dado por

F(z,y) = - j = Alz,y)i + B(z,y)J.
(z,y) g T E (z,y)i+ B(z,y))

: A _ 0B.
1. Verifique que By = oa

2. Mostre que F' nao é conservativo em D
3. Mostre que F' é conservativo em qualquer retangulo que nao contenha a origem;

4. Encontre uma fungdo potencial para F na regigo Q = R2\ {(z,y) € R%z > 0,y = 0}.

1. Basta ver que

B y 0A oy =a?
A(IL’,y) - 72 +y2 = ay (Imy) - (ZL’Q +y2)2

© Ble,y) = x N aB< )= y? — a?
LY —x2—|—y2 or LY = (x2+y2)2'

2. Se F fosse conservativo em D, a sua integral sobre qualquer curva fechada contida
em D seria zero. Porém, isto nao ocorre, pois basta tomar y(¢) = (cost,sent), 0 <t < 2w e

calculando )
/F-dF:/ dt = 2w #0.
¥ 0
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3. Se R é um retangulo que nao contém a origem, entao R C D. Pelo item 1. deste
exercicio e pelo teorema 11.4.2 segue-se que F é conservativo em R.

4. F ¢ conservativo em (2 pois trata-se de um dominio simplesmente conexo (veja a
observacao 11.4.3) e 11.2 ja foi verificada em 1.

Dado (z,y) € €2, considere 7 a poligonal abaixo que liga (—1,0) € Q a (z,y).

y

Y

(_1’ O)

Seja f : 2 — R dada por

y z v 1 v Y
f(z,y) L dx+ B dy /0 (—1,¢) dt+/_1 (t,y)dt /0 e dt+/_1 i dt

Ty
= —arctgy — ——dt
&Y /_1 y? + t2

onde
x 0, se y=20 e <0
- Y gt = v
T 2 — arctg 5 = —arctg 5 — arctg i, caso contrario.
~1

Assim,

0, se y=20 e x <0
f(l’, y) = 1 2 , .
—arctgy — arctg v arctg v caso contrario.
Note que

d< ; ¢ 1) 1 1 < 1)
—(—arc —arctg =) = — — -
dy &Y gy 1492 1+yi2 y?

1 1

T T Y7

Deste modo a funcao — arctg y — arctg %} é igual a —m /2 para todo y > 0 (basta tomar y = 1)
e igual a 7/2 para todo y < 0. Por qué?



11.4. CAMPOS CONSERVATIVOS E INTEGRAIS DE LINHA 129

Assim, uma funcao potencial de F em Q é dada por

-5 — arctg%, se y>0
flz,y) =40, se y=0 e <0
5 - arctgg, se y <0

Note que se x > 0 entao

I = I =T
Jim fle,y)=-m e lm flz,y)=n

Um resultado andlogo ao teorema 11.4.2 também é vélido para o R3. Temos

Teorema 11.4.3 Seja F = Ai+ Bj + Ck, onde A,B,C € C' em R = la,b] % [c,d] X [e, f].
Entao F € conservativo em R se e somente se

A 9B DA oC 0B OC

8_y_8_1‘7 5_8_1‘ € g—a—y em R

Observagao 11.4.4 A prova € parecida com a do teorema 11.4.2 sendo que a fung¢do po-
tencial do campo € obtida integrando F sobre uma poligonal (contida em R) como abaizo.

(2,9, 2)

(%0, Yo, 2o)

Y

Observacao 11.4.5 O teorema acima continua valido se ao invés do paralelepipedo R con-
siderarmos um dominio £ simplesmente conexo como na observacao 11.4.3. Note que no
R3 um dominio simplesmente conexo pode ter “buracos”, como é o caso de uma bola da
qual foi retirado o centro. Jda uma bola da qual foi retirado um diametro nao € um dominio
simplesmente conezo.

Exemplo 11.4.4 Se F(z,y,2) = 4% + (2zy + €%7)] + 3ye3*k, ache uma funcio f tal que
Vf=F.
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Resolucao: Se existir uma tal f devemos ter satisfazer:
0
1 8 (x,y,2) = o

2. (ZL‘ y,z) = 2zy + €3
3. 3 O (2,y,z) = 3ye>*
Integrando (1) com respeito a x obtemos:

flay,z) =oy’ + oy, z)  (4).

Assim 2L (:1: Yy, 2) = 2zy + ¢,(y, z). Comparando (4) com (2) temos ¢,(y, z) = €3*. Portanto,
B(y, ) = ye?’z + h(z). Logo (4) pode ser escrita como f(z,y, z) = xy? + ye** + h(z).
Derivando esta equagdo com respeito a z e comparando com (3) obtemos h/(z)

= 0.
Assim, h(z) = constante = k. E f4cil ver que f(x,y, 2) = wy? + ye3* + k satisfaz Vf = F.

Exercicio 11.4.2 Refaca o exercicio anterior calculando f(x,y,z) = fvﬁ -dr, onde y € o
segmento dado por v(t) = (zt,yt, zt), 0 <t < 1.

Exercicio 11.4.3 Consideremos v : [0, 5] — R* dada por v(t) = (cost,sent), 0 <t < m/2
e ﬁ(m,y) = % + (2zy — ey)j’, (z,y) € R2. Calcular f7 F - dr.

Resolugao: Primeiro modo:
Pela definicao

. /2
/F -dr = / (sen®t,2costsent — ') - (—sent,cost) dt =
o 0

em qualquer retangulo entao F ¢ conservativo.
Procuremos f tal que Vf = F| isto é,

L Z(x,y) = o
2. g—;(:z:,y) = 2xy — &Y

Integrando (1) com relagio a x obtemos f(z,y) = xy? + ¢(y).
Por outro lado

0
f(:ﬂ y) =22y + &' (y) 2 20y — e,
Ay
portanto ¢'(y) = —e¥ e logo ¢(y) = —e¥ + ¢, assim f(z,y) = xy®> — e¥ + c. Verifica-se

imediatamente que Vf = F.
Calculando, [ F'-di'= f(0,1) = f(1,0) =1 —e.

Observemos que f pode ser obtida como no teorema 11.4.2, isto é, integrando F sobre o
caminho abaixo.
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(z,9)

T Y T Y
f(:c,y):/ A(t,O)dt—l—/ B(x,t)dt:/ Odt—i—/ (2zt — €') dt
0 0 0 0
= (at? — ¢)[;Zf = ay® — ¢’ + L.

Terceiro modo: Sabemos que F édo tipo gradiente em R2. Logo a integral acima independe
da curva que liga os pontos (1,0) e (0, 1). Assim, vamos calcular a integral sobre o segmento de
reta que liga (1,0) a (0,1). Uma parametrizagao é 7 : [0, 1] — R? dada por v(t) = (1 —t,t),
0<t<1. Assim

1
/ﬁ.df:/ﬁ.df:/ (12,261 — 1) — ') - (—1,1) dt
gl ¥ 0

1
:/ (=t +2t(1—t)—e)dt=---=1—e.
0

Exercicio 11.4.4 Seja F um campo dado por ﬁ(w, Y, z) = mf(x,y, z), onde (x,y, z) =

i + yj'—i— 2k e C € uma constante. Sejam Py e Py pontos cujas distancias a origem sao dy e
ds, respectivamente.

Expresse o trabalho realizado por F ao longo de uma curva suave por partes ligando Py e
P, em termos de d; e ds.

Resolucgao

P,
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c

TR Assim,

Observemos que ﬁ(:v,y, z) =V f(x,y,z) onde f(z,y,2) = —

C C  Cld—dy)

W=HP) = f(R) ==+ =—4 o



Capitulo 12

Teorema de Green

12.1 Introducao

Definicao 12.1.1 Uma regido B C IR?* € dita uma regido simples se toda reta paralela a
um dos eixos coordenados corta a fronteira de B em um segmento ou, no mdximo, em dois
pontos.

Regiao simples ’Regiéo nao simples‘

A

Ry
1Y

)

’Reuniéo de duas regioes simples‘

Teorema 12.1.1 (Green) Seja D um regigo plana limitada dada por reuniao finita de
regoes simples, cada uwma com fronteira constituida de uma curva suave por partes. Se A
e B sao funcoes de classe C* num aberto contendo D e a fronteira de D, denotada por -,
entao

133
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Entao

A Ale.y)ds+ Blapay = [[ (g—fmy) - %@:,y)) drdy.

onde 7y é percorrida deixando D sempre a esquerda (neste caso diremos que vy estd orientada
positivamente). De modo abreviado escreveremos:

/Ad:L'—i—de:// (8—3—%) dzdy.
. p\odx 0Oy
Prova:

1.° caso: Suponhamos que a regiao D seja simples. Faremos a prova apenas no caso em
que a fronteira de D pode ser descrita por um segmento e o grafico de uma fung¢ao com um
maximo, como na figura abaixo.

y="b ‘ /»y:g(x)

x = hy(y)

Neste caso temos:

OB b rh2(y) HB
—(z,y dxdy:/ / —(x,y) dxdy
//D Oz (&) a Jhi(y) O (©9)
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b

a/mmwmw+[%mmmmwszmwm

gl
onde na ultima igualdade verificamos que a parte da integral em ~ sobre o segmento de reta
horizontal nao contribui com nada na integral.

// (2,1 da:dy—/ / a_A (z,9) dyd:z:—/d[A(x o(2)) — Az, a)] dz
=~ [(a@gtepar— [ aw.a - [Atwas
Desta forma,

//D <€;_f(:c,y) - %(w,y)) dedy = /WA(;L’,y) dq;+/73(x7y) dy.

2.? caso: D ¢é uma reuniao finita de regioes simples.

Dividamos a regiao D em sub-regioes, D;, 1 = 1,--- ,n, onde cada uma destas sao simples
(ver figura abaixo). Denotemos por 7;, i = 1,--- ,n a fronteira de D; orientada como na
figura abaixo.

|
V4

Podem existir partes das curvas 7; que nao fazem parte de v e que serao percorridas duas
vezes, uma vez em cada sentido.
Aplicando o 1.° caso em cada uma dessas sub-regioes obtemos:

/Ad:p+de:// (8_3_8_A> dedy,i=1,---,n

V3
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Somando-se de ¢ = 1 a n obtemos:

/Aderde_Z/Aderde

S (55 (-5

Observacao 12.1.1 No caso de dimensdo 1, o teorema de Green pode ser visto como o
Teorema Fundamental do Cdlculo, pois estamos relacionando o valor da integral de uma
funcao em um intervalo fechado, sabendo o valor da de sua derivada na fronteira, que no
caso € formada por dois pontos.

12.2 Aplicacao

Area de uma regiao plana
Tomando-se A(z,y) = 0 e B(z,y) = x temos pelo teorema de Green que a drea da regiao D

sera dada por
:// d:cdy:/xdy,
D Y

onde v é percorrida no sentido positivo.
De outro modo, tomando-se A(x,y) = —y e B(z,y) = 0 temos que

://da:dy:—/yda:.
D v

Ou ainda, somando-se as duas igualdades acima, temos que
1
A(D) = —/xdy —ydx.
2 Jy

Exercicio 12.2.1 Calcule a drea da regigo delimitada pela cicloide dada por v1(t) = (t —
sent,1 —cost) 0 <t <2m e~y =(t0),0<t<2m.

Resolugao:

T~

2T v




12.2. APLICACAO 137

Note que, percorrendo a fronteira da regido acima no sentido horario (negativo), temos

2
A:—j{xdy:—{/ xdy—/:cdy} :—/xdy:—/ (t —sent)sentdt
v M V2 gé! 0

2 2m 2m 2w
1-— 2t
= / [t sent—sen’ t] dt = / % dt—/ tsentdt = m—[— tcos t|§7r—f-/ costdt] = 3.
0 0 0 0

Exercicio 12.2.2 Use o Teorema de Green para calcular §. (1410zy+y?) dv-+(6zy+527) dy,
onde vy € o quadrado de vértices (0,0), (a,0),(0,a), (a,a),a > 0.

A

(0,a) =—— (a,a)

(07 O) (a, O)

Resolugao: Observemos que neste caso A(z,y) = 1+ 10zy + y?, B(x,y) = 6zy + 522 e
D a regiao delimitada pelo quadrado satisfazem as condigoes do Teorema de Green, onde a
fronteira de D, 7, esta orientada no sentido positivo. Aplicando-o obtemos:

]{(1+10xy+y)dx+(6xy+5x dy—/ a—B—%dey—
Y

/7f§ﬂmW+5$) ;;1+1Mw+ym¢wy=/%jmy+m@—wum+2mum@

:// 4ydxdy:/ / dydrdy = 2a°.
D o Jo

2 2
+4

Exercicio 12.2.3 Calcular a drea limitada pela elipse — 2
a

~ : . , - 1
Resolugao: Vimos acima que a area, A, da regiao pode ser dada por: A = 3 7{95 dy —ydz,
Y

onde 7y é a elipse percorrida no sentido positivo (isto é, anti-horario). Uma parametrizacao
de v pode ser dada por t € [0,27] — (acos(t), bsen(t)). Assim,

1 1 2w 1 2
A:—%xdy—ydx:—/ (acostbcost+bsentasent)dt:—/ abdt = mwab.
2 J, 2 J, 2 J,

Exercicio 12.2.4 Seja D = {(z,y) € IR?* : 22 + 32 < 1}, A(x,y) = A(r), B(x,y) = B(r)
funcoes de classe C que dependem somente da distancia a origem. Mostre que

[ (5 %) war=o
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Resolugao: Neste caso temos que v = {(x,y) € IR : 22 4 4% = 1} é a circunferéncia de
centro na origem e raio 1.
Podemos aplicar o Teorema de Green para obter:

//D (?)_f B %) drdy = /WA(l)da: + B(1)dy

(observe que A e B sao constantes sobre a circunferéncia 7).
_Por outro lado se considerarmos A(z,y) = A(1) e B(x,y) = B(1), (z,y) € D (isto é, A
e B s@o constantes em D) e aplicando o Teorema de Green a estas duas fungoes obteremos:

AA(I) do + B(1) dy — //D (2—5 - ‘g—‘j) dady — 0.
OB

Exercicio 12.2.5 Consideremos F(x,y) = A(z,y)i+ B(z,y)j, onde A, B € C* com e
x

— —

0A
— na regiago S dada abairo. Prove que/ F- dF:/ F-dr.
Ay 7 72

Y2

Resolucao:
Pelo Teorema de Green temos que:

/ﬁ-df—/ ﬁ-dF:// (8—3—%) drdy = 0,
Y2 71 S Ox 8y

o5 _ o
or Oy

pois, por hipdtese,

em S. Portanto
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y - x -
- 0,0
x2—|—y2z+ m2—|—y2]’ para (x,y) # (0,0) e

v:t€0,2r] — (2cost,3sent). Calcular /ﬁ - dr.
v

Exercicio 12.2.6 Consideremos F(z,y) =

Resolucao:
Diretamente temos que:

21
n —3sent 9 cos t
F.dr = (o s o
/w ' /o <40082t+9sen2t’4COS2t—|—9sen2t) (—2sent, 3 cost)

_/2’T 6sen?t + 6 cos®t dt_/27r 6 it
~Jo \4cos?t+9sen?t ~Jo 4cos?t+ 9sen?t
que é uma integral razoavelmente dificil de calcularmos.
Observemos também que nao podemos aplicar o Teorema de Green a regiao determinada
por v pois as fungoes nao satisfazem as condi¢oes do teorema (a origem (0,0) é um ponto

onde as fungoes coordenadas de F' ndo sdo nem continuas).
Para contornar este problema, observemos primeiramente que se

Y T
Alz,y) = Tz © B(z,y) = 212
entao
o8 _ o4
oxr Oy

na regiao D abaixo que é externa ao disco unitario e interna a elipse.

71 |
NI




140 CAPITULO 12. TEOREMA DE GREEN

Podemos aplicar o exemplo anterior, que nos diz que

/ﬁ-df:/ F.dr
gl gl

2T 27
sen(t) cost /
= — , - (—sent,cost)dt = dt = 2.
/0 ( cos?t +sen?t’ cos?t + sen? t) ( ) 0




Capitulo 13

Integrais de Superficie

13.1 Superficies

Definicao 13.1.1 Uma superficie parametrizada é uma transformacio o : A C R? — R? de
classe C*.

Observacao 13.1.1 A imagem de uma superficie parametrizada, S = o(A), é chamada de
superficie. Neste caso, diz-se que transformacdo acima € uma parametrizacao da superficie.

Observacao 13.1.2 Geralmente usaremos a notacao
o(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)), (u,v)€ A.
Exemplo 13.1.1 A esfera de raio R centrada na origem,
S ={(z,y,2);2> +y* + 2* = R*}
€ uma superficie.
Note que, a transformacao proveniente das coordenadas esféricas, dada por
o(p,0) = (Rcosfseny, Rsenfseng, Rcosp), 60,0 €R,
¢ uma para parametrizacao de S.
Exemplo 13.1.2 Se f: A C R? = R é uma funcao de classe C* entdo o seu grdfico,
G ={(z,y, f(z,9)); (x,y) € A},
€ uma superficie.

Basta notar que
o(u,v) = (v, f(w,0)),  (u,v) € A

é uma parametrizagao de G.

141
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Exemplo 13.1.3 O cilindro C dado por x? + y*> = R? é uma superficie parametrizada por
o(u,v) = (Rcosu, Rsenu,v), onde u,v € R.

Note que se S é uma superficie e 0 uma parametrizacao sua, entao os vetores

£
4

~
@

sdo tangentes a S no ponto o(u,v). Para verificar este fato, basta notar que, fixado v, a
fungao u — o(u, v) representa uma curva sobre S que passa por o(u,v) e tem vetor tangente

dado por g—‘;(u, v). De maneira andloga se verifica que g—g(u, v) tem propriedade semelhante.
Se 22 (u,v) e 92(u,v) sdo linearmente independentes entdo o produto vetorial
oo oo
—(u,v) N —(u,v
5y, (U V) A o (u, v)

¢ diferente de zero e normal a S em o(u,v).
Convém lembrarmos que se colocarmos

o(u,v) = (z(u,v), y(u,v), z(u,v))

entao o produto vetorial entre g—z e ‘3—‘5 ¢é dado pelo determinante simbdlico

= do 0o ¢ J Ny, z)- O(z,x)- O(x,y) -

N = AN—=det |2 % 2| _ D", g Lk

(v, ) o0 o0 T Qu Ggu  gu 8(u,v)l - 6(U,U)] * I(u,v)
v v v

onde

e assim por diante.

Definigao 13.1.2 Dizemos que uma superficie parametrizada o : A — R3 € reqular se

g—g(u,v) e g—‘;(u, v) sao linearmente independentes para todo (u,v) € A.

Exemplo 13.1.4 Com relag¢io ao grdfico de f (veja exemplo 13.1.2) obtemos

ik )
N=det|1 0 g—f —?i—g—f
0 1 8_75 U v

Note que neste caso temos N #+ 0e

- of 2 of 2
=y (3 ().
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13.2 Integral de Superficie

Seja S uma superficie parametrizada por o : A — R®. Suponha que sobre S esteja definida
uma funcao continua f. Lembre que S C R? e, portanto, f é uma funcao de trés varidveis.
Queremos definir de um modo razoavel a integral de f sobre S.

Tomemos um retangulo R;; sobre a regiao A de lados A;u e Ajv e com um vértice
(ui,v;), como mostra a figura. Seja P, = o(u;,v;). A imagem o(R) deste retangulo sobre S
pela parametrizacao o tem area aproximadamente igual a drea do paralelogramo contido no
plano tangente a .S que passa por P, cujos lados sao congruentes aos vetores g—g(ui, vj)Aju e

g—g(ui,vj)Ajv.

Assim area de o(R;;) é aproximadamente

do Jo do do -
H%(ui,vj)Aiu A %(uz, V) A = H%(ui,vj) A %(ui,vj) Ajuljv = ||N(u,v)||Ajuldv.

\ — |

Ui u; + Aju
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Desta forma, se escolhermos (u},v:) € R;; podemos formar a soma de Riemann

17 7]
Jo Jo
;f(a(uéa U;)) ’ %(ui,vj) A %(uz, Uj) AZ'UA]'U
a qual converge a
Jdo do
//A f(o(u,v)) %(ui,vj) A %(ui,vj) dudv,

desde que f continua e limitada em S = o(A) e a fronteira de A seja uma reuniao finita de
conjuntos suaves.

Definigao 13.2.1 Seja A C R? um conjunto cuja fronteira é uma reunido finita de conjuntos
suaves. Seja S uma superficie dada pela parametrizacio o : A — R3. Se f é uma funcao
continua e limitada em S definimos a integral de superficie de f em S por

rds = [ fotw o) |2 o) 1 L (i)
//s //A H@u ov

Observagao 13.2.1 Se f =1 em S entao

// dS = drea de S.
s

Observacao 13.2.2 Se f representa algum tipo de densidade superficial de S de alguma
grandeza escalar (p. ex., densidade de massa ou de carga) entdo

//sde

representa a quantidade total desta grandeza sobre sobre S.

duduv.

Observagao 13.2.3 Se S € o grdfico de uma funcio g : A C R? — R de classe C* (veja
exemplo 13.1.2) entdo

//Sde = //A f(u,v,g(u,v))\/l + <%(u,v))2 + (%(u,v))zdudu

13.3 Exemplos

Exemplo 13.3.1 Encontre a drea de uma esfera de raio R.

Resolucao:
Sabemos que

o(p,0) = (Rcosfsen, Rsenfsenp, Rcosp), (p,0) € A=[0,x] x [0, 27]
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¢ uma para parametrizacao de S. Temos

0
6—2(0, ) = (—Rsenfsen g, Rcosfsenyp,0)
e
do
%(9, ) = (Rcos @ cos g, Rsen cos o, —Rsen )
do  Jdo ‘ J k
%/\a—(é,go):det —Rsenfsenyp Rcosfsenp 0
14 Rcosflcosp Rsenflcospy —Rsengp
= —R? cos@sen%oz_"— R? Senﬁsen2<pj'— R? sengpcosgolg
do 0 ?
e —0(9, ©)|| = R*(cos? @sen ¢ + sen® @sen o + sen? ¢ cos® p)
a0 Oy
= R*(sen” ¢ + sen? p cos® p) = R*sen? p(sen? ¢ + cos? ) = R*sen? .
Logo,
do 0o
— A —(0 = R®
‘89 a@( ,sO)H sen
e

2m T
= // ds = / / R*sen pdpdf = 2w R* (— cos )| = 4mR>.
s o Jo

Exemplo 13.3.2 Mostre que a parametrizacao da esfera centrada na origem e de raio um,
o:R=1[0,27] x [-1,1] — R3, dada por

o(u,v) = (V1 —v2cosu, V1 —v?senu,v)

preserva dreas, isto €, se K C R é um conjunto cuja fronteira é uma reuniao finita de
conguntos suaves entdo a drea de K € igual a drea de o(K).

Resolugao: Lembre-se que a parametrizacao acima ja foi estudada no capitulo de transfor-

macoes.
Temos . . .
do 0o K
A —(u,v) = det \/1—v2senu \/1—1}2COSU 0
8“ ov _vcosu vsen u 1
V1—v2 \/ﬁ
=V1—v2cosui+V1—visenuj + vk
0o A 8a(u v) 2 (1 —v?)cos®u+ (1 —v?)sen*u +v* =1
: =(1- —v¥)sen“u+v° = 1.
ou' ov
Assim,

80 80
u,v)

// s =

dudv = //K dudv = A(K).
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Exemplo 13.3.3 Encontre a drea da regidao do plano z = —y+1 que esta dentro do cilindro
2 4+y*=1.

Resolugao:

Neste caso z = f(z,y) = —y + 1, A= {(z,y) € IR* : 22 + > < 1}.
Observemos que %(m, y)=0ce 6—f(x, y) = —1, logo a area da regiao S sera:

1= [[ (L) + (Z) +rua

://A\/l-l-—ldxdy:ﬁ//Adl‘dy:\/EWa

ja que a ultima integral dupla nos da a area do circulo de raio 1.

Exemplo 13.3.4 Calcular a drea do paraboloide hiperbolico z = xy que fica dentro do ci-
lindro x* + y* = 1.




13.3. EXEMPLOS 147

Resolugao: Temos f(z,y) = zy e A = {(z,y) : 2> +y' < 1}. E dai, (:U y) =y e

L,y =,

Usando coordenadas polares, obtemos

2
//\/ 8_3/) +1dxdy:/ VY2 + 2?2+ ldedy
A
2m
:/ /\/7“2+17“d7"d9:{fa(;au:r2—|—1-~-}:2%[2\/5—1]-
o Jo

Exemplo 13.3.5 Encontrar a drea da parte do cilindro z = y? que fica sobre o triangulo de
vértices (0,0), (0,1) e (1,1).

Resolugao: Neste caso temos que z = f(z,y) = y* e A = triangulo com vértices nos pontos
acima,. Logo, sabemos que a drea, A(S), da superficie sera dada por:

2 1 Y
//\/ —> +1dxdy(2/ / Va2 + Ldz dy
Oy 0o Jo

/\/4y+ ydy = { faca u = 4y* + 1- }— (5\/3—1)

(x)Vale observar que se a integral acima for calculada na outra ordem ela ficarda bem dificil.

Exemplo 13.3.6 Calcular a massa de uma lamina que tem a forma do cone z* = 22 + y?
entre 0s planos z =1 e z = 4, se a densidade superficial é proporcional a distancia ao eixo
dos z.

Resolucao:
A fungao densidade é p: S — R dada por p(x,y, z) = ky/2? + y? e onde

S={(z,y, Va2 +y?);(z,y) € A} e (v,y) e A={(zr,y) e R*:1 <2 +y* <4}
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T af

Observemos que %(az, y) = N e 5, (@, y) = —~=
a?ty

I2+y2

M(S)://Spdszk:/Ap(x,y,\/m)\/<g—£)Z+(g—g)Qdedy

27 4
- WE// Va2 + 2 dedy = k\/ﬁ/ / 2 drdf = 42km/2.
A 0 1

. Assim, a massa de S é dada por




Capitulo 14

Fluxo

14.1 Definicao e Exemplos

Considere uma superficie parametrizada regular dada por o : A — R3. Definimos os versores

) = S0 A 0)
152 (. v) A G2 (u,0)

Como ja vimos, 711 e 7i; sao normais a S = o(A) em o(u,v). Se F' é um campo vetorial
continuo, definido sobre S e 7 é igual a 7; ou 7y, definimos o fluxo (normal) de F através
de S na direcao m por

Note que se 17 = 17 entao

. 99 (u,v) A 22 (u,v) || 0o do
d=¢, = [[ F P o — —
1 //A (0(“,7})) ’ gz (u,’l}) A gg (’U/7’U)|| ’ au (U,U) N av (U,U) dUdU

://Aﬁ(a(u,v))- (%(U,U)A%(u,vo dudv

e se a escolha fosse 77 = 15, teriamos & = — ;.

Exemplo 14.1.1 Considere um fluido que escoa com velocidade constante igual a ¢. Encon-
tre o fluzo deste campo através de uma placa plana de drea A com relagao a normal 1 da
placa que faz com ¢ um angulo de no mdximo 90°.

149
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Temos

Observe que se ¢ é medida em metros por segundo e a & area de S em metros quadrados,
vemos que a dimensao de ® é metros ciibicos por segundo. Ou seja, ¢ mede a vazao, isto é, o
volume de liquido que atravessa S por unidade de tempo. Observe ainda que ¢ 7 é zero se ¢
e 1 sao ortogonais e, neste caso, a posi¢ao da placa ¢é paralela ao campo. No outro extremo,
® é maximo quando a placa esta posicionada perpendicularmente ao campo e, neste caso,
@ = |ld|A.

Sejam o; : A; — R3 j = 1,---  m sao superficies parametrizadas regulares. Suponha
que A; seja um compacto cuja fronteira ¢ uma reuniao finita de conjuntos suaves e que
o;(intA;)No;(intA;) = 0, onde int A representa o interior do conjunto A. Coloque S; = 0;(A;)
eS=S5U---US,. Se n; é uma escolha de vetores normais a Sj, e F é um campo continuo
definido sobre S, definimos o fluxo de F' através de S (de acordo com as normais escolhidas)

por
//ﬁ-ﬁdsz// ﬁ-mds+---+// F.n’,dS
S S1 n

Observacgao 14.1.1 Note que se S é uma superficie fechada F representa velocidade de um
fluido que escoa através de S, o sinal do fluxo de F através da normal exterior de S nos
diz se hd mais fluido saindo de S, no caso de sinal positivo, ou entrando na regiao limitada
delimitada por S, no caso de sinal negativo. Quando o fluxo € zero, hd uma iqualdade entre
a quantidade de fluido que entra e entre a que sai.

Exemplo 14.1.2 Calcule o fluxo de f(az, y,z) = Tyl + 4y22;’—yzlz para fora do cubo S cujas
faces estao contidas na uniao dos planos coordenados e dos planos x =1, y=1¢€ z = 1.

Resolucgao:
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Fluxo

—yz | [[—ydedy=—3
2=0| k| yz J[,0dzdy =0
r=11 7 xy ffAydydz:%
r=0| — | —xy ffAOdydz:O
y=11 7 | 4y=2 [[ 4z dudy = 3
y=0| —j5 | —4yz? ffAOdmdy:O

q 4
F.iidS = -.
Jf7emas =

Exemplo 14.1.3 Encontre o fluro através da normal exterior da esfera S = {(x,y,2); x? +
y* + 22 = R*} do campo elétrico

’ Face H

z=1

Portanto,

= q

E(z,y,z) = e 22)% (xi+yj + zk)

gerado por uma carga.

Resolucao: Um modo de resolver este exercicio é usando a parametrizacao do exemplo

13.3.1 e resolver

[ 5 sas = [[ Foten- (S—;w A g—‘;w) dids.

No entanto, resolveremos da seguinte maneira: o versor normal no ponto (z,y,z) € S

apontando para fora é

— 1 - s 7
n= (xi+yj + zk)
Vat+y?+ 22
e, portanto,
P9 _ 9
2492 + 22 R¥
Dai,

= S q q 2
//S ndS 7 //SdS 7 TR mq
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Capitulo 15

Os Teoremas de Gauss e Stokes

15.1 O Divergente e o Rotacional

Consideremos um campo de vetores

Definicao 15.1.1 Seja F=Aji+ A+ Ask um campo vetorial de classe Ct em Q C R3.
O divergente de F' em P € Q) ¢ definido por

_0A L, 04

div F(P) = =1(P) + =2 04
ox dy

(P)+E

(P), -

Exemplo 15.1.1 Se ﬁ(x, y,2) = 22i—xyj+ayk entdo div ﬁ(x,y, 2) = atay, (r,y,2) € IR®.
Exemplo 15.1.2 Se ﬁ(x,y, z) = —yi + xJ entdo div ﬁ(w,y, 2) =0, (z,y,2) € IR®.
Exemplo 15.1.3 Se ﬁ(a:,y, z) = zi+yj+ 2k entdo div ﬁ(x,y, 2) =3, (z,y,2) € IR®.

Definicao 15.1.2 Dado um campo vetorial F=Aji+ Asj + Ask de classe C* em Q C R3.,
definimos o rotacional de ' em P € Q como sendo

rot F(P) = (aa—“j(za) - %(P)) i+ (%(P) - %(P)) i+ (%(P) - %(P)) k.

Observemos que rot F' pode ser calculado, simbolicamente, através do seguinte determi-
nante:

) i 7k
rot F'(P) = a% 8% %
A Ay Az

No caso bidimensional,

—

ﬁ(l‘,y) = Al(xay);—i_ A2<xay)]

entao oA oA
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Exemplo 15.1.4 Se ﬁ(x,y, z) = —yi + ] entdo
rot F(P) =
_ (90 _dz\- (00 9(-y)
~\9y 0z ox 0z

Observemos que o campo é uma rotagao.

@ Flo =
8 Flesu
O Plo

- or  J(—y)\ » -
—_— = = 2k.
It (8:c oy ) K K

N—

Exemplo 15.1.5 Seja ﬁ(m,y, z) = TP+ yj) + zk. Entio

i 7k
rot F'(P) = 8% a% %
x oy oz

0z Oy - Jdz Ox)\ - dy Ox\ -
— (= -=)i— (= -= Z_ZZ)k=0.
<8y 02) ' <8x 82) I <8x ay) 0
Note que o campo acima nao ¢ uma rotagao.

Exercicio 15.1.1 Considere ®(z,y,z) =x+y+z e ﬁ(a:,y, z) = xf—y}'—l—zl;, (z,y,2) € IR®.

Calcular: .
a) V(¢) b)divF c)rotF d) div(¢F) e) rot(oF).

Exercicio 15.1.2 Prove que div(rot ﬁ) = 0, onde F = Aji+ Azj+ AgE tem derivadas
parciais de sequnda ordem continuas.
Exercicio 15.1.3 Prove que rot(Vf) =0 se f é de classe C?.

O seguinte teorema é uma conseqiiéncia é uma reformulacao em termos do rotacional
teorema 12.4.3 (capitulo de Integrais de Linha), juntamente com a equivaléncia entre inde-
pendéncia de caminho e integral zero sobre todas as curvas fechadas.

Teorema 15.1.1 Seja F = AJ—&— Agj'-i- Ag(]; com deriwadas parciais continuas em R =
[a,b] x [c,d] X [e, f]. As sequintes afirmagoes sao equivalentes

1. F' ¢ conservativo em R;

2. tot F =0 em R;
3. a integral de F independe do caminho;

4. a integral de F ao longo de qualquer curva fechada € zero.

Observacgao 15.1.1 Vale um teorema andlogo ao anterior para retangulos em R2.
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15.2 O Teorema de Gauss

Suponhamos que A, B, I' e D sejam como no enunciado do teorema de Green. Suponha que
a parametrizacao de I' seja tal que I'(¢) # 0. Entao temos

/ de+Ady—/ %—FG—B ) dzdy.

Se colocarmos F = —B(z,y)i + A(x,y)] e #(x,y) = A(z,y)i + B(z,y)] a equacio anterior

tornar-se-a
]{F’-df: //divadxdy.
fﬁ.dfzj{ﬁ.fds,

onde T é o vetor tangente unitario a I', que deixa a regiao D a sua esquerda.
Observemos que F - T = ¥ - fi. De fato, se denotarmos 77 = (a, b) o vetor normal unitério
apontando para fora da regido D, teremos T = (—b, a), pois T deixa D a sua esquerda (7" é

Lembre que

uma rotacao de 90° de 7 no sentido anti-hordrio. Agora, como F = (—B, A) e ¥ = (A, B)
segue-se que
F-T=(=B,A)-(=ba) = (Bb+ Aa) = 7 - 7.

fﬁ-ﬁds = // div v’ dzdy.
D

Vejamos como a férmula acima se aplica também no R3.

Com isto obtemos

Seja B um compacto de R? cuja fronteira S possa ser descrita da seguinte maneira:

Sejam o; : A; — R® j = 1,--- ,m sdo superficies parametrizadas regulares. Suponha
que A; seja um compacto cuja fronteira é uma reuniao finita de conjuntos suaves e que
o;(intA;)No;(intA;) = @, onde int A representa o interior do conjunto A. Coloque S; = 0;(A;)
entao S = S U---US,,.

Teorema 15.2.1 (Divergéncia (Gauss)) Sejam B e S como acima. Seja ii; o vetor nor-
mal unitdrio a S; que aponta para fora de B. Coloque 7i(P) = n(P), se P € o;(intA;). Se F'
é um campo de classe C* definido num aberto que contém B entdo

///divﬁdxdydz - //ﬁ-ﬁds. (15.1)
S

Observacao 15.2.1 Note que o lado esquerdo de 15.1 representa o fluzo de F através da
normal exterior de S.
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15.2.1 Interpretacgao Fisica do Divergente

Lembremos que o Teorema do Valor Médio para Integrals do Célculo 1 nos diz que: se

f:]a,b] = IR for continua entdo existe ¢ € (a,b) tal que / f(z)dz = f(c)(b—a).

Este resultado continua valido para integrais triplas, isto é, se g : E — IR é continua na
bola B entao existe Py € E tal que

/ / /B 9(x,y, 2) dedy dz = g(Fy)vol(B).

Sejam F um campo de classe C! definido em Q C R? e Pin). Sejam B, a bola fechada
de centro em P e raio € > contida em 2 e S, a superficie de B.. Suponha que ﬁ(m,y, z)
represente a velocidade de escoamento de um a fluido no ponto (z,y, z) € €.

O Teorema da divergéncia nos diz que

// ﬁ.ﬁdsz/// div F dzdydz.
SE €

/// divﬁdmdydz = fluxo para fora de S..
Be

Logo

Aplicando o Teorema do Valor Médio para Integrais para o segundo membro da igualdade
acima obtemos

// F-7dS = div(F(P.))vol(B.),

onde P, € B,. Assim,
B} [f, F-@ds
div F(P) = =28 =
WP = =08

Fazendo € — 0 temos que P. — P e, assim,

div F(P) = limdiv F(P,) = i I P 75
) = Iy A ) = I iy

Portanto, div F (P) é o valor limite do fluxo por unidade de volume sobre uma esfera de
centro em P, quando o raio da esfera tende a zero, ou ainda,

volume do fluido para fora por unidade de tempo v F (P).

volume da esfera

Logo, se div ﬁ(P) > 0 entao o fluido “se afasta’de P, isto é, P é uma fonte. Se
div FI(P)" < 0 entao o fluido “se aproxima’de P, isto é, P é uma sorvedouro. Se divF =0
dizemos que o fluido é incompressivel.

Observacgao 15.2.2 O ractocinio acima pode ser repetido para um fluxo magnético ou elétrico.
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Exemplo 15.2.1 Comprove o teorema da divergéncia para o caso em que B e um tetraedro
limitado pelos planos coordenados e por x +y + z =1, F(x y,2) = 3z%i + :r;yj + k.

Resolugao: Neste caso div F(z,y, z) = 6z + z + 1 = Tz + 1. Assim,

. 1 11—z l-z—y 1
/// didexdydz:/ / / (Tx+1)dzdydx =--- = =.
B o Jo 0 8

Por outro lado, se colocarmos S; como a face do tetraedro contida no plano z = 0, Sy como
a face contida no plano x = 0, S3 como a face contida no plano y = 0 e S como a face
contida no plano x + y + z = 1, obtemos

// ﬁ~ﬁdS:// (32%7 + zyj 4 Ok) - (k) dS = 0.
51 Sl
// ﬁ.ﬁdsz// (07 + 07 + zk) - (i) dS = 0.
So S1
// ﬁ.ﬁdsz// (3% + 0] + zk) - (—]) dS = 0.
S3 S1

Como Sy = {(z,y,1 —z —y); (z,y) € S1} entdo

// ﬁ-ﬁdS:// (3% 4+ zyj + (1 — . — y)k) - (ij + k) dady
S4 Sl

1 1—x 1
— [ ety a-a- gy == g
o Jo 8

//F-ﬁdS:///divﬁdmdydz.
S A

Exemplo 15.2.2 Sejam B o sélido limitado por 3> +y*> =4, 2 =0, 2 = 3 ¢ F(z,y,2) =
Ti+ yf—l— zk. ; Utilizar o teorema da divergéncia para calcular o fluzo de F' através da normal
exterior da superficie S que delimita B.

// F-7dS = /// 3 dadydz = 3vol(B) = 36,
S B

Exemplo 15.2.3 Idem para ﬁ(w,y, z) = —yi+ ]

//ﬁ-ﬁdsz///()dxdydzzo.
S B

Logo

Resolugao: Temos

Resolucao: Temos
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15.3 O Teorema de Stokes

Voltemos a examinar o Teorema de Green. Suponhamos que A, B, I' e D satisfazem as
condigoes do teorema do teorema de Green. Temos

0B 0A
/FAdI + Bdy = //D <8_x - 8_y) dxdy. (15.2)

Lembremos que se ﬁ(x, y) = Az, y)i + B(z, y)j entao

- 0B 0A\ -

Deste modo, podemos reescrever a férmula 15.2 como

j{ﬁ~dfz// rotﬁ-dedy.
r D

Vejamos como este resultado pode ser visto no R3.

Seja K C R? um conjunto compacto cuja fronteira pode ser descrita por uma curva -y
fechada suave por partes, sem auto-interseccao. Seja o : K — R3 uma superficie parametri-
zada injetora tal que 5

cr
81} 7& 0.

Diremos que o bordo de S = o(K), dado pela curva I' = 0 o v estd no orientado no

sentido positivo com relacao a
9a A Qo
152 A 52l

quando -y estiver orientada no sentido anti-horério.

n=

Teorema 15.3.1 (Stokes) Sejam K,~v,0,5,I' en como acima. Se F éum campo de classe
C! definido num aberto que contém S entao

/F’-dfz//rotﬁ-ﬁds.
T S

Exemplo 15.3.1 Comprove o teorema de Stokes para o caso em que S = {x2 +y? + 2% =
1:2>0), F=uai+yj+ zk.

Resolucao: Neste caso sabemos que rot F=0.

Logo
//mtﬁ-ﬁdsz//()dszo.
S S

Por outro lado, como o bordo de S pode ser descrito por I'(t) — (cos(t),sen(t),0),0 <t < 2m,
segue-se que

27 27
/ﬁ-df’:/xdx—l—ydy+zdz:/ [Cost(—sent)+sentcost]dt:/ 0dt =0.
r o 0 0
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15.3.1 Interpretacao Fisica do Rotacional

Seja F um campo de classe C! definido em ©Q C R3. Suponha que ﬁ(m,y,z) represente a
velocidade de escoamento de um a fluido no ponto (x,y, 2z) € €.

A integral fr F - Tds serd denominada circulacao de F ao longo de I'; onde T é o vetor
unitario tangente a I'.

Observacao 15.3.1 Note que se F.-T # 0, temos contribui¢cdo para uwm movimento circu-
latorio.
Se F'-T'= 0, nao haverd contribuicao para um movimento circulatorio.

Consideremos P um ponto em €2, D, um disco de centro em P e raio € > 0. Sejam I'; a
circunferéncia de D., T vetor tangente unitéario a I',.
Utilizando o Teorema de Stokes e o Teorema do Valor Médio para Integrais temos

/ﬁ-fds:/ ﬁ«d'FT'SéOkes// rot F - i dS VRN rot F(P) - iime?.
I I D

Portanto,
— ]_ — —
rot () -i=— [ F-Tds.
me? Jr,
Fazendo € — 0 temos que P. — P e, assim,

— —

— — 1
rot F\(P) -1 = limrot F\(P,) -1 hm—/ F-Tds.
r

=0 e—0 €2

Logo, em cada ponto P, a componente de rot F (P) em qualquer diregao 7 é o valor limite
da circulagao de F por unidade de area no plano normal a n. Em particular, rot F (P)-n
tem méximo quando 7 é paralelo a rot F(P). Assim, a direcio de rot F(P) é a direcio para
o qual a circulacao ao longo da fronteira de um disco perpendicular a rot F (P) atinge seu
valor maximo quando o disco tende a um ponto.

Uma outra relagao entre rotacional e aspectos rotacionais do movimento pode ser obtida

da seguinte forma:

Consideremos um fluido em rotagao uniforme em torno de um eixo.
Definimos o vetor velocidade angular, denotado por &, como sendo o vetor que satisfaz

(i) & tem a dire¢@o do eixo de rotagao;

(ii) tem sentido positivo em rela¢do a rotacao (“regra da mao direita”);

(i) (&) = LEL.

Note que F = w X T, pois ||FH = [|&||]]7]].
Logo se, & = wii + wo) —l—wgk; P =(x,y,z), Py = (0, Y0, 20) entao
) i j k
F= w1 W9 w3
T—=Zo Y~ Y 2z2— %0
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= [wa(z — 20) — w3(y — ?/0)];4‘ [ws(z — 20) — w1 (2 — Zo)]j‘ir [wi(y — yo) — walz — xo)]E.

Calculando rot F teremos 2w15+ ZwJ + ngg. Portanto rot F = 23.

Observacgao 15.3.2 Se temos o movimento de um fluido, F = Al + B;’, mcompressivel
(divergente igual a zero) e irrotacional (rotacional igual a zero) no plano entdo

. 0A OB
wE =20 92
div 8x+8y 0
‘ 0A 0B
tF =2 - 2k =
ro [ay (9.7:] 0,

nos dao as FEquacoes de Cauchy-Riemann, de grande importancia na teoria de fungoes de
varidveis complexas.

15.4 Resumo

Temos os seguintes resultados relacionados:
1. Teorema Fundamental do Calculo:

b
/ F'(z)dz = F(b) — F(a).

2. Teorema Fundamental para Campos Conservativos:

/ Vf-di = [(1(b)) — F(3(a).

v

3. Teorema de Green:

/ 8_3_% dxdy:/Adx—i-de.
p \ Oz Jdy r

3. Teorema da Divergéncia ou de Gauss:

/// divﬁdxdydz://ﬁ-ﬁds.
B S
//rotﬁ-ﬁdS:/dF.
S T

Exercicio 15.4.1 Prove que se F' € um campo de quadrado inverso entao F' € incompressivel
e irrotacional

3. Teorema da Stokes:

Exemplo 15.4.1 Seja S uma superficie fechada que € fronteira de uma regido B, com a
origem sendo um ponto interior de B. Se o campo de quadrado inverso € dado por F(z,y, z) =

”q7HF, onde 7(x,y, z) = 77+ yj+ zlg, prove que o fluzo de F sobre S ¢ 4dmq, independente
7
da forma de B.
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Resolugao: Vale observar que nao podemos aplicar diretamente o teorema da divergéncia
em B, pois F ndo é de classe C! em B.

Para resolver esta situacao, consideremos a bola E de centro na origem e raio a > 0
contida em B. Denotemos a superficie de E por S?.

Como F ¢ de classe C' na regiao By = B\ E, podemos aplicar o teorema da divergéncia

nesta regiao e obter:
/// divﬁdv://ﬁ~ﬁd5+// F-fds.
B1 S S1

Sabemos que div F = 0, logo
//ﬁ-ﬁdsz—// F-fds.
s s1

—»

Mas a normal exterior a S* pode ser dada por 7 = om [|7]| = a. Assim,

J[ 7 aas = [ G o as
- Jf s - // o= [ Gas=1% [ as=m

Exercicio 15.4.2 Seja F(x,y,2) = 221+ y2 ] + 22 k. Encontre

//rotﬁ-ﬁds
S

onde S é a porcio do paraboldide » = x* + y? delimitada pelos planos z = 1 e z = 2 e @i
aponta para fora de S.
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Capitulo 16

Listas de Exercicios

16.1 Lista Preliminar de Exercicios

Exercicio 16.1.1 FEsboce as sequintes regioes no plano:
a) {(z,y) €eR? 0<z<1, z<y<. 7}
b) {(z,y) €R* 1< a®+y? <4}

c) {(z,y) eR?% 22 —9y?* <1, —-1-2?2<y<1+2?}

N

d) {(z,y) €R} Z4+¥L <1 1<a®+y%)

Exercicio 16.1.2 Esboce as sequintes regioes no espaco:
a) {(z,y,2) eR3; 0<ax<1, 0<y<l1l, 0<z<ux+2y}
b) {(z,y,2) eR3 0<z<1, 0<y<l1l, 0<z<z?-—y*}.

(z,y,2)

(2,9, 2)
¢) {(z,y,2) eR% 22 +y> <1, 2?+y* <2 <2}
d) {(z.y,2) R 2 +y? <1, —1-2—y? <z <2 +y°)
¢) {(z,y,2) €R% 4y <1, 0<2</a+ 7).

f) {w,y,2) €RY 1<a?+¢? <4, 0<z<2— /a2 442}
9) {(r,y,2) eR% 2?+y* <z, 2P +y°+22 <1}

h) {(z,y,2) €R% 2® =20 +y* <0, 0<z<1}

Exercicio 16.1.3 Faca um esboco do grdfico da equacao e denomine a superficie, em cada
um dos itens abaixo:

a) 42° + 9y* = 36 — 2° b) —=4—-= ¢) 2’ =y’ +2°
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Exercicio 16.1.4 Determine o dominio de f nos sequintes casos:

W) J) = =2 ) fun) = VT u— e ) () =

2y 2 —y3
Exercicio 16.1.5 Seja f(x,y) = 2% + 2zy.

a) Encontre as curvas de nivel ¢ da fungdo f, para c =10 e ¢ # 0.
b) Encontre a intersec¢ao da superficie definida por f com o plano y = mz, m € R.
¢) Faga um esbogo do grafico de f.

Exercicio 16.1.6 Faca um esbo¢o das curvas (ou superficies) de nivel das fun¢des abaizo
nos niveis indicados.

a) flx,y)=x—y,c=0,1,2 b)f(a:,y)zg—;,c:—l/Q,O,l/Q

¢) flz,y) = /22 + &, c=0,1,2 d) f(z,y) = VT ¥y, c=0,1,2

e) flx,y,2) =2 —y,c=0,1,2 f)f(:v,y,z):\/ﬁ%—%jt%,c:O,l,Z
9) fle,y,2) =2+ y?2+ 22, ¢c=-1,0,2 h) f(z,y) =2y,c=0,1,2

Exercicio 16.1.7 Determinar os pontos (z,y) onde %(m,y) = g—g(az,y) = 0 das fungoes
abaizo.

a) f(z,y) = (z — 1)* + 242

b) flz,y) =2 +zy+9y*>— 2z —y.

¢) flw,y) = (a* +y?)e "0,

d) flzm,y)=2+2+y (z>0,y>0).

16.2 Primeira Lista de Exercicios

1. Encontre o polinémio de Taylor de f em torno do ponto (xg,yo) em cada um dos itens
abaixo:

0) b)flz,y) = 2%y + v’z + ', (z0,40) = (0,0)

a) f(x,y) = senx cosy, (zo,40) = (0, f
=(0,0) d) f(x,y) = 2?cosy, (zo, %) = (1,0)

c) f(z,y) = cos(z? +y*), (o, o)
2. Calcular os pontos extremos da funcao z = f(z,y) = (z — y)® + (y — 2)2.

3. Determine os valores méximos e minimos de f(z,y) = 23+3*—3xy naregiao 0 < z < 2,
-1<y<2

4. Verifique se existem pontos criticos nas seguintes equagoes e analise-os (se existirem).

a)z = 18x% — 32y* — 36z — 128y — 110 b) 2z = sen (z + y) + senx + seny
)z=———+uy d)z = z*cosy
Z Y
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. Dividir 120 em trés partes de modo que a soma dos produtos das partes tomadas duas

a duas seja maxima.

. Representar um numero positivo A em forma de produto de quatro fatores positivos,

cuja soma seja a menor possivel.

2
Determine a reta tangente & curva x? + Z/Z =1, x> 0ey >0, que forma com os

eixos um triangulo de drea minima.

. Usando o método dos multiplicadores de Lagrange, determinar os extremos condicio-

nados das funcoes:

2 g2 22
a)z=xy quando x +y = 1 b)u:x2+y2+22quando—2+b—2+_2:1
a c
(a>b>c>0)

c)z=x*+y* quando 3z +2y =6 d)u=azyzquandor+y+z=>5ezy+yz+ 22 =38

Os leitos de dois rios sao aproximadamente representados pela pardbola y = 22 e pela
reta r —y—2 = 0. Deseja-se reunir os dois cursos por um canal retilineo de tal maneira
que o comprimento seja minimo. Quais sao os pontos pelos quais deve passar tal canal?

Achar o comprimento dos eixos da elipse 5z? + 8xy + 5y? = 9.

Achar a distancia mais curta do ponto P = (1,2,3) a reta x = —% = g

Qual o volume do maior paralelepipedo retangular inscritivel no elipsoéide.

22 2
I
9 16 36

A temperatura T em qualquer ponto (x,y,2) é T(x,y,2) = 100x?yz. Encontre as

temperaturas maximas e minimas dentro da regiao 2% + y* + 2% < 4.

Determine um ponto P na elipse 22 + 2y?> = 6 ¢ Q na reta v + y = 4 de modo que a
distancia de P a () seja a menor possivel.

Achar a menor distancia da origem & superficie 22 + 2y% — 22 = 1. O que se pode
falar dos pontos (1,0,0) e (—1,0,0)?

16.3 Segunda Lista de Exercicios

1.

Sejam f: R? — R? e g : R® — R? dadas por
flx,y) = (e sen(y +22)) e g(u,v,w) = (w? 20 —u).

a) Encontre as matrizes jacobianas de f e g.
b) Encontre a matriz jacobiana da composta h(u,v,w) = f(g(u,v,w)).
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2. Sejam f:R?® — R? e g : R* — R? dadas por

2 u?
,senwv, e").

flay,2) = (@ +y+220+y+2°) e gluvw)=(w
a) Encontre as matrizes jacobianas de f e g.
b) Encontre a matriz jacobiana da composta h(u,v,w) = f(g(u,v,w)).

3. Considere a transformagao T'(z,y) = (2x,y). Qual a imagem circulo 2% + y? = 1 pela
transformacao 7?7 Faga um esboco da imagem.

4 ) definida para todo (x,y) # (0,0).

T T

a) Mostre que T leva circulos centrados na origem de raio r em circulos centrados na
origem de raio 1/7.

b) Mostre que T leva a semi-reta (x,y) = t(xo,yo), t > 0, (x9,y0) # (0,0) nela mesma.
¢) Mostre que a inversa de T' é a prépria 7.

4. Considere a transformacao T'(x,y) = (

5. Verifique que as transformacoes abaixo sao localmente inversiveis em torno do ponto
dado.
a) T'(z,y) = (sen(z + y),senz — seny) Py = (0,0).
b) T'(x,y) = (x, f(x,y)) em torno de qualquer ponto (zo,yy) onde g—i(mo, Yo) # 0.
c)T(z,y,2) = (z,y, f(z,y,z)) em torno de qualquer ponto Py = (o, Yo, z0) onde %(PO) +
0.

6. Seja T'(u,v) = (u — v,u/v) uma transformacao definida para v # 0.
a) Calcule T'(u, u).
b) Mostre que 7" admite inversa local em torno de qualquer ponto (ug, vg) com ug # vg € vy # 0.

7. Seja T(x,y) = (z* — y?, 2zy).
a) Mostre que T" é localmente inversivel em torno de qualquer ponto (zo,yo) # (0,0).
b) T admite inversa se restringirmos seu dominio a todos os pontos de R? exceto o
(0,0)7 Justifique.
¢) Mostre que o arco de circunferéncia dado por (rcosf,rsenf) onde 0 < 0 < 7 é

levado por T na circunferéncia centrada na origem e raio r2.

8. Mostre que a equagao f(z,y) = 0 define uma fungao implicita y = g(x) em torno do
ponto (xg, o) e calcule ¢’'(z) nos seguintes casos:
a)f(z,y) = 2> —xy +y* — 3, (xo,y0) = (1,2)
b) f(xay) =2e"T —x +y, (x07y0> = (17 _1)
c) fz,y) = zy — 1, (zo,y0) = (1,1). Calcule também g”(1).

9. Seja f : R — R uma fungdo com derivada continua. Apresente uma condi¢ao que
imposta a f possibilitard que a equagao

2f(xy) = f(x) + f(y)

defina implicitamente y como uma fungao de x em torno de (1, 1).
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10. Se x, # 0 e x, # 1 mostre que se (z,y) esta suficientemente préximo a (x,,0) a equagao
sen(z?y) — xy = 0 é equivalente a y = 0.

11. Qual é o lugar geométrico dos pontos (x,y) que satisfazem a equagao:

a) y? + z2e¥ =07

b) (e*m* —1)? + (seny — 1)? = 07

¢) Estude as equagoes anteriores de acordo com o Teorema das Fungdes Implicitas e
veja se esta tudo bem.

12. Se F(z,y) = 2* + y* — 23 ache a solugdo y = f(x) de F(z,y) =0

a) em uma vizinhanca de (5, 10).
b) em uma vizinhanca de (10, —30).

3_

c¢) Observe que y* = z° —x? > 0. Logo, existe uma regiao do plano onde esta equagao

nao tem solugao. Qual é ela?

d) Em que pontos (z,,y,) do lugar geométrico F'(z,y) = 0 nds nao temos um inter-
valo I contendo z, tal que F(x,y(z)) = 0 para todo z € I.

16.4 Terceira Lista de Exercicios

TN
1. Dado / dy/ f(z,y)dx = / f(z,y) dx dy, caracterizar D.
2 1 D

2. Escreva a integral dupla equivalente, invertendo a ordem de integracao para cada um
dos problemas abaixo. Verifique o resultado, calculando ambas as integrais

NI= 342
// dydzx b) // dx dy c/ / ydxdy// dy dx
42y —2 Jx2+4zx

3. Calcule, utilizando integral dupla, a area da regiao compreendida entre:

(a) o gréafico das fungoes y =z ey = —z*+x+1com -1 <z < 1.

(b) o grafico das fungoes y =senx ey =1 — cosz com 0 < z < 7/2.

(c) o gréfico das fungbes y =r ey =¢e” com 0 <z < 1.

4. Calcule o volume de cada um dos sélidos e faca os graficos desses sélidos:

(a) sélido delimitado pelos planos * =0, y =0, z =0, z +y = 1 e pela superficie
cilindrica z = 1 — 2%

(b) sélido delimitado pelos planos = = 0, y = 0, z = 0, * = y e pela superficie
cilindrica z = 4 — y?;

(c) sélido delimitado pelos planos z = 0, y = 0, z = 0, x = y e pelo cilindro
2422 =1.
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. Determinar a &rea no primeiro quadrante, limitada pela pardbola r —y = (z +y)* + 1

e pela reta x —y = 4. Sugestao: Fagau=x—yev=x+y.

Calcular // (z —y)*sen’(x + y) dwv dy, onde D é o paralelogramo de vértices: (,0),

D
(2m, ), (m,2m) e (0,7). Sugestao: Usar a transformacgdo: u=x —yev =1x+y.

Determinar a area do anel dado por dois circulos concéntricos de raios a e b, b > a.

. Achar o volume do sélido S, limitado pelo paraboldide 2% + y? = 4z e pelo cilindro

2? + y? = 8y e pelo plano z = 0.

. Determinar o volume V' do sélido constituido pelo cone (z — 3)2 > 4+92,0<2<2

e pelo cilindro 22 + 4% < 1,2 < 2z <5.

Determinar os intervalos de variacao das coordenadas de um ponto pertencente a regiao
R:

(a) Quando se abre um furo de raio a numa esfera de raio 2a, sendo o eixo do furo
um diametro da esfera;

(b) limitado pelos cilindros: x? + y? = 16 e z* + 2 = 16;

(c) limitado pelo paraboldide r* = 9 — z e pelo plano z = 0.

Determinar o volume interno ao cilindro 22 +y?> = 9, 0 < z < 6 e externo ao cone
1
w4y =522 22>0.

Dada a integral / / / zdx dy dz onde D é o sélido definido pelas desigualdades 22 +y? <
D

z, 22 +y2 + 22 <2, 2 > 0. Determine os extremos de integracio, e escreva as integrais
iteradas usando:

a) coordenadas cartesianas; b) coordenadas cilindricas; c¢) coordenadas esféricas.
Calcule esta integral usando o sistema de coordenadas que achar mais conveniente.

Calcule o volume do sélido definido pelas desigualdades 22 + ¢?> < 9, 3 < z < 6;
22 +9y? < 2% 0<2<3ex?+y* > 1. Sugestao: usar coordenadas cilindricas.

Calcular o volume do sélido constituido pelo cilindro z? +4? < 4, 0 < z < 2 e pelo
cone 72 +y? < 22,2 < z <5.

Seja R a regido limitada pelo paraboléide z = 22% 4+ 4% + 1, pelo plano x +y = 1 e
pelos planos coordenados. Calcule o volume de R.
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16. Calcule as integrais abaixo usando a sistema de coordenadas mais conveniente:

4 3 pV9—a2
a) / / Va2 +y?dydxdz

V1—z2 1— :E2
/ / / dedxdy

) Seja S a regiao limitada pelo tetraedro formado pelo plano 122420y + 152z = 60
e os planos coordenados. Calcule:

a)///sde b)///s(xQ—i-yQ)dV

Seja pu : B C R* — R uma funcao continua sobre B. Se u(z,y) indicar a densidade de
massa no ponto (z,y) entao define-se:

a) Massa de B: M = // p(x,y) de dy
B

b) Centro de massa de B é o ponto (Z,7) € B com T = %, y=14k

M, = // y p(x,y) dr dy = momento de B em relagao ao eixo x
B

onde

M, = // x p(z,y) dr dy = momento de B em relagdo ao eixo y
B
Observagao: Se u(x,y) = constante = (7,7) é chamado centréide.

¢) momento de inércia com relagdo ao eixo x : [, = / / y* u(x,y)drdy momento de
B

inércia com relagao ao eixo y : I, = / / 2? p(z,y)drdy  momento de inércia polar ou em

relacao a origem: [y = // (2% +y*) p(x,y) dz dy.
B
Baseado nas defini¢oes acima resolver:

1. Uma lamina plana ¢é limitada pelos gréaficos de y = 2% e x = 4, Ache o centro de massa,

sabendo-se que a densidade no ponto P = (z,y) é diretamente proporcional a distancia
de P ao eixo y.

2. Seja a elipse 2—2 + Z—z = 1 a forma de uma placa. Seccionando-se a placa segundo
o segmento que liga o ponto (0,b) ao ponto (a,0), pede-se o centréide da porgao
seccionada da placa.

3. Encontre o momento de inércia de uma placa semi-circular de raio a, sabendo-se que a
densidade em P = (x,y) é diretamente proporcional a distancia de P ao diametro da
placa.

4. Calcule I, I, e Iy para a lamina que tem a forma da regiao limitada pelos graficos de
y= Yz, z =28,y =0 cuja densidade é u(x,y) = y°.
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5. Uma lamina homogeénea tem a forma de um quadrado de lado a. Determine o momento
de inércia em relagao a:

a) um lado; b) uma diagonal; c¢) o centro de massa.

16.5 Quarta Lista de Exercicios

1. Calcule fv F - dr sendo dados:

(a) F(z,y,2) = xi+yj + 2k e y(t) = (cost,sent, t),0 < t < 2r. Resp. 2n2.

(b) F(a,y) =22 e y(t) = (12,3), =1 < t < 1. Resp. 0.

(¢) F(z,y) = 2% + (x — y)j e v(t) = (t,sent),0 < t < 7. Resp. %3 - 2.

(d) ﬁ(x,y,z) = 2%+ %) + 2%k e v(t) = (2cost,3sent, t),0 < t < 27. Resp. 22

2. Uma particula desloca-se em um campo de forcas dado por ﬁ(m,y,z) = (—y,x,2).
Calcule o trabalho realizado por F' no deslocamento da particula de v(a) até ~(b),
sendo dados

(a) v(t) = (cost,sent,t),a =0 e b= 2w Resp. 2m(m + 1).
(b) v(t) = (2t+1,t —1,t),a=1e b= 2. Resp. 9/2.
(¢) v(t) = (cost,0,sent),a =0 e b = 2m. Resp. 0.

3. Calcule fwmdm + ydy, sendo v dada por x = t?* ey = sent, 0 <t < 7/2. Resp. g—;—k%
4. Calcule fﬂ{xdm + ydy, sendo 7y o segmento de extremidades (1, 1) e (2,3) percorrido
no sentido de (1,1) para (2,3). Resp. —%

5. Calcule f7 xdr + ydy + zdz, sendo 7 o segmento de retas de extremidades (0, 0,0)
e (1,2,1) percorrido no sentido de (0,0, 0) para (1,2,1). Resp. 3.

6. Calcule fv xdr + dy + 2dz, sendo 7 a interseccao do paraboléide z = 22 4+ 2 com o
plano z = 2z + 2y —1; o sentido de percurso deve ser escolhido de modo que a proje¢ao
de (), no plano zy, caminhe no sentido anti-horario. Resp. 0.

7. Calcule f,y 2xvdr — dy, onde v tem por imagem x? +y* = 4,2 > 0 e y > 0; o sentido
de percurso é de (2,0) para (0,2). Resp. —6.

8. Calcule fﬂ/ T +y dr + 1=+ 7 5 dy, onde v tem por imagem 4x? + y? = 9; o sentido de

percurso ¢ anti-horario. Resp. 7.

9. Seja y(t) = (Rcost, Rsent),0 <t < 2m. Mostre que

dvr + ———dy
[/$2+y2 22 + 42

nao depende de R > 0.
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10. Calcule fw Jaxdr + %, onde v é o quadrado centrado na origem e lado 2 percorrido

no sentido anti-horéario. Resp. 0.

11. Calcule [ F -dr onde F(z,y) = (0,2 +y?) e v é a curva do exercicio anterior. Resp. 4.
i

12. Calcule fv(x —y)dzr + e**Vdy, onde 7 é a fronteira do triangulo de vértices (0, 0), (0, 1)

e (1,2), orientada no sentido anti-horario. Resp. % —£4+5
13. (a) Demonstrar que [ ((1%724)) (62y* —y?) do + (62%y — 3zy?) dy ¢ independente do caminho
de (1,2) a (3,4).
(b) Calcule a integral do item anterior. [Resp. : 236]

14. Provar que F = (222% + 6y)i + (6x — 2y2)j + (3222% — y?)k é um campo conservativo,
isto é, F' provém de um potencial.

15. Calcular fv F - dr onde v é um caminho entre (1,—1,1) e (2,1, —1).
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16. Mostre que f7 F-dr independe do caminho determinando uma fungao potencial f para

—

F:

(a) Fz,y) = B2y +2)i + (2° + 4¢°)]
(b) F(x,y) = (2zseny + 4¢*)i + (2% cosy + 2)j

(c) F(z,y) = (24> senz)i + (6y*cosz + 5)j

17. Comprovar o Teorema de Green nos casos abaixo, isto é, verifique que

j{de + Qdy://K (%—aa—];) dzdy.

(a) fW(Qxy — 2%) dz + (z + y?) dy sendo v a curva fechada do dominio limitado entre
y=1x2ey?=nu.

(b) F=ayi—2xyj, Déoretangulo 1 <z <2, 0<y<3

(c) F

= e’ sen yz+excos yf, Dé0<zx<1,0<y<m/2
(d) F = 2oy’ — 2%y)i + 2%y%], D é o triangulo de vértices (0,0), (1,0), (1,1).

18. Usando o Teorema de Green, calcular:

(a) §e”senydx + e” cosydy sobre o retangulo de vértices : (0,0), (1,0), (1,7/2) e
(0,7/2).

(b) fv 2223 dx + 3y dy onde 7 é o circulo 22 + y? = 1.

19. Usando integral de linha, calcule a area da regiao delimitada pelas curvas y = x + 2 e
2
Yy =x°.

20. Usando integral de linha, calcule a area da regiao no primeiro quadrante delimitada
pelas curvas 4y =z, y =4z e 2y = 4.

21. Calcule fo %, onde C' é o arco de pardbolay = 2> —1, —1 < 2 < 2, seguido pelo

segmento de (2,3) a (—1,0) (Aplicar o Teorema de Green).
22. Calcule

a) fv(atz +1?)ds, onde y(t) = (t,t), =1 < t < 1. Resp. 4v/2/3.
b) fW(Qxy +9?)ds, onde y(t) = (t +1,t —1),0 <t < 1. Resp. —v/2.
(c) fw xyzds, onde y(t) = (cost,sent,t),0 <t < 27. Resp. —mv/2/2.

)

(d) [(z+y+z)ds, onde () = (¢,2¢,3t),0 < t < 1. Resp. 3v/14.

(
(

23. Calcule [ c F-T ds, onde T é o vetor unitério tangente a curva C, nos seguintes casos:

(a) F=ayi—yj+ E, C' é o segmento de reta de (0,0,0) a (1,1, 1);
(b) g, 0<6<2m

E>11
I

xf—y}+z%,0édadaporx:cos 0, y=senf, z=
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16.6 Quinta Lista de Exercicios

OBS.: Nos exercicios exercicios abaixo utilize a orientagao positiva caso nao seja especificado
nada em contrario.

1. Verifique se o campo F = m(:ﬁ—i— yj+ ZE) é o gradiente de alguma funcao escalar
no paralelepipedo 1 <2 <2, 1<y <3, 2<2<4.

2. Calcule a area do paraboldide hiperbdlico z = zy que fica dentro do cilindro z2+y* = 1.

Resp. 2m[2v/2 — 1].

3. Calcule as seguintes integrais de superficie: a) [[o(2* 4 y®)dS, onde S é a esfera de

centro na origem e raio a. Resp. §ma’.

b) [[¢v/2? + 32 dS, onde S é a superficie lateral do cone z—z + z—z -5 =0,0<2<0D.
Resp. 2ma?y/a? D2 V3“2+b2
¢) J[¢v/1+y*dS, onde S é dada por z =3?/2, 0 <2z <1e0<y<1 Resp. 4/3.

4. Calcule [ [ f(x,y,z)dS, onde:
a) f(x,y,z) =1, S éa porgao do plano  +y + z — 1 = 0 no primeiro octante
b) f(x,y,z) = 2%, S éa parte do plano z = z interior ao cilindro z? + y? = 1.

c) f(z,y,2) = 2%, S é o hemisfério superior z = y/a? — 22 — 32

d) f(z,y,2) =z +y, S éaporcao do plano 2z + 3y + z = 6 situada no primeiro
octante.

e) f(z,y,2) = x e S é dada na forma paramétrica o(u,v) = (u,v,u*+v),0<u<1le
u? < v < 1. Resp. ‘1/—05(3\/5— 2).

) f(z,y,2) = zy e S é dada na forma paramétrica o(u,v) = (v — v, u+v,2u+v+1),
0<u<1le0<wv<uResp. v14/6.

g) f(x,y,2) =y e S é dada na forma paramétrica o(u,v) = (u,v,1 —u?),0<u<1le
0 <v < VuResp. 5(5v5—1).

5. Calcule ffsﬁ -11dS, nos seguintes casos:
a) F = (z+1)i— (2y+1)j+zk e S é o tridngulo de vértices (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1)
b) F =%+ Y27 + 22keSéa parte do cone 22 = 22 + y?, para z entre 1 e 2

c) F = myz+ a:z;+ yzE e S é a parte do cilindro y?> = 2 — z cortado pelos cilindros
2 3
=zey=z.

<

6. Aplicando o teorema de Stokes, achar as integrais abaixo.
a) [(y+2)dr + (2+)dy + (z+y)dz, ondey éa circunferéncia 2 +y° + 2% = a?,
x+vy+ z=0. Resp. 0.
b) fw(y—z)dx + (z—2)dy + (x —y)dz, onde v é aelipse 22 +y* =1, v+ 2z = 0.
Resp. —4m.
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c) fv y*dr + 2*dy + x*dz, onde 7y é o triangulo de vértices (a, 0, 0), (0,a,0) e (0,0, a),
a > 0. Resp. —a®.

d) F = 3z —sen z)i + (22 +e¥)j + (y® —cos 2)k ,e C acurvaz = cost, y =
sent, z=1, 0<t <27

e) F = yzi + ayj + zzk eC o quadrado de vértices (0,0,2), (1,0,2), (1,1,2) e
0,1,2).

f) ffsﬁ x F - ndS, onde F = 2yz+ ezj —arctan 2k e S é a parte do paraboléide
z=4— 2% — y? acima do plano z = 0 e 7 é a normal superior. Obs. VxF=rotF.

Comprove o teorema de Stokes nos casos em que o campo F(z,y,z) e a superficie S
sao dados por:

—

a) F'= (z,y,2) e S é a parte superior da esfera unitaria centrada na origem.

b) F = (3z,42,2y) e S é a porcao do paraboléide z = 10 — 2 — 2 compreendida entre
os planos z =1¢e 2z =09.

¢) F = (2%, zy, 2%) e S é o tridngulo de vértices (2,0,0), (0,2,0) e (0,0,2). Resp. 4/3.
d) F = zi+xj+yk e S éa parte do paraboléide z = 1 — 22 — %, com z > 0
e) F=yi+ayj—2azkeSéa+y2+22=a%, 2>0

f) F=zi—zkeSéa parte do cilindro » = 2 + cos # acima do plano xy e abaixo do
cone 2% = 22 + y2.

Usando o teorema de Gauss, calcule o fluxo dos campos abaixo através na direcao da
normal exterior das respectivas superficies:

a) F = (22,42, 2%) e S é a face do cubo [0,a] x [0,a] x [0,a]. Resp. 3a*.

b) F = (x,y,2) e S é a face da piramide limitada pelos planos z +y + 2z = a, z = 0,
y=0ez=0. Resp. a®/2.
c) F= (23,13,2%) e S 6 a esfera 22 + y? + 2% = a®. Resp. %mﬁ

d)ﬁ=($27y2722)65éocone$—2+Z_z_g_§:()a0§z§b-ReSp' %sz

a2
—

e) F' = ysen zi + y2zj + (z + 32)/;; S a superffcie da regiao limitada pelos planos
r==+1, y==x1, 2 ==+1

f) F = y%ZZ— .ryj' + x arctan yE; S a superffcie da regiao limitada pelos planos
coordenados e pelo plano z +y + 2 =1

g) F =yeti+ (y— 2¢")j + (zeV — 2)k, Sotoro (Va2 +y> —b)?+22=a2, 0<b<a
h) ﬁzxﬁ—i—yﬁ—i—z%, S é formada por 2?2 +y? =1, 2=0, 2 =2 + 2.
Use o Teorema de Gauss para calcular o fluxo do campo F(z,y,z) = (2z,5y, z) que

atravessa a superficie S, sabendo-se que S é uma luva com volume de 15 cm? e que
sua abertura é a circunferéncia {(x,y,0); x* + y* = 8}.
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Calcule o fluxo do campo F(z,y,z) = (zcos y7, 23" 2) sobre o paraboléide (sem
tampa) z =22 + 9% 0< 2 < 1.

Verifique o Teorema de Gauss, sendo F=ai— 207 + 3zke S a superficie da regiao @)
limitada por y = 2% e 22 = 4 — x.

Usando o Teorema de Gauss, calcule [[;F -7 dS, onde 7 é o vetor unitdrio normal
exterior a S e

a) F = y sen i + yQZ;' + (z + 32)1_5; S a superficie da regiao limitada pelos planos
r==x1, y==x1, z = %1,

b) F = y3ezf— xyf + x arctan yl; ;S a superficie da regiao limitada pelos planos
coordenados e pelo plano x +y + 2z = 1;

¢) F=ye i+ (y— 2ze%)j + (ze? —2)k, Sotoro (Va2 +y2—b)2+22=a%, 0<b<a;
d) ﬁzxﬁ—i—gf}—l—z%, S é formada por 22 +y? =1, 2=0, 2 =2 + 2.

Verifique o Teorema de Stokes:
a) F = zi+zj +yk e S é a parte do paraboléide z = 1 — 22 — y2, com z > 0;
b) ﬁzyﬁ—{—xyj—Q:czEe Séx?+y*+22=a, z22>0;

c) F=zi—akeSéa parte do cilindro r = 2 + cos ¢ acima do plano zy e abaixo do
cone 22 = 2% + 9.

Use o Teorema de Stokes para calcular j{ F. dji’, sendo
vy

a) F = (3z—sen )i+ (22 4+ e¥)j + (43 —cos 2)k ,eC acurvaz = cost, y =
sent, z=1, 0 <t < 2m;

b) F = yzi+ zyj + zzk e C o quadrado de vértices (0,0,2), (1,0,2), (1,1,2) e
(0,1,2).

Use o Teorema de Stokes para calcular [ V x F-iidS, onde F = 2yi+e*j —arctan zk
e S é a parte do paraboldide z = 4 — 22 — y? acima do plano z = 0 e 7 é a normal
superior.

Verifique se o campo F= m(x;—l— y}%— z/g) é o gradiente de alguma funcao escalar
no paralelepipedo 1 <x <2, 1<y <3, 2<2<4.
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