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e Automotiva e Motores

— CFD e usada para melhorar o desempenho dos carros
e caminhOes modernos

— Escoamento externo sobre carros, escoamento interno
em motores
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e Eletrodomeésticos




e Projeto de Barcos




Metodo Nao-Conservativo

8tQ +Q8XQ - O’ Q - Q(X’t)
n+1 __ n _& n. . 1/2 — " 1/2
Qi =Q AXQ'[Q '+ Q- ]
Fluxo Numeérico

Qa2 =QQL QP Q- Ql)  Explicito

Q n+1i+1/2 — Q(Q|n_| ----- Qin ) Qir_L]_ ----- Qin+r ) Qin_Jrkl 1111 Qin+11 QiTll """ Q|I1+sl) Imp"C|t0



Metodo Conservativo

atQ +axF(Q) — O

n+ n At n n 1
Q. L =Q. _E[F i1/2 —F i—1/2], Sendo : F ZEQZ

Fluxo Numérico

F ni+1/2 — ﬁ(QP_k ----- Qin J Qirjrl 1111 Qirjrr) EXleIC":O

Faz =F(@Q",,...Q",Q",,...Q" Q™ ..Q™ Q" ... Q") Implicito



Defini¢cao do Problema de Riemann

Considere o sistema 1D de equacdes diferenciais escrito na lei da conservacao

da seguinte forma:
0Q+0,F(Q)=0

comt>0,xER, Q(x, 1) € R?, e F: R? —» R2 uma aplicacao suave.

O mais basico problema de valor inicial do sistema acima é o problema de
Riemann, no qual os dados iniciais sdo discretos e constante com uma
descontinuidade simples em x=0:

O(x.0) = Q, parax<0

Qr para x>0



Metodos de Diferencas-Finitas para Forma Nao-Conservativa

0,0+0Q0,0=0
Qn+l Q _—Q [Q |+1/2—Q i 1/2]

Esquema FTCS: Forward Time Central Space

Sendo; Qir2 = 3(Q" + Q%)  Substituindo na equagso:

QI = ——Q Q"2 — Qw2
—Q——Q[MU+QJ)W@J+@»]
oy ——Q (@) -@n)]

Equacao Linear de Adveccao:

At

Qin+1 — Qin _El[ i+1 qin—l]
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Metodos de Diferencas-Finitas para Forma Conservativa

0Q+0 F(Q)=0
Qn+1 Q' ——[F ii2 —F .1/2]

Esquema FTCS
Sendo; Fioo = 3(F(Q{") + F(Q{l,)) substituindo na equagio:
SRR S
S BEQ)+F@-3FQL) +F@))]
- Q" - [F (@) - F Q)]

Equacao Linear de AdvecgéO'FTCS

ZA [q|+1 ql 1 11



Metodos de Diferencas-Finitas para Forma Conservativa
0Q+0,F(Q)=0
Qn+1 Q ——[Fn|+1/2 - F i 1/2]

Esquema de Lax-Friedrichs -LF

F u+1/z——(F(Q >+F(Q.+1))—3£(Q.+l +QM)

Equacao Linear de Adveccao:LF

=21+ )iy +5 (- )0
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Esquema Upwind de Godunov P/ Sistema Linear com Matriz de
Coeficientes Constantes A

0Q+A0, Q=0 00Q+0 F(Q)=0, sendo: F(Q)=AQ

/ Conservativa
At

n+1 n n n
N&o-Conservativa Qi — Qi _& [F i+1/2 — F i—1/2]

F"ii2(Q) = AQ(X,t)  Fluxo Numérico
Esquema upwind de Godunov 1° Ordem
at(g +axF(Q) — O

e o)) M@ <Q<QL)F(Q), seQ <Q,
T  max@Q 2 Q= Q1) F(Q), se QM > QL 4

h'd




Metodos de Diferencas-Finitas para Forma Conservativa

atQ + 6XF(Q) — O
Q"™ =Q ——[F 2 —F |—1/2]

Esquema centrado de Godunov 1° Ordem

F sz = F[Q'n /Z;Qin+1/2]

Q <Qu=>Fi,= min(l:iillz)
se1 Q' > Q= Flyp = max(Fiil/Z)

Q Q|+1 — I:|+1/2 Qin /2
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Metodos de Diferencas-Finitas para Forma Conservativa

0Q+0,F(Q)=0
Q"™ =Q ——[F 2 —F |—1/2]

Esquema centrado de Godunov 2° Ordem

Fline = F(QR;

Qg =5 Q'+ Q) — (F(QL)-F(Q)
AX
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Metodos de Diferencas-Finitas para Forma Conservativa

atQ + axF(Q) =0
Q=Q'—— [F 2]

Esquema de Dois passos de Lax-Wendroff:LW2

At[

Moo= SR - Fs |

Qin+l — Q.* - %[Flilm - FiilIZ]

.

F iz = F(Qi';vlv,g
QU2 = (Q Q.ﬂ)—iﬂ(F(Q.ﬂ) F@Q")
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Se um método na forma conservativa converge, entdo ele converge para a
solucdo fraca ““weak solution’ da lei de conservacao.

Se 0 esquema conservativo satisfaz a condicao de entropia e converge, entao
converge para a unica solucéo fisica satisfazendo a entropia, ““weak solution.

Se um metodo na forma ndo-conservativa converge, entdo na presenca
de uma onda de choque, converge para a solucéo errada.
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el Escalar da Conservacao

Seja Q=Q(x,t) uma quantidade conservada e o fluxo F=F(Q).

Para uma regido [a,b]€ R durante um intervalo de tempo [t},t?]. A lei
escalar de conservacao permite escrever:

[leex.t)-Qex.thlix = ~[[F(Q(b.1) - F(Q(a,t))]et

Que representa a forma integral da lei escalar de conservacao da quantidade Q.
Pelo Teorema Fundamental do Calculo, pode-se escrever:

Q1) -Q(x,t) = jant

€ Levando isto na equacao que

define a Lei de Conservacgéao, vem:

F(Q(b.1) - F(Q(at) = j < o

18



el Escalar da Conservacao

”aQ dtdx_—”aF(Q) dxdt

t?b

!

oQ

ot

Q , oFQ)

ot OX

=0

OX

LOFQ)

dxdt =0 ou

Esta € a Forma Conservativa da Leil Escalar de

Conservacao. Solucdes descontinuas da forma

Integral sdo chamadas de solugdes fraca

“weak solutions’ da forma diferencial.
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Leil Escalar da Conservacao: Forma Conservativa

Q 4 oF (Q) — 0 Discretizando no espaco e tempo, vem:
ot OX

Q_n+1 Q" - Al (F." F" ) Considerando no dominio dois
| L 9 Ay 12 =~ Fica nodos quaisquer M e N € [a,b]
__ o . o o o 000 O . o o
L2 i=M i=M+1/2  i=M+1 i=M+3/2 i=N-1/2 i=N i=N+1/2
N N
n n
ZQ. = ZQ. Z 2 Ax (F|+1/2 Fili2)
i=M I=
N N
n n n n n
ZQu = ZQu |v|+1/2 FM a2 T FM +3/2 FM a2 T FM +5/2
=M I=

Y
n n n n
|:|v|+3/2 4= oo e e = e = M = Mgz =020 .



Leil Escalar da Conservacao: Forma Conservativa

ZQi ZQ.n_—(FNmz F 1/2)

=M I=M

Mostra que houve conservacédo do fluxo em todo dominio, mostrando
que: 0 que entra, assim como 0 que sai de cada interface dos volumes
(i+1/2 e i-1/2) é conservado.

Para M=N=i reconstituimos a equacao geral do método.
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Lei Escalar da Conservacao: Forma Nao-Conservativa

n+1 n_& n. n. "
QM =Q AXQ.[Q 12— QMyrz |

ZQ. :ZQ.n ZEQ (Q|+1/2 Qin—llz)
ZQ. :ZQ|n_— Qu (Qn22 = Qui—rs2) + Qnta (Quiars — Cmaarsz) + Qnite2 (Qutsy

= O ugpa) 70a0 > O (@ = Q£—1/2)+Q:|—1(Q|3—1/2_QE—3/2)+---)}

Observe que devido os termos dos coeficientes Q 0s termos interiores nao se
cancelam. Logo a equacéo escrita nesta forma nao é Conservativa
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Propriedade Telescopica dos Métodos Conservativos

Qi“+1 =Q/ —%[F i — F ni—1/2]

1= Inght 1= Inght
n+1
AX E AX [ - F ]
Z Q Q Inght—l/Z I eft +1/2
i= ILeft i= ILeft

Também valido em 2 e 3 dimensoes.
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Formulacao de VVolume Finitos com termo Fonte

0.Q+0,F(Q)=3(Q)

N
[

Qin+1 =Q, T Ax Fin — Fi—1/2]+At S,

1 i+1/2

Qi AX i-1/2

1 tn+1
Q(x,t")dx Fi+1/2_A_,[_“tn F(Q(X,y2,1))dt

1 1
S. :A_t'ﬁﬂu S(Q(x,t))dxdt
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Volume Finitos com termo Fonte

et

0Q+0,FQ=-5Q ° L

_____________ AX ____________
I, = [Xi—1/2’ Xi+1/2]>< [tn1tn+l] ~ ~ R R R )

o 1 et 1 i+l M L

Xi1r2 /Q_Ii—b\ Xi+12
Qe [ [ Rt L[ 01 [] St
n+ n At
Qi = Qi __[Fi+1/2 — Fi—1/2]+At Si

AX
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Volume Finitos com termo Fonte

* A principal diferenca entre DF e VF € a cell | cen | cen
=1 | i+t

Interpretacao da solucao nos pontos da malha el 8 Mot
(veja figura ao lado).

— No VF asolugdo Q" € vista como a
média de Q na célula.

— Em DF a solugao Q;" € vista como uma
funcéo de ponto (isto é, a solucédo no
ponto y; e tempo t". Isto implica que Q
em qualquer ponto pode ser interpolado
de Q em diferente pontos de malha e em fse
diferentes niveis de tempo. SaalE oL

e=FD x=FV —— = exact
solution solution solution
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Sistema Linear Hiperbolico

Qt + AQX — O A e uma matriz constante

Os autovalores e autovetores direitos de A sao

AR 2@ m
R(l) R(Z) R(m)
k k k k) |T
RO Z[e g )]

Define-se as matrizes:

A0 .. 0 AN A
e e L%

(m) ® @
O 0 0 A7) o

A=RAR™ < A =R AR

r(m
r(m

r(m
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Sistema Nao-Linear Hperbolico

0Q+AQ)0,Q =0

Dado a matriz A pode-se definir autovalores e autovetores de A.

Os autovalores de A séo as raizes do chamado polindbmio caracteristico

det(Al —A)=0— A®,...., A™
Os autovetores esquerdo de A correspondente aos autovalores que satisfaz:

LA — 2001 ()

Os autovetores direitos de A correspondente aos autovalores que satisfaz:

ARK) = JKRK)
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Definicao de sistema de Equacdes Hiperbolicas

Seja um sistema de m equacoes
0Q+A(Q)0,Q =0
E hiperbdlico se:
e Atem m autovalores reais
«  Atem um conjunto completo correspondente de m autovetores linearmente independentes

Exemplo: As equagdes “shallow water” séo hiperbolicas

8t(?_l_axlz((g) :O

o e I s WL
“la,| | hul Tl f, | T hut+Sgh? | T P g 2 g
2 q, 2
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Definicao de sistema de Equacdes Hiperbolicas

o, K| -0 Si-1

AQ=| Gt % a?l W of, 2
of, of, Fo =% gq =—utegh ; L2y,
5q1 @qz aq, O aa, O

0 1
— onde — .Jah
AQ) LZ —u? ZU} 4 J

a € chamada de celeridade (analogo a velocidade do som nos gases)

Verifigue que os autovalores de A sao:

A=Uu-a ; A, =u+a

A= 21| =

0-A4 1
—0=-A(2u-1)-(a*-u?)=0=
Lz—uz ZU—J ( ) ( )

A=U—-a ; A,=U+a
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Condicao de Estabilidade

Seja a equacao escalar:

0,g+40,q=0 A= constant

=22 0<le[<1

2|At .

o<l <g At <1x
At=Cop x4 0<C,, <1

Para sistema Linear:

At =Cp x2X S’ :max{‘ij‘} 1<)<n

n
Smax Mmax

Ccr. NUmero de Courant-Friedrich-Lewy
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Equacao de Burgers

Seja a equacao escalar: 2 / Difuséo
0,0+ 40,q=x0.q A,k = constant
c=22 0<le[<1
o< < At <1
At=CCFLx‘A7X‘ 0<C. L1

Para sistema Linear de Burgers:

At =Cep x5 S/ :max{ } 1<i<n

max
max

g,

32



Equacao de Burgers

Observacoes:

* Para sistemas hiperbolicos lineares com coeficientes constantes
a velocidade caracteristica sao os autovalores do sistema e sdo
Idénticas as velocidades de onda no problema de Riemann.

 Para sistemas nao-lineares a velocidade caracteristicas sao
distintas das velocidades de onda.

 Cuidado especial na escolha da velocidade de onda maxima
para a condicio de CFL é requerido.
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Simulacoes

» Formulacdo Nao-Conservativa

e Formulacao Conservativa
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Conservative X Non-Conservative: n=120, CFL=0.38, t=0.50

25 I I I I I I I
2 - _
515+ _
1 -2
— UPw-Cons
= | W-Cons
—_ JPw-Non
—_— UPw2-Con
— Exact
Position
05 I I | | | | | | |
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 06 0.8



Conservative X Non-Conservative: n=120, CFL=0.38, t=0.50

25 I T I T I T T
2
1.5
1 I
— UPw-Cons
— LW-Cons
— UPw-Non
—_— UPw2-Con
- = Exact
Position
05 I | | | | | |
0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9




time = 0.49933

25

.

—_— Godunov
— Upwind-NC
—_— Exact

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8
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time = 0.49933

25 I T
2
1.5+
1 5
—_— Godunov
— Upwind-NC
e GOodnovC
— Exact
05 I | | | |
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8
x
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