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INTRODUCAO
O que é multigrid?

Técnica para acelerar a convergéncia dos métodos

iterativos de solucéo de sistemas de equacoes algébricas
lineares e ou nao-lineares.

Reduz em ordens de magnitude o tempo de solucao de
sistemas algébricos.
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INTRODUCAO

Resoluc&o numérica de sistemas algébricos

Metodos de solucéo dos sistemas algéebricos:
Diretos — Eliminacédo de Gauss, Fatoracao de Crout.
Iterativos - Jacobi, Gauss-Seidel e Sobre-relaxacao.

Meétodos iterativos sao mais gerais
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INTRODUCAO

Resolucdo numérica de sistemas algébricos

Nov 2006

Sistema linear: Au=Db

Aproximacao para u dada pelo método iterativo: v

Erro: e=u—-V

Infelizmente, nao sabemos nada do comportamento
do erro! Usa-se...
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INTRODUCAO

Resoluc&o numérica de sistemas algébricos

Comportamento do erro € monitorado por:

Norma: funcao real que fornece valor do
“‘comprimento” de um vetor ou matriz

Tipos de Normas mais comuns:

Infinita: L, Euclidiana: L,
- N 1/2

el =maxe o, =13 e
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INTRODUCAO

Resolucdo numérica de sistemas algébricos

Residuo r=b-Av

Residuo: mede o quanto a aproximacao v nao
satisfaz o sistema algébrico.
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INTRODUCAO

Resoluc&o numérica de sistemas algébricos

Substituindo-se a expressao € = U — \ho sistema
algébrico, obtemos:

Ae =1

Chamada de equacéo do residuo. Mostra que o erro “e”
satisfaz a mesma equacao que o sistema algébrico,
guando b é substituido por r.
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INTRODUCAO

Resoluc&o numérica de sistemas algébricos

A equacéao do residuo é muito importante para
multigrid!
d Ae=r

Uma dica!: se resolvermos a equacéo do residuo,
podemos encontrar a solucao u a partir de

U=V+€
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Revisao

Metodo de Relaxacéao

Erro de convergéncia
Malhas(Grids) Multiplas-Multigrid
Desempenho

Consideracdes Tedricas
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Problema Modelo 1D

Equacao Diferencial in 1D
o°u(x)
X
para0<x<1,a>0Fronteira: u(0)=u(1l) =0
Discretizar o problema continuo em “n” subintervalos
“avaliando” nos pontos x; = JAh, com Ah = 1/(n)

Malha(Grid) M":

+au(x) = f(x)

u

x=0

I
—

Xn-1 Xn

[Uup U, U, u; u, ug]<« Vetoru (solucao)
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Problema Modelo 1D

Aproximacao de diferenca finita de segunda ordem
=V +2V; =V,
Ah?2

+av; = f(x;)coml< j<n-1

V, =V, = 0; com v sendo a solugao aproximada de u

Escrevendo na forma Matricial

(2+ahz -1 Tlv, [ fx)] | f,
1 -1 2+ah? -1 : : :
Ah?2 '

_1 2 + ahz_ Vn—l B f (Xn_l)_ fn—l

Escrevendo na forma compacta: Av = f

ODbS: os termos para j=0, j=n foram agregados ao lado direito
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Problema Modelo 2D

Equacéao Diferencial Parcial Eliptica 2D
~0°u 0%u
ox* oy’

+au = f(x,y)

para0<x,y<1l,a>0

Fronteira: “Plano = 0”
Discreta por uma malha bi-dimensional (com:
x(1),1=1,...,m-1,y(i),j=1,...,n-1 nodos interiores)
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Problema Modelo 2D

Aproximando em diferencas finitas de segunda ordem

-V, +2V, =V, —V.. ., +2V, -V, .
s Ah;d aa S Ah;J I tav,, = f ,com 1< j<n-1
Vipo=Vin=Vy;=V,;=0,sendo 1<i<m-1
Escrevendo na forma Matricial V=, v T
_ 1 - f. :(f|1 fi,n—l)T
5 e 11/
_i| B _i| S
AhZ AhZ : -
_il _Vm—l_ _fm—l_
Ah?

B parece com a matriz do problema 1D - as dimensdes séo (n-1) x (n-1)
léuma (n-1)x(n-1) matriz identidade
= Dimensédo da matrizé (m-1)-(n-1)x(m-1)-(n-1)

(Matrix tri - diagonal de Bloco)
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Examplo: Sistema para a=0, n=4, h=1
T
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Problema Modelo 2D

Escrevendo na forma compacta: Av = f (montagem por coluna)

Nov 2006

14/ 31



Revisao

Problemas Modelo

Erro de convergéncia
Malhas(Grids) Multiplas-Multigrid
Desempenho

Consideracdes Tedricas
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Revisao
Solucédo numerica de EDPs

E.D.P. modelo:
Vu=0 em R
u=0 em OR

1 dimensao

Discretizacdo pelo método de diferencas finitas,
formula dos 3 pontos, segunda ordem.
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Revisao

Malha computacional

Malha computacional com N=64 nodos.

Equacoes:
-u;,+2u;-u, =0, 1< J<N-1

Condicao de Contorno :u,=u, =0
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Sistema linear

Pode ser escrito como: AU = b, onde:

Nov 2006

2 -1
-1 2

—1

—1

Revisao
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Revisao

Aproximacao inicial da solucao

Funcoes seno (ou modos de Fourier)

Vi _sen(Jknj =J=h
N ) 1<k<N-1

y\9 indica a j-ésima componente do vetor v©.

J
k &€ o niumero de onda.

Vv, € 0 vetor com numero de onda k.
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Revisao

Numero de onda k

Nov 2006

Indica quantas meia-senoides existem no dominio.

Sel<k <N /2 os modos de Fourier sdo
denominados suaves.

SeN/2<k <N -1, 0s modos de Fourier sao
denominados de oscilatérios.
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Metodo Multigrid Revisao

Grafico da aproximacao inicial da solucao

1,5 -

Nov 2006 21/31



Revisao

Solucéo do sistema algébrico
(k+1) (k)
2

Gauss-Seidel ugkﬂ) =

Jacobi com Relaxacéao

ut? =(1-w)u +
Fator de relaxacdo: ) < <1 2
Aproximacao inicial: v, v, e v.

(k) 4 k)
U;3+U;

Norma infinita apds 100 iteragdes: HGHOO = ]r_na>N<
<]

ej\
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Jacobi com fator de relaxacgo: o = 2/3

1.2

1 -

0.8

e, of
0.4

0.2

0

Nov 2006

Revisao

e K= 2
\ k=6
S——
0 20 40 60 80 100

No. de iteracoes
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Revisao

Gauss-Seidel

1.2

e

o0

0 20 40 60 80 100

No. de iteracoes
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Metodo Multigrid Reviséao

Gauss-Seidel e Jacobi comparados
1.2 -

1 -

0.8 “ I :::

el oo \N\_ R
0.4 \\\\\ —k=2: GS
0.2 — k=6, GS

No. de iteracbes
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Revisao

E importante notar...

Que os méetodos Jacobi e Gauss-Seidel (e métodos
iterativos em geral):

eliminam com eficiéncia apenas as componentes de
alta frequéncia do erro

Que as componentes de baixa frequéncia sao
eliminadas lentamente.
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Problemas Modelo
Metodos de Relaxacao

Malhas (Grids) Multiplas-Multigrid
Desempenho
Consideracdes Tedricas
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Erro de convergéencia

Problema Simplificado : Au =0
= Vv deve convergir para 0, implica que > e = u

Em qual maneira Jacobi Relaxado decresce o error?
— Analise dos auto-vetores da matriz de iteracao

Auto-vetores w, das matrizes A e R] (n - nimero de nodos)

wkasin(Jk—ﬂj, coml<k<n-1, 0<j<n
| n

Vetor w, é também a kes™m° modo de Fourier
Auto-valores A, da matriz Rj (geralmente: Rjw, = A, w,)

2 (R.) :1—2a)sin2(k—7Z
2N

Para: A,w, <1=|A,]<1, iteracao converge

j, coml<k<n-1
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Erro de convergéencia

kz

Auto-valores 4 (R,)=1- 2a)sin2( o
Suave, baixa-frequéncia modos de Fourier : 1 < k <%zn
A | € proximo de 1 = amortecimento insatisfatorio

Oscilatério, alta-fregiiéncia modos de Fourier:
2’n<k< n-1

Para A, |A, | proximo de 0 = bom amortecimento

j, coml<k<n-1
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Erro de convergéencia

Diagrama de amortecimento do método de Jacobi com

Relaxacao

A

k
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e
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06
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0.2-

e T
B
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\g)—l

-\-\‘\.
H-\\-\_

ik(Rw):l—Zwsinz(k—ﬂj, com 1<k <n-1

2N

Modos Oscilatorio do erro sao muito bem amortecido
(Associados as malhas finas).

Modos Suave sao dificeis de amortecer (Associados as

malhas grossas).

Nov 2006
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Nov 2006

Problemas Modelo
Méetodo de Relaxacao
Erro de convergéncia

Desempenho
Consideracdes Tedricas

Revisao
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Malhas Multiplas

ldéia fundamental do método multigrid
Faz modos suave parecer oscilatorio!
Modo suave em MM parece oscilatério na malha M""
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Malhas Multiplas

h

Transferéncia da malha grossa p/ fina: |,

M2h | zhh Vi LLE
Metodo usado: Interpolacao Linear, e efetiva

Prolongamento l

. h 2h
Fronteira:— Voi =V
. h 14,20, ,2h -
Interior: — Vain —E(Vj +Vj+1)1 1< J<n
l—l 1 0fv, vV, |
1] v =3 01 1|v,| =|v,| =V"
10 1 1jvs], [Vl
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Malhas Multiplas

2h 2h
Grossa:2h
@) O @)
o o o o ) Fina: h
1 h 2 h 3 4 h 5

Restricao

hy 2h 2h
M "1 2"M

Nov 2006

Prolongamento (Interpolacao)

2hy h h
M 2" N M
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Malhas Multiplas

Transferéncia de malha fina grossa: Restricao ‘
M |ﬁh M2h.
Método simples: Injecao(Injection)
Melhor: “Full weighting”

2h 1 f1,h h h -
Vit =5(Vo 0 +2Vy +Vy,4), 1< )<n

Operador de Restrigdo: 1" _
Vl
1_12100_ V; 2h 2h ,h
2==0 1 2 1 offw| V=V
0 0 1 2 1]|v]
Vs |,
Operacéo de Transferéncia; M" 12" M2h | é suficiente
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Malhas Multiplas

Erros: modos oscilatérios em M" serdo representados
como modos suave sobre M2"

Simples esquema de correcao para “duas-malhas”
Na malha M", relaxar w, vezes A'wh = 0, usando v(Oh

{1 Restringir o residuo r" da malha fina para a malha grossa
Na malha M?", relaxar w, vezes A2"e?h = r2" usando
eh = o

Prolongar (Interpolar) o erro da malha grossa M?" para
malha fina Mh

Corrigir a malha-fina: vh « vh + e”
Na malha MM, relaxar w, vezes A"'vh = 0 usando v"
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Malhas Multiplas

Estratégias Multigrid

Nov 2006

Iteracao aninhada: Use malha grossa p/ gear valor
inicial melhorado

Correcao Malha Grossa: Aproxima erro relaxando
sobre a equacao do residuo na malha grossa

Q' e » ¢ '
QM e s 4 5 9 o e ee s
Q" e QRPQRP  ceses o9

V-ciclo  W-ciclo Esquema FMG
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Malhas Multiplas

Esquema V-Ciclo (Correcao Malha Grossa)
V-Ciclo(vh, fh

Relaxar w, vezes em A"vh = 0 com condicéo inicial v
If (malha atual = malha grossa) goto ultimo ponto
Else: f2" = Restrict(f" — Ahvh)
v2h =0
Call v2h = VV-Ciclo(v2h, f2h)
Corrigir: v += Interpolate(v2")
Relaxar w, vezes em APvh = 0 com condicéo inicial v
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Problema Modelo 2D

Gauss-Seidel para equacéo de Laplace: Definicdo do operador “L”

LUi I+1j —2U +u—1j e j—|—1_2u +U; j-1
y AXZ AyZ
Definimos o residuo (erro) como: R i J — Lu i J

Este residuo tende a zero na Convergéncia:

R .=Lu .=0

iter -»oo 1, ] I, ]

lim.
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Problema Modelo 2D

Termo de correcao escrito na forma do “ Delta Form “

Au, ; =U; ; —Uu;;,sendo u; , = Solucdo Exata

u;', = Solugao numerica

Aplicando o operador “L” no termo de correcao, malha regular, obtemos:

0
LAU, | =},di,j —Lui,j\

LAU; ;=R .

AUy —BAU  +A, FAU A =R A Y
1

U, :Z[Aui_l’ AU AU AU R ijz] Malha regular

Nov 2006
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Problema Modelo 2D

» Se depois de calcular R mante-lo fixo, € possivel calcular Delta u que sera
adicionado as condi¢des iniciais no processo de obter a solucéo convergida.

*Pode também atualizar R depois de cada iteracao, e entdo a medida que o
processo converge, Delta u ir4 convergir para zero.

LAui,j = —Ri,j

*Esta ultima equacéao € a chave mestra do método Multigrid, desde que ela é
usada na malha grossa.

Uma vez achado Delta u, entao calcula-se a solu¢céo, como:

n
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Problema Modelo 2D

33x33
1717
e by
ﬁ -HT axd
o
- ;
il E/
“l £
rulml:________rulm:__
:%F -H 515
o
d-I
£
h £
o _relax ___ relax
i Eﬁ_ qx1
‘* &
____ _relax  relax
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Método Multigrid Problema Modelo 2D

-

Malha 2

Malha 1

~

Malha 3

.
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Problema Modelo 2D

Passos de Implementacao para 2 malhas:

1. Faca algumas iteracoes na malha #1 usando Gauss-Seidel

2. Calcule o residuo R em cada ponto (i,j) sobre a malha #1 e
entao onde a malha #2 e malha #1 coincidem, copie o
residuo para a malha #2 (Restricdo), caso contrario use FW

3. Sobre a malha #2, resolva a equacao de correcao:

LAui’j = —Ri,j

4. Copie a correcao (Delta u) na malha #1 (Malha fina), nos
pontos que situam entre a malha #2 (grossa), utilize
Prolongamento (Interpolacao). Simples média e suficiente

5. Repete
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Meétodo Multigrid Problema Modelo 2D

Malha 1

Interpole Faca algumas
iteracOes sobre

sopea | —— Lu=0 e calcule R

malha #1

(fina)

Copie R da malha #1
para a malha #2 (grossa)

|

Resolva
L(Delta u)=-R

Copie (Delta u)
sobre a malha

) \

Malha 2

Repita até obter
solucao convergida
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Problema Nao-Linear

ou’ 0°
OX  OX°?

Aplicando diferenca finita centrada de segunda ordem na derivas
continuas, obtém-se'

u’, —u?, U, —2u +U_,
o —==0
2AX AX

Equacao Nao-Linear:

*Produz um sistema nao-linear de equacdes algébricas...

*Para obter um sistema algébrico linear da E.D.P. acima fazemos uso da
“Forma Delta” da seguinte maneira:
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Problema Nao-Linear

Au. =u"" —u', entdo podemos escrever :

n+1

U.

=U; + AU,

Substituindo esta relacao na equacao de diferenca finita anterior, obtem-se:

( |+1+Au|+1) _(ul 1‘|‘AU ) n
2 AX
( |+1+Au|+1) 2(U +AU )+(u| 1+AU )_
AX’

0

Nov 2006 47 /31



Problema Nao-Linear

Esta equacao pode ainda ser re-escrita como:

2uin+1Aui+1 _ 2uin—1Aui—1 + AU, — 2Aui + AU,
2 AX AX*

2 Assumir negligenciavel
(A U i+1 ) B

2 AX

_(uin+1)2 _(uin—1)2 uin+1_2uin +uin—1_ -0
- 2 AX " AX? -

_|_
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Problema Nao-Linear

Finalmente,
2U; AU —2uﬂgmh4_FAu”{—2Aur+AuF1:
2 AX AX?
_ (uin+1)2 _(uin—1)2 |+1 —2U +U
I 2 AX sz )

Em forma linear matricial compacta: A(u _n) AU. = RHS"
i /=M |
LHS" = A(u.") Entdgo:  LHS;.Aui' = RHS;

Esta forma é muito usada em CFD e é chamada de “Full Approximation
Storage Multigrid Method”. E necessario armazenar, Delta u, u, residuo
RHS e LHS em cada nivel de iteracao para cada nivel de malha.
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Revisao

Problemas Modelo

Metodo de Relaxacéao

Erro de convergéncia

Malhas (Grids) Multiplas - Multigrid

Consideracdes Tedricas
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Desempenho

Requerimentos de armazenamento
Vetores v e f para n = 16 com valores de fronteira(n=0,

n=16)
S o
17 9 5 3
£ M2h
17 9 5 3

d

EspacoMemoria < comd : Dimenséo do problema

24’

Para d = 1, requerimento de memaria € menor que o
dobro do problema de malha fina sozinho

Obs: EM=64 < 2x(17+17)=68
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Desempenho

Custo Computacional

Nov 2006

1 unidade de trabalho (UT): uma varredura de
relaxacao sobre mh

O(UT) = O(N), com N: Numero Total de pontos de
malhas

Transferéncia entre malha € negligenciada
Uma varredura de relaxagao por nivel (w, = 1)

2
V -Ciclo < l— 2—d UT

2
FMG Ciclo < (1_ 2—d)2

Custo

Custo

Problema 1D : Simples V-Ciclo custa ~4UT,
Completo FMG ciclo ~8UT.
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Desempenho

Ferramentas de Diagnostico
Ajuda a “debugar” seu codigo
Plano Metddico para testar modulos
Iniciar Simples com pequenos problemas!

Expor Problema — dificuldades podem estar
escondidas

Propriedade de Ponto Fixo — relaxacao pode nao
mudar a solucao (Problemas stiff)

Problema Homogéneo: norma do erro e residuo
devem decrescer para zero
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Revisao

Problemas Modelo

Metodo de Relaxacéao

Erro de convergéncia

Malhas (Grid) Mdltiplas- Multigrid
Desempenho
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Teoria

O Impacto da transferéncia Intermalha e o método
iterativo pode ser expressado e provado de maneira
formal (analise de complexidade de algoritmo).

Quadro Espectral do méetodo multigrid
Relaxacdo amortece modos oscilatorios
Interpolacao & Restricao amortece modos suave
Quadro Algébrico do méetodo multigrid
Decompde o espaco do erro: M"=L ® H

L ésimilaraP, e HésimilaraR
P=P(I],A™") R=R(I2"A")
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Teoria

Operacoes de método de multigrid, visualizada
Plano representando: M"

Erro el é sucessivamente projetado sobre um dos
elxos

Relaxacao sobre a malha fina (1)

Correcao Duas-Malhas (2)

Novamente, relaxacao sobre a malha fina (3)

R
H A
> h
\ e
\\ “‘
\ . (1)
\\ (2) L
\\ ;!//,v
\\\ ,=‘<’(3)’//’,
(3
- > p
- \\
\\
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Meétodo Multigrid Fim da Apresentacao

= Pense nisso...?
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