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CAPITULO 1

Operadores Semisimples

1. Espacos Vetoriais Complexos

1.1. Os Numeros Complexos. Aprendemos desde muito cedo
que no conjunto dos numeros reais nao existe nenhum nimero cujo
quadrado seja igual a —1. Uma explicagao para isso estd no fato de
que existem algumas “regras” para a multiplicagao de nimeros reais,
por exemplo: menos com menos dd mais! Vejamos como se prova essa
“regra”. Comegamos com

(—z)-y+o-y=[~z)+z]y

=0-y
ou seja, (—z) -y = —(z - y). Usando essa propriedade deduzimos que:
(=) (=y) + [-(@-y)] = (—2) - (=y) + (=2) -y
= (=) - [(=y) + ]
(_ .

x)-0
0

e, portanto,

(—2)- (—y)=z-y.
De modo que z > 0 e y > 0 acarretam (—z) - (—y) > 0. Assim, em
particular, se x € R é um numero real nao nulo, entao

(—z)- (—z)=2-2=2">0,
e portanto nenhum ntimero negativo y pode ter raiz quadrada em R,

pois uma raiz quadrada de y é um ntimero x tal que x? = 3. Assim, as
equacoes polinomiais de grau dois:

5



6 1. OPERADORES SEMISIMPLES

ar? +br+c =0,
com discriminante A = b? —4ac < 0 simplesmente nao possuem solucao

real. Quando passamos para certas equacoes de grau 3, por exemplo
as do tipo

(1) z® = pr +q,

a formula de Cardano para as raizes é:

T = f/q/?—i—\/Z%— f/q/Z—\/Z,
onde o discriminante (andlogo ao discriminante da equagao de grau 2)
é

A= (q/2)* = (p/3)".

Novamente temos a maldigao do discriminante negativo: se (p/3)® >
(q/2)* a férmula nao se aplical Porém aqui hé algo substancialmente
diferente do caso de uma equacao de grau 2 com discriminante negativo:
pelo menos uma das raizes de uma equagao do tipo (1) é real!

Vejamos um exemplo: a equacao x3 = 15z + 4 possui por raizes
r=4 x=-2— V3ex =—-2++3 Se aplicarmos a férmula de
Cardano obteremos:

r=1/2+V/—121+ /2 — V=121
=\/2+11V=1+ /2 —11v/—1

Sera que essa férmula nao produz nenhuma das raizes acima? Cha-
mando ao nimero imaginéario v/—1 de i, verificamos que

(2+i)=8+3-4-i4+3-2-4>44°
=8+12 —6—i
=2+ 11

e, analogamente, verificamos que (2 — )% = 2 — 114, ou seja

V2 4+ V=121 =2 + /1,

de onde a raiz x dada pela féormula é:

r=02+i)+(2-1i) =4
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Se considerarmos as raizes de 2 — 1 = (z — 1)(z? +z+ 1) = 0, a saber:

1+vS3 ., —1-y3
(=—F—, ¢=—F

podemos extrair trés raizes cibicas de 2 £ 1114:

¢ =1,

(2414), ((2+19), G@2+0),

pois cada uma dessas expressoes, quando elevada ao cubo, fornece 2 4
112. Fazendo as contas, as trés raizes cibicas de 2 4+ 117 sao:

. V3 1 | V3 1 .
2+0), (1= "2)+ (=5 + V3, (—1+50) + (=5 = V3)i

e as trés raizes cubicas de 2 — 117 sdo:

2—1), (~1+ ﬁ) cE v (e ﬁ) o
2 2 2 2

Uma observacao interessante é a seguinte: se somarmos a terceira raiz
cubica de (2 4 117) com a segunda raiz ctubica de (2 — 11i) obteremos
—244/3, e se somarmos a segunda raiz ctibica de 2+ 11i com a terceira
raiz cibica de 2 — 117 obteremos —2 — /3, ou seja, as outras raizes
reais da equagao. Embora as demais somas nao produzam raizes, a
manipulacio dessa quantidade imagindriai = v/—1 acabou produzindo
as trés raizes “verdadeiras” da equacao em questao. O mesmo vale para
muitos outros exemplos de equagoes de grau 3, e portanto é preciso
ultrapassar o dominio dos reais, alargando o universo dos nimeros,
para abranger esses outros numeros estranhos.

Vamos dar uma definigdo (uma entre muitas possiveis) dos nimeros
impossiveis, ou imagindrios, ou complexos: seja C o espaco vetorial R?
munido com a seguinte operacao de multiplicacao:

(a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + be).

E facil verificar que (C,+,-) satisfaz os axiomas definidores de um
corpo. Esse corpo sera chamado de o corpo dos numeros complexos. Se
dermos um nome especial ao vetor (0,1), a saber, i = (0, 1), podemos
verificar facilmente que

i’ = (0,1)-(0,1) = (~1,0).
Ora, vamos usar também uma notacao especial para o vetor (1,0) (o

elemento identidade da multiplicagao) a saber, 1, de modo que a equa-
¢ao acima se escreve
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i’ =-1.

O vetor (z,0) se escreve simplesmente como x1. Entao, como sabemos
que {(1,0), (0,1)} é uma base do R?, todo vetor (a,b) de R? se escreve
como

(a,b) =a(1,0)+b(0,1) = al + bi.

Além disso, a multiplicacao fica

(a1 4 bi)(cl +di) = (a,b) - (¢, d)
= (ac — bd, ad + bc)
= (ac — bd)1 + (ad + be)i.

O leitor deve observar que o o subespaco vetorial de C

R-1={al : ae R} ={(a,0) : a € R}

munido com a operacao de multiplicagao que definimos acima, funciona
exatamente como o conjunto dos nimeros reais. De fato,

(a,0) - (b,0) = (ab,0),

ou seja, se identificarmos o conjunto dos niimeros reais com R-1, temos
a inclusao R C C. Doravante, escreveremos um nimero complexo
simplesmente como z = a + bi, com a,b € R e i = +/—1.

As partes real e imagindria de z = a+bi sdo definidas por Re(z) = a
e Im(z) = b. Como {1, i} sao linearmente independentes, dois nimeros
complexos z; e 2o sao iguais se e somente se as suas partes real e
imaginaria forem iguais:

21 = 29 <= Re(z1) = Re(z2) e Im(z1) = Im(za).

DEFINICAO 1.1. Se z = a + bi € um nimero complexo, o seu con-
Jjugado € o numero complexo

zZ=aqa— bi.

E definimos também o valor absoluto ou maodulo de z por

2] = VoE = V@ T B,
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LEMA 1.2. Sejam z,w € C. Entdo valem as sequintes propriedades:

|2w] = |z][w].
Re(z) = (24 2)/2 e Im(z) = (2 — Z)/2i.
|z +w| < |z| + |w|.

N
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Prova: As primeiras oito afirmacoes sao de facil verificacao e serao
deixadas a cargo do leitor. Vamos provar a iltima afirmacgao. Ob-
servamos que no espaco vetorial C existe um produto escalar natural
definido por: se w =u+iwve z=x+1y € C, entao

< w,z >= Re(wz) = ux + vy
Em relagao a esse produto interno, o quadrado da norma de um nimero
complexo 2z é |2|> =< 2,2 >= 2% + y%. Isso significa que o médulo do
numero complexo z coincide com a sua norma. Vimos que em um
espaco vetorial com produto interno vale a desigualdade triangular,
que neste caso ¢ a afirmacao 9. O

Vamos terminar esta se¢ao mostrando que nao é possivel ordenar os
nimeros complexos de modo semelhante ao do conjunto dos nimeros
reais.

TEOREMA 1.3. E impossivel definir uma relacao z > 0 em C de
modo que ela satisfaca as sequintes condigoes:

1. Dado z € C, apenas uma das trés possibilidades ocorre: ou z > 0
ou z =0 ou (—z) > 0 (tricotomia). (Quando (—z) > 0 dizemos que
z<0).

2. 8ez>0ew>0entdo z+w >0 e zw > 0.

Prova: Suponhamos que exista uma tal relagao. Entao a condicao
1, de tricotomia, acarreta a decomposicao disjunta

C=(-P)u{0}uUP,
onde P ={x € C : 2 > 0} (o conjunto dos posztzvos) (=P)={-x:
x € P} (o conjunto dos negativos). Vimos no inicio desta segao que
(—z)(—y) = 2y e, em particular, que (—x)? = x2. Assim, se z € P, a
condicao 2 implica que 22 € P e a observacao no inicio deste capitulo
implica que (—z2)? = 22 € P, de modo que todo quadrado de C tem
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que ser positivo. Ora 1 = 12 > 0 e portanto —1 € (—P). Mas 2 = —1
fornece uma contradigao! O

Assim, a passagem de R para C nos permitiu a resolugao de equa-
¢oes polinomiais que nao possuiam raizes em R; mas por outro lado
perdemos a ordem dos nimeros reais. E a vida!

Mas voltemos ao lado bom da coisa: vimos que em R nao é possivel
extrair a raiz quadrada de um numero real negativo. No corpo dos
complexos vale o

LEMA 14. Sez=a+bi € C, com a,b € R entdo

= |z\+a+i€ |z| —a
V2 2

onde ¢ = £1, com o sinal escolhido de modo que b = el|b|, verifica

w2:z.

Prova: Seja w = x + iy verificando w? = 2. Entao

v? —y* + 2xyi = a + bi.
Essa equacao é equivalente ao sistema

2 —y? =a, 2zy = 0.
Mas como w? = z, temos também z? + y? = |z|, de onde podemos
concluir que
Zlt+a zZl—a
o Flte o ke
2 2

Escolhendo as raizes quadradas positivas, podemos escrever

RN EEY __ [H=a
- 2 ) y_ 2 )
de modo que 2xy =bouseja: e =1seb>0eec=—1seb<0. Isso

termina a prova do lema. O

1.2. Coordenadas polares e Raizes n-ésimas. Como C = R?,
podemos descrever o nimero complexo z € C através de coordenadas
polares, isto é,

z = (rcosf,rsenf),

onde r = |z| e 0 < 6 < 27. Assim, todo ntiimero complexo z # 0 pode
ser escrito na forma
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z = |z| (cosb + isend)

onde 0 estd determinado a menos de um multiplo inteiro de 27. Dize-
mos que 0 € a fase ou argumento ou angulo do nimero complexo z. Essa
representacao € muito 1util e, entre outras coisas, vai nos permitir uma
interpretacao geométrica do produto de dois niimeros complexos: se-
jam z = rcos(v) +ir sen()) e w = s cos(p) +is sen(p) dois complexos
nao nulos. O seu produto fornece:

2w = rs(cos(v) + isen(v))(cos(p) + isen(y))
— s (cos()cos(sp) — sen()sen(p)) +
+irs (cos(v)sen(p) + sen(y)cos(p))
=15 (cos(y) + @) +isen(y + ¢)),

ou seja: o mdédulo do produto é o produto dos moédulos e o angulo do
produto é a soma dos angulos.

1.3. Multiplicagao por z; como transformacao linear. Fixa-
do um numero complexo zy = a + ib, podemos definir uma transforma-
¢ao linear P: C — C assim:

P(w) = zw.

E claro que P é um operador linear no espago vetorial C. Em termos
da base Can = {1,i} de C, vejamos qual é a matriz de P. Aplicando
P a essa base obtemos

P(1) = (a+1ib)1 = a + ib, P(i) = (a4 ib)i = —=b + ia,

ou seja

a

Pl =5 7 |

Interpretamos esse resultado da seguinte maneira: se trabalhamos
com os complexos na forma usual, a operacao de multiplicacao de w =
x 4 1y € C por um complexo zy = a + b fixo se traduz, do ponto de
vista da dlgebra linear, no espaco R?, como a multiplicacao da matriz
[P]can € do vetor (z,y) € R?. Podemos resumir essas informagdes num
diagrama comutativo:
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C C
¢ ot
2 2
R [P]Can R

Nesse diagrama ¢(a + ib) = (a,b) é a representagdo em coordenadas
relativamente a base candnica {1,7}. A comutatividade do diagrama
significa que se w € C entao

P(U}) = ¢_1[P]Can¢(w)'

Uma consequéncia interessante dessas observagoes é que acabamos
por entender geometricamente a acao do operador

a —b
r=[5
no R?: podemos passar para C e considerar o operador P(z) = (a+bi)z,
que roda o ponto z de 6 radianos (0 < 6 < 27) no sentido antihorério,

onde (a+bi) = r(cosf+isend), e multiplica a sua norma por va? + b? =
la +1ib).

TEOREMA 1.5. [Férmula de de Moivre] Se n > 0 é um nimero
natural entao:

(cost + isenh)"™ = cos(nf) + isen(nd).

Prova: Vamos provar por indugao em n. Para n = 0 o resultado
é claro. Seja n > 1 e suponhamos que o resultado seja valido para
todo inteiro m < (n — 1). Entao aplicando a hipdtese de indugao e as
formulas de adicao de arcos da trigonometria obtemos:

(cost + isend)™ = (cost + isend)(cost) + isend)™ !
= (cosl + isenb)(cos((n — 1)8) +isen((n — 1)0))
= cos(f)cos((n — 1)8) — sen(f)sen((n — 1)0)
+ i[cos(8)sen((n — 1)0) + sen(8)cos((n — 1)0)]
= cos(nb) + isen(nd)
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1.4. Espacgos vetoriais complexos. Até agora estudamos espa-
cos vetoriais V' sobre o corpo R dos nimeros reais, isto é, estudamos
um conjunto V' munido de uma operacao de soma de vetores e munido
de uma multiplicacao por escalares reais, com boas propriedades. Se
permitirmos que esses escalares sejam ntimeros complexos, entao temos
a noc¢ao de espaco vetorial complexo ou, mais simplesmente, C-espaco
vetorial, para frisar que os escalares estao em C.

DEFINICGAO 1.6. Um C-espago vetorial € um conjunto V. munido
com uma soma que satisfaca os axiomas A1-A4, e de uma multiplica¢do
por escalar complexo que satisfaca os axiomas M1-M4 definidos abaizo.

Ajcut+v=v+u,V u,v €V (comutativa)

Ayiu+ (v+w)=(u+v)+w,¥Y u,v,weV (associativa)

Az : existe em V um vetor, 0, tal que v4+0=v, Yo eV
(elemento neutro)

Ay : para cada vetor v € V existe um vetor, —v € V, tal que
—v+v =0 (elemento oposto).

M :a(u+v) =au+av, Ya € C Yu,v € V (distributiva)

M,y : (a+ pB)v=av+ v, Yo, € C Yv eV (distributiva)

Ms; : (af)v = a(fv), Ya,f € C Yv eV (associativa)

My:1lv=v, YveV.

E claro que todos os conceitos fundamentais que estudamos para
os R-espacos vetoriais se aplicam igualmente aos C-espagos vetoriais.
Por vezes, para enfatizar qual o corpo a que estamos nos referindo,
falaremos num C-subespaco ou numa C-base, em contraposi¢ao a um
R-subespaco ou a uma R-base.

ExEmpLO 1.7. Seja C o conjunto dos nimeros complexos: C =
{a +bi : a,b € R}. Ja vimos que C é um R-espago vetorial de
dimensao 2. Uma base para C é B = {1,i}. Mas a multiplica¢io usual
de numeros complexos pode ser usada para dar a C uma estrutura de
C-espaco vetorial: a soma de C continua a mesma e a multiplicacao do
escalar A = ¢+ di € C pelo vetor a + bt € C € a propria multiplicagao
dos numeros complexos:

(c+di) - (a+ bi) = (ac — bd) + (ad + bc).



14 1. OPERADORES SEMISIMPLES

E imediato verificar os axiomas A1-Aj e M1-M4. Uma base de C como
C-espago vetorial € {1}. Assim,

dimgr C = 2, dim¢ C = 1.

EXEMPLO 1.8. O conjunto C* = C x -+ x C = {(z1,...,2n) :
z; €C, j=1,...,n} € um C-espago vetorial e também um R- espago
vetorial. Observamos que R™ C C™ é um R-subespaco vetorial de C™.
Um fato interessante e que serd usado adiante € que se um subconjunto
deR"™, {vy,...,v} CR", for linearmente independente sobre R entdo
esse conjunto também serd linearmente independente sobre C. Vamos
provar essa afirmacao.

Se ajvy + - +ogvy =0 coma; € C, j=1,...,k entao tomando
conjugados temos aquy+- - -+agv; = 0 e somado-se essas duas equagoes
temos Re(ay)vy + - -+ + Re(ay)v, = 0. Como {vy,...,vx} € Li. sobre
R concluimos que Re(a;) =0 j=1,... k.

Por outro lado, se subtrairmos as duas equacdes iniciais teremos
2i(Im(ay)vi+- -+ Im(ag)vr) = 0. Assim Im(aq)vi+- -+ Im(ay)v, =

0 e novamente pela independéncia linear de {vy,...,vx} sobre R con-
cluimos que Im(a;) = 0 j = 1,..., k. Dessa forma a; = 0, j =
1,...,k, ja que Re(a;) =0, j=1,...,k eIm(e;) =0, j=1,... k.
Portanto {vy,...,vx} € Li. sobre C.

2. O complexificado de um operador

Ja sabemos que um 7': R" — R" ¢ diagonalizével se e somente se
todas as raizes do polinomio caracteristico de 1" sao reais e as respec-
tivas multiplicidades geométrica e algébrica sao iguais. Se estivermos
trabalhando com um operador linear T': C* — C", os conceitos de auto-
valor e autovetor se transportam sem problemas: um nimero complexo
A € dito um autovalor de T se existir um vetor nao nulo ¢ € C" tal que

T(¢) = Ao
Analogamente ao caso real definimos também o polinémio caracte-
ristico de T

pr(A\) =det ([T]p — M),
onde B é uma base qualquer de C". A tnica diferenga com o caso real
é que, pelo Teorema Fundamental da Algebra, todas as raizes de pr(\)

estdao em C (ou seja, ndo precisamos de um corpo “maior” do que C
para fatorar pr(\)).
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Assim, o teorema de diagonalizacao se transporta para operadores
T: C" — C" da seguinte maneira (a prova é idéntica ao caso real):

TEOREMA 2.1. Seja T: C* — C™ um operador linear. Entdao

k
pr(N) =z = 2™,
i=1
onde z1, ...,z sao numeros complexos distintos e n; > 1, e o operador
T ¢ diagonalizdvel (sobre C) se e somente se, para todo autovalor z;,

n; = dim V' (z;),

1sto €, se e somente se as multiplicidades algébrica e geométrica forem
1gUaLS.

E claro que, como no caso real, se T: C" — C" for diagonalizavel,
entdo (com a notagao do teorema acima)

C'=V(zn)® - dV(z).
Consideremos agora o caso em que temos um operador

T: R" — R",

tal que o polindmio caracteristico pr(\) de T' possui raizes complexas.
Ele nao sera, portanto, diagonalizdvel; mas podemos imaginar o ope-
rador T' como um operador de C", e podemos nos perguntar se (sobre
C) ele sera diagonalizavel. Em caso afirmativo, serd que isso nao nos
permitird obter alguma representacao matricial de T (real) que seja
util?

Consideremos um operador linear 7': R* — R". Se fixarmos uma
base (por exemplo, a base canonica Clan), T' pode ser descrito pela
matriz associada

[T]can = (aij)-
Assim,

n n
(2) T(xl,...,xn) = Zaljmj,...,Zanjxj 3
j=1 j=1

e podemos associar ao operador T o seu complezificado: trata-se de
fazer T' agir nao mais nas n-uplas reais, mas nas n-uplas complexas,
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pela mesma regra dada em (2). Vamos denotar o complexificado de T
por T¢: C" — C™,

n n

C P

T (Zl,...,2n>— E Q125 vy E AnjZj | -
j:l j:l

Aparentemente nao aconteceu nada; em relacao a base canonica de

C", a matriz de T serd [T|cqn = (a;;), ou seja

[Tc]Can = [T]Can‘
Mas vejamos um exemplo:

EXEMPLO 2.2. Seja T: R?* — R? o operador definido por

Tew={1 71 )

e o complexificado de T fica o operador de C? definido por

Entao

T(21,22) = (21 — 22,21 + 22).

O polinémio caracteristico de T € pr(N\) = (1 —\)? +1, que ndo possui
raizes reais. Assim, o operador (real) T nao possui autovalores nem
autovetores. Mas pensandol’ como operador complexo, isto €, tomando
o seu complexificado T, vemos que o seu polinémio caracteristico (que
¢ 0 mesmo de T') admite duas raizes complexas distintas:

AN o=141, Ao=M =1—1,
e portanto o operador T° do C-espaco vetorial C? € diagonalizdvel.

DEFINICAO 2.3. Dizemos que um operador linear T: R™ — R" €
semisimples se o seu complezificado T°: C* — C" for diagonalizavel.

Vimos acima que a matriz do complexificado T¢ de um operador
T na base canodnica do C" é a mesma matriz de T na base canonica
do R™. Isso significa que o polinomio caracteristico de T° é igual ao
polinomio caracteristico de T' e portanto tem coeficientes reais, de onde
podemos deduzir que se T° possui um autovalor A € C entao o seu
complexo conjugado A também serd autovalor de T¢. Isso acarreta
que se ¢ = (21,...,2,) é um autovetor de T associado a A, entdo
@ = (71,...,%,) serd autovetor de T°, associado & . De fato, se

Tc(gp) = )\(P, Y = (21; s 7Zn)
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entao, pela definicao do complexificado,

n n
TC(Zl,...,Zn) = Zalij,...,ZCLanj :)\(21,...7271),
j=1 j=1

e, se aplicarmos a conjugacao complexa a ambos os lados da equacao
acima obteremos

n n
TC(Zl,...,Zn) = Zalij,...,ZanjEj :5\(21,...,5“),
i=1 j=1

pois a;; € R, assim T¢(¢) = A\p.

Um caso particular do que foi visto acima é quando o autovalor,
A, de T for real. Nesse caso ele sera autovalor de T e o autoespaco
associado, V'()\), serd um subespago de R™.

Uma observagao simples é: se T: R" — R ja for diagonalizavel,
entao 1" sera semisimples, pois nesse caso todas as raizes do polinomio
caracteristico de T' sao reais e existe uma base B = {vy,...,v,} de R"
tal que a matriz [T]z é diagonal. Observamos no Exemplo 1.8 que o
conjunto B = {vy,...,v,} também é Li. sobre C e portanto serd uma
base de C" em relacdo a qual a matriz [T°|s sera diagonal, ou seja T
sera semisimples.

TEOREMA 2.4. Seja T um operador semisimples do R"™. Suponha-
mos que o polindmio caracteristico pr(\) se fatore em R[A] assim:

pr(N) = A —r)™ - A =r)" (N diA + )™ - (A2 d A+ )™,

onder; € R, r; #1r; sei # j e os fatores quadrdticos sejam irredutiveis
e distintos, com raizes \j = a; +ib; e A\;. Entao ewiste uma base

O 1,2 2 k k
B={wy,...,w, ,wi,..., Wy, .. W,..., W,
11 11 6t t ot
U, Vs ey Uy s Upy e UL, VY, ooy Uy, Uy
tal que T(w§) = rwh e T(u]) = ajui + bjv! e T(v]) = —byu] + a;v].

Antes de provar o teorema, vejamos como fica a matriz de T' nessa
base:
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1

Note-se que r; aparece n; vezes, e cada bloco
{ b ]
bj  a

Prova do teorema 2.4: Como T é semisimples, o seu complexificado
T¢ é diagonalizavel. Mas o polinomio caracteristico de 7T é o mesmo de
T. Assim, temos a decomposicao de C" na soma direta de autoespacos:

C'=V(r)@ - aVinaeV) eV e - V) e V(.

Ora, como 7; € R, podemos encontrar uma C-base de V(r;) for-
mada de vetores que estao em R", pois como r; € R entao r; ¢ auto-

aparece m; Vezes.

valor de T e assim o autoespaco associado, V (r;) = [v], ... ,vij] CR”
e o conjunto {v7,... ,vij} é 1.i. sobre R. Pelo Exemplo 1.8 temos que
{vi,.... vy, } € Li. sobre C.

Chamando de E7 = V(\;) @V ()\;) podemos escolher uma base para

FE7 assim: tomamos {¢7],. .. ,(bf;lj} base de V();) e completamos com
os conjugados:

; - .
{¢1a tee >¢]m]-7 IRI 7¢]m]-}'

E muito simples mostrar que esse conjunto é linearmente independente
sobre C. Vamos associar esses vetores da seguinte maneira:

i — [ ... I

E _[ 17¢1] SZ @[ m;j) m;]

Chamando cada [¢], ¢]] de E}, a decomposicao de C™ acima pode ser
escrita como
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(3) C'=V(@)& & V() @Eﬂ

Ja sabemos que cada V/(r;) possui uma base com vetores em R"; se
pudermos encontrar bases de EZ] com vetores em R, obteremos uma
decomposicao do R™ como uma soma direta de subespacos no méaximo
bidimensionais, onde a acao de 7" fica simples. O proximo lema garante

que podemos escolher uma base {u!,v!} para E! com vetores no R".

R
Vamos assumir esse resultado e terminar a prova do teorema. Se cada
somando direto da decomposigao (3) possui uma base cujos vetores
estao em R", independentes sobre C, com muito mais razao eles serao

independentes sobre R. Isso decompoe o R™ assim:
R"=V(r) @ V(re) ® Plui, v]].
2

O préximo lema mostra que cada subespago [u],v]] é invariante sob T

1) 7

com a agao de T especificada no enunciado. O

LEMA 2.5. Se T: R" — R"™ € um operador cujo complezificado
1€ possui um autovalor nao real A\ = a + bt e se p é um autovetor
associado a A, entao o subespaco E = [p, @] de C" possui uma base
{u,v} de vetores que estao em R™ e tais que

Tu)=au+bv e T(v)=—bu+ av.

Prova: Escrevemos ¢ = u + iv (onde u,v € R™) para o autovetor
associado ao autovalor A = a + bi. Entao:

T(p) =T(u+iv) =T(u) +iT°w) = (a+ bi)(u +iv)
= (au — bv) +i(bu + av)

donde T¢(u) = au — bv e T°(v) = bu + av. Como u,v € R" entao
T¢(u) = T(u) e T°(v) = T'(v). Se pusermos

teremos

=
:\
I

T(u) = au —bv = au’ + b,
TW) =T(—v) = —bu —av = —bu' + av/,



20 1. OPERADORES SEMISIMPLES

ou seja, {v/,v'} tem a propriedade do enunciado.

Resta provar que {u,v} (e portanto {«',v'}) é um conjunto linear-
mente independente. Se existirem escalares «, # nao todos nulos, tais
que

au + pv =0,

p+p p—P\ _
(557) 0 (50) -

(a = fi)e + (o + Pi)p = 0.
Como ¢ e ¢ sao autovetores associados a autovalores distintos, A e ),
eles sao linearmente independentes sobre C, donde o = i e a = —f31,
e portanto o = 3 = 0. Isso prova o lema. O

entao

ou seja,

3. Tres exemplos

Inicialmente consideremos o operador 7: R* — R? cuja matriz na
base canonica do R? é:

—— O
— O

1
[T] Can — 0
—1

O polindmio caracteristico de T' é pr(\) = =A% + 32 — 4\ + 2, e suas
raizes sao \y = 1, Ay = 1 +ie A3 = 1 — 1. Como essas raizes sao
distintas, o complexificado T¢: C* — C? é um operador diagonalizavel.
Vamos encontrar uma base {¢y, ¢, ¢3} de C? tal que

Tp1) = ¢1, T(d2) = (L+i)da,  T(¢3) = (1 —i)¢s.
Vamos tomar ¢; um gerador conveniente de ker(7°— \;I). Fazendo as
contas:

¢1 = (17 170)
¢o = (—1,0,1) = (0,0,1) +i(—1,0,0)
¢3 = (4,0,1) = (0,0,1) — i(—1,0,0)

Assim, C* =V (1) @ V(1 +1) @ V(1 —14). Vamos decompor R? em
subespagos invariantes sob T: R?* = V(1) @ E}, conforme o teorema.
Tomamos V(1) = [¢1], (o colchete indica o subespaco real gerado por

¢1) e
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Ef =1(0,0,1), —(~1,0,0)].
Tomamos a base do R?* D = {(1,1,0),(0,0,1),(1,0,0)}. Nessa base
temos

Consideremos agora o operador T: R®> — R’ cuja matriz na base
canonica do R3 é

SO N~ O
__0 O O
__ 0 O O

1 0

1 0

[T] Can — 2 =2
-1 0

0 0

O polinémio caracteristico de T é pp(A) = (A —1)(A\? — 2\ +2)2, e suas
raizes sao Ay =1, oy =14+ie A3 =1—1, com

pr(A) = (A =1 = (1+0)*(A = (L —9))*
Dessa forma a multiplicidade algébrica de Ay e de A3 é 2. Vamos ve-
rificar se o complexificado T¢: C> — C® é um operador diagonalizével.
Calculamos:

Ve(1) = ker(T°—1) =1(1,1,0,0,1)],
Ve(1+ 1) = ker(T¢— (1 +14)I) =[(0,1,1414,0,0),(0,0,0,1,47)]

Ve(l = i) = ker(T® — (1 —4)I) = [(0,1,1 — 7,0,0), (0,0,0, 1, —3)].

Concluimos assim que dim V(1 —4) = dim V(1 +¢) = 2 e portanto T°
¢ diagonalizavel, e entao T' é semisimples e assim,

C°* =Ve(1) @ Ve(1414) @ Ve(l — ).

Escrevendo:

(bl = (171707071>
¢ =(0,1,1+14,0,0) =(0,1,1,0,0) +4(0,0,1,0,0)
5 = (0,0,0,1,7) = (0,0,0,1,0) +(0,0,0,0,1)
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temos pelo teorema E? = [¢y, ¢o] e E2 = [¢3, ¢3] entdo podemos de-
compor R® em subespacos invariantes sob 7"

mz%m@ﬁ@ﬁ,
conforme o teorema, onde tomamos V(1) = [(1,1,0,0,1)],
FE? =1(0,1,1,0,0),—(0,0,1,0,0)] e E2 = [(0,0,0,1,0),—(0,0,0,0,1)].
Construimos a base do R :
D =1{(1,1,0,0,1),(0,1,1,0,0),(0,0,-1,0,0),(0,0,0,1,0), (0,0,0,0,—1)}.
Nessa base temos

10 00 0
01 —-10 0
Tlp=|{01 10 0
00 01 —1
00 01 1

O préximo exemplo, um pouco mais complicado, foi elaborado com
a ajuda do computador e ilustra como pode ser simplificada a repre-
sentacao de um operador linear semisimples. Consideremos o operador
T: R°® — RS cuja matriz na base canonica é:

103/21 —327 —103/21 —36 142/  206/21
221/21 83/7 137/21 86 —332/7 —442/21
76/21 23/7  76/21 24 —92/7 —152/21
[T] Can —
17/21 1/7  17/21 1 —4/7 —13/21

2/3 1 —-1/3 7 —4 —4/3

9/7  9/7 9/7 9 —29/7  —18/7

O polinomio caracteristico desse operador é:
pr(A) = A% —5X° + 11A* — 15X3 + 1407 — 10A + 4.
Por inspecao peercebemos que r; = 1 e ry = 2 sao raizes. Assim,

podemos escrever:

pr(A) = (A= 1A= 2)(A* —2X% +3X2 —2) + 2).
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O polinomio de grau 4 acima, por sua vez, pode ser fatorado como
A+ 1A =2)1+2)
de onde temos a lista completa das raizes de pr(\):

7"1:1, 7”2:2, )\1:i, )\1, )\2:1+Z, )\2.

Como sao raizes distintas, T é diagonalizavel sobre C. Vamos en-

contrar os autoespacos. Sabemos que sao todos unidimensionais, e
podem ser encontrados resolvendo-se o sistema linear homogéneo

([T]Can - A[)) =0.

Eis os resultados:

1. 2 =1:
V(1) =[(-2,21/4,7/4,-3/8,—1/8,1)].
2. A\ =2
V(2)=[(-11/5,6,9/5,—1/5,1/5,1)]
3. A=1:

V(i) —144  172¢ 103 n 85t 211 . 103¢ —73 n 3le =27 199:
) = S — RN — S — S —
185 1857 37 377185 1857370 370’ 370 370’

4. A =1+1:

V(14 14) = [(—109 — 40,317 4 714,96 + 19, —16 + 74,7 + 167, 61)] .

Usando o lema 2.5, podemos montar a base real de V(i) & V(—1i),
tomando a parte real e o oposto da parte imaginéaria do autovetor com-
plexo:

v 185 7 37 71857 370 370
ol = (Q (8 103 31 199 0)

185" 377 185" 370°370° )
Fazendo a mesma coisa para V(1 +1i) @ V(1 — i) obtemos:

1 (—144 103 211 —73 =27 )

u? = (—109,317,96,—16,7,61)
v? = (40, —71,-19, -7, —-16,0).
Podemos montar a base do R® onde teremos a forma candnica de

).



24 1. OPERADORES SEMISIMPLES

—2,21/4,7/4,—-3/8,—1/8,1)
~11/5,6,9/5,—1/5,1/5,1)

144 103 211 —73 —27
(185 377185’ 370 370" )
(172 85 103 31 199 0)
185" 37" 185" 370’ 370

109, 317,96, —16,7,61)
40,71, -19, =7, —16,0)

Il
/-\/-\

g, &
I

(=
= (

Nessa base B a matriz do operador T fica:

b



CAPITULO 2

Equacoes Diferenciais Lineares

1. A equacgao mais simples

Todo estudande de calculo ja se deparou com o seguinte problema:
dada uma fungao continua ¢(z): R — R, serd que ela é a derivada de
alguma funcao? Em outras palavras, serd que existe uma fungao f(x)
tal que para todo x € R tenhamos

(4) f'(x) =p(x) ?

Um caso particular importante é aquele em que ¢ é a funcao identica-
mente nula; a equacao fica simplesmente

f'(z) =0, Vz € R.

E claro que todas as funcgoes constantes sao solucao dessa equacao.
Haveria outras? O teorema do valor médio garante que nao; se f(x)
é uma funcao derivavel com derivada nula em todo ponto e se a € R,
com a # 0, entao

0—a N
para algum z. Mas, por hipdtese, f'(z) = 0, ou seja, f(0) = f(a).
Como a percorre todos os reais nao nulos podemos concluir que f(x)
tem que ser constante em R.
No caso geral, o teorema fundamental do calculo fornece a resposta:
dada ¢, a equagao (4) possui como solugao

onde ¢ é um nimero real qualquer. O caso particular que fizemos acima
permite afirmar que duas solugoes quaisquer de (4) diferem por uma
constante, ou seja, podemos fixar um ¢ € R e expressar o conjunto de
todas as solugoes como

f(x):k—i-/xgo()\)d/\ k€ R.

25
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Assim, os teoremas basicos do calculo diferencial nos permitiram
resolver a mais simples das equacoes diferenciais:

TEOREMA 1.1. Dada uma fun¢ao continua qualquer ¢: R — R, o
congunto de todas as solugoes da equacdo

(5) f(@) = o(2), VzeR
€ dado por

fo =k+ [ "oV,

onde k percorre R (e a é um ponto qualquer de R fizado). Além disso,
existe uma unica func¢ao f(x) que satisfaz (5) e verifica a condi¢ao
incial f(xg) = A, que €

fla)=A+ / p(N)d.

Prova: A tnica coisa que falta provar é a afirmagao final. Se f(x)
e g(x) sao duas fungdes que satisfazem (5) com f(xg) = g(xg) = A,
entao a diferenga h = f — g verifica: ' = 0. Isso significa que h(z) é
uma funcao constante. Como h(zy) = 0, concluimos que h é a funcao
nula. Assim, f = g e temos o resultado. O

2. A equacao geral de ordem um

Podemos aumentar a complexidade da equagao (4) da seguinte ma-
neira:

(6) f(@) +af(x) =p(z)
onde, como acima, procuramos uma f(z) definida em toda a reta real,

a € R é uma constante fixada e ¢: R — R é uma funcao continua
dada. Multiplicando a equacao acima pela funcao e* obtemos:

(7) fl(@)e" +af(x)e™ = p(x)e™,
e percebemos imediatamente que o lado esquerdo da igualdade acima
pode ser escrito como

L (F)e) = pla)e

Chamando f(x)e® de fi(x), a equacao acima fica

fi(z) = p(z)e™.
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Mas dessa equacao nés ja conhecemos todas as solugoes:

fie) = fae =k + [ "ottt

xo
de onde concluimos:

(8) f(x) = ke ™™ + e_“x/ o(t)edt.

TEOREMA 2.1. Se a € R € uma constante fizada e o: R — R €
uma fungao continua dada, entdao

{ fl(@) +af(z) = ¢(x)
f(zo) = A

tem uma unica solucao.

Prova: Vimos acima que f(x) tem que ser da forma (8) para algum
k. Entao,

A = ke 40,
de onde

x

f(z) = Ae~z=w0) 4 e‘”/ o(t)e™dt.

o
Isso termina a prova do teorema. O

Como ficam essas equacoes em termos de algebra linear? O opera-
dor natural que deve ser considerado primeiro ¢ o operador derivagao:

d

Cdx’

Mas quais os espagos vetoriais devem ser considerados? Se ¢(z) for
uma funcao infinitamente derivavel, entao existe um espago natural:
o de todas as funcoes f: R — R que admitem derivadas de todas as
ordens, C*(R;R), pois nesse caso se f(z) € C*(R;R) entao também
D(f) € C*(R;R). Uma equacao do tipo f'(z)+af(z) = ¢(x) poderia
ser escrita como

D

(D +al)(f) = ¢,
onde (D +al): C*(R;R) — C*(R;R) é o operador linear

f(@) = f(x) +af(z),
que é a soma dos operadores lineares D e al, onde I é o operador
identidade, I(f) = f.



28 2. EQUACOES DIFERENCIAIS LINEARES

Se ¢ for a funcao nula, resolver a equagao é encontrar o nicleo do
operador (D-+al). Caso contrario, a equagao terd solugao caso ¢ esteja
na imagem de (D + al).

A coisa complica um pouco caso ¢ nao seja infinitamente derivavel.
Por exemplo, se quisermos resolver

fl(@) +2f(x) = |,

ja sabemos como fazé-lo: as solugoes serao

f(z) =ce ™ + 62”/ |t|e*dt,
0

de modo que f(z) é derivavel, mas sua derivada f’ nao é derivdvel
na origem. Introduzimos os espagos: C¥(R;R) de todas as funcoes
f: R — R que sao derivaveis até ordem k, e cuja k-ésima derivada é
continua em R. Se k = 0 trata-se apenas do espaco vetorial de todas
as fungoes continuas. Temos a cadeia de subespagos:

C*(R;R) C --- c C*(R;R) Cc C*(R;R) C C°(R;R),

que se relacionam com o operador D = d/dz da seguinte maneira:

D: CF(R;R) — C*Y(R;R).
De fato, D aplicado a uma funcao de C*(R;R) produz uma funcao
D(f) que pode nao estar mais nesse espago. Porém certamente D(f)
estard em C*"}(R;R), que é um espaco maior. Assim, uma equacao
f'(z) +af(x) = p(x) com ¢ € C*(R;R) tem solucdo se ¢ estiver na
imagem do operador linear

(D +al): CF"Y(R;R) — C*(R;R).

Os nossos resultados anteriores podem ser resumidos no seguinte
teorema:

TEOREMA 2.2. Se a € R entdo a transformagao linear

(D +al): CF"Y(R;R) — C*(R;R),

€ sobrejetora e seu niucleo tem e por base.

3. Funcoes a valores complexos

Vamos fazer uma pequena ampliacdo nas nossas equagoes, permi-
tindo que a constante a acima seja um nimero complexo — e consequen-
temente, a funcao f(z) que satisfaz o problema f'(x) + af(z) = p(z)
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serd uma funcao de variavel real x que assume valores complexos:
f:R—C.

Como todo niimero complexo z = u + v possui uma parte real u e
uma parte imaginéria v, toda fungao f(x) que assume valores comple-
x0s pode ser escrita como

f(@) = u(z) +iv(z),
onde u,v: R — R sao duas fungoes de variavel real a valores reais. As
fungdes u(x) e v(x) sdo chamadas, respectivamente, de a parte real e a
parte imagindria de f(z). Dizemos que f(x) é derivavel se a sua parte
real e a sua parte imaginaria forem derivaveis e, nesse caso, escrevemos

f(z) =/ (x) + i (z).
Da mesma maneira, dizemos que f(x) é integravel se u(x) e v(x) forem
integraveis, e escrevemos

/abf(a:)dx - /abu(x)dx+i/abv(x)dx.

Uma outra observagao preliminar muito simples concerne a derivada
do produto de duas fungoes a valores complexos:

LEMA 3.1. Se f =u+1v e g = s+ it entdo:

(@)l = f@)o(@) + F@)g' ().

Prova: Escrevemos o produto
fg=(u+iv)(s+it) =us — vt +i(ut + vs),

de onde, por definicao,

(fg) = (us — vt) +i(ut + vs)
=u's +us' — (V't+ot") +i(u't +ut’ +v's + vs')
= (u' 4+ ") (s +it) + (u + ) (s + it
=fl9+fg.
Isso termina a prova do lema. O

Se f(z) é uma fungao que assume valores complexos, podemos ini-
cialmente considerar a equacao mais simples

7(z) = 0.
Em termos das partes real e imaginéria de f(x), essa equacao se escreve
como u'(x) = 0ev'(x) = 0. Pelo nosso estudo do caso real, sabemos que
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as unicas solugoes dessas duas equagoes reais sao as solucoes constantes.
Isso acarreta que f(z) = ki +ikq, ou seja: f(x) tem que ser uma fungao
constante.

Do mesmo modo a equacao

f'(@) = ¢(x),

onde p(z): R — C é uma funcao continua dada, ¢(x) = ¢1(x)+ipe(z),
se traduz em

u'(z) = d1(x), V' (x) = ¢o(x),

de onde deduzimos que

fa)=k+ [ "oty

zo
para k € C.

Até aqui foi tudo muito facil: o caso complexo nao apresentou ne
nhuma diferenca notavel com o caso reall Apenas separamos o pro
blema complexo em dois problemas reais independentes (considerando
as partes real e imagindria) cujas solugoes conheciamos.

Vejamos como fica o préximo caso mais simples, o da equagao

(9) fi() = Af(x),
com A € C. Se f(z) = u(x)+iv(z) e A = a+1ib entdo a equacdo acima
se escreve:

u'(x) + ' () = au(x) — bu(x) + i(av(x) + bu(z)),

de onde obtemos o sistema de equagoes reais:

que nao sabemos (por enquanto) resolver. Parece que a situagao se
complicou demais!

Por outro lado, em completa analogia com o caso real, uma solucao
f(z) da equagdo (9) deveria ser do tipo

f(z) = ke® = kelotit) ke C.

Como definir uma exponencial complera? Uma exigéncia fundamental
para uma tal exponencial é que

d (e¥) = xe.

(10) T
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Ora, quando A é real, uma propriedade crucial para a validade dessa
exigéncia é a equacao funcional

eTTY = e%eY.

Vamos entao nos guiar por essa equacgao funcional e buscar uma defini-
cao de exponencial complexa que a respeite. Assim, para definir e*+%,

basta definir e”, pois queremos

a+ib — 0 ib

(& ee .

Repare o leitor que estamos também exigindo implicitamente que, na
nossa nova definicao de exponencial, quando o argumento for real, entao
a nova funcao deve coincidir com a exponencial usual.

Escrevendo as partes real e imaginéria: e = ¢(b) + is(b), vejamos
o que acarreta a equacao funcional
i(a+b) _

e ( zaezb

e

em termos das funcgoes c e s:

cla+b)+is(a+b) = (c(a) +is(a)) (c(b) +is(b)),

ou seja:

Mas nés conhecemos — desde muito tempo — um par de funcoes
que verificam as equagoes acima: c¢(z) = cos(z) e s(x) = sen(z). As
equacoes acima nada mais sao que as férmulas de adicao de arcos da
trigonometria!

Com isso podemos arriscar uma definicao de exponencial complexa:

(11) et = evcos(b) + ie“sen(b).

E claro que o leitor tem o direito de se perguntar se as férmulas
de adigao de arcos vao se traduzir na condicao de derivabilidade (10).
A resposta é muito simples: com a exponencial (11), construimos a
funcao

f(x) = (c1 + icy)elet®)

com z € R, onde ¢, € R. Entao
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f(z) = (c1 +icy)e™ (cos(bx) + isen(bx))
= c1e"cos(bx) — cae®sen(bx)
+ i (2™ cos(bx) + c1e*sen(br))

e, como as partes real e imagindria sdo derivaveis, temos que f(x)
¢ derivéavel e que (verifique!) f'(z) = (a + ib)f(z). Pondo f(z) =
u(z) + w(z), entao

t

u(z) = c1e®cos(bxr) — ceesen(bx)

v(z) = cpe™cos(bx) + cresen(bx)

com cy, co € R, sao solucoes reais do sistema:

u'(z) = au(z) — bu(x)

"(z) = bu(x) + av(x).

Podemos entao resumir a nossa discussao:

LEMA 3.2. Seja A = a+ib € C e consideremos a equagio f'(x) =

M (z). Entao as unicas solugoes dessa equagdo $ao:
f(z) = ke,
onde k € C.
Prova: Sé falta provar a unicidade. Seja ¢ (x) uma solu¢do qualquer
dessa equacdo, isto é: ¥'(z) = M(x). Considerando g(x) = (x)e
vemos que g(x) é derivavel e que, pelo lema 3.1
(@) = ¢ (x)e™™ +p(2)(=N)e™,

ou seja, ¢'(z) =0, de onde g(x) = k e o lema estd provado! O



CAP{TULO 3

Sistemas de Equacoes Diferenciais

Neste capitulo vamos estudar a resolucao do seguinte sistema de
equacoes diferenciais:

() = anx () + appxa(t) + -+ + a1z, ()
(12) 24 (t) = ag1x1(t) + agexa(t) + - - - + a2,xn(t)

2 () = a1 (t) + anoxo(t) + - -+ + A (t)

n

onde a;; sao numeros reais fixados e as incégnitas sao n funcoes

zj(t): R—R
que satisfazem (12). E conveniente escrever o sistema acima na forma
matricial, pondo X () = (1(t), ..., z,(t))" ¢ A = (a;):

(13) X'(t) = AX(t).

1. Sistemas diagonais

Se tivermos um sistema de equacoes do tipo

yé 0 QQ O . e O y2
. l=l0 0 - 0 0
Yn 00 0 0 ay] LY
com condigao inicial (y;(to), ..., yn(to)) = (k1, ..., k,) entdo cada linha

do sistema é independente das demais e podemos resolver sem proble-
mas:

(1) = kyets-10),
33
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Se no sistema X'(t) = AX(t) a matriz A for diagonalizavel, entao
existe uma base B do R" e uma matriz M = [I|g can tais que

D = Diag(ay, . ..,a,) = M TAM,

o que nos da esperancga de passar o vetor de incégnitas para a base
B, resolver o sistema na forma diagonal e voltar para a base canonica.
Pomos

Y (t) = []cans X(t) = M~ X (¢).

Entao,

Y'(t) = M'X'(t) = M AX(t) = M~YAMY (t)

ou seja, o sistema inicial

X'(t)=AX(t), X(ty) = Xo

se transforma no sistema (na base B)

Y(t) = DX(t), Y(to)="Yo
onde D = M~ 'AM e Yy = M~ 'X,.
Vejamos o seguinte exemplo. Consideramos o sistema:

X/(t) = AX(t), onde X (t) = (1(t), x2(t), 3(t))" e

1
A= 4
6

N W w

2
-1
—2
com a condigao inicial X (0) = (1,0, 3)".
O polindomio caracteristico de A é pa(\) = —A3 — 13X\2\ — 27, e suas
raizes sao A\; = 1, Ay = 3 e A3 = 9. Como essas raizes sao distintas, a
matriz A é diagonalizavel.

A base de R?, B = {(7,1,2),(3,3,-2),(1,1,2)} e a matriz:

7T 31
M = [I]B,Can =11 3 1
2 =2 2
sao tais que D = M~*AM onde
3 00
D={(0120
0 09
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A mudanca de coordenadas:
X(t) = MY(t)

resulta no sistema: Y’ = DY, ou seja,

Yy (t) = 3y (t)
Yo(t) = ya(t)
y3(t) = ys(t)

que sabemos resolver:

yi(t) = cre’
Yo (t) = coe
ys(t) = c3e’

com ¢y, co,c3 € R. A solugao geral do sistema dado é X(t) = MY (t)
onde X(t) = (x1(t), xo(t), z5(t)) €

11(t) = Tere® + 3epet + cze
1o(t) = c1e® + cpel + cze”

13(t) = c1e® — 2cpe! + 2c3e™

com cq, o, c3 € R. A solugao que satisfaz a condicao inicial é:

7 9

CL’l(t) — 8e3t get egt
1 3

l‘g(t) _ g6315 get 9t
1 3

x3(t) = 8e3t + Zet — 2%
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2. Sistemas semisimples

Consideremos agora um sistema do tipo (12) onde a matriz A =
(a;j) é uma matriz semisimples. Sabemos que existe uma matriz inver-
sivel P tal que S = P~'AP, onde S é uma matriz da forma

1

A _bt
bt Q¢
O sistema original X'(t) = AX(t) se transforma no sistema Y'(t) =

SY (t) por meio da mudanga de varidveis X () = PY(t), da seguinte
maneira:

X'(t)=AX(t) = S(PT'X(t)),
chamando de Y (t) = P71 X (t) vemos que
Y'(t) = PIX(1)

e assim temos o sistema Y'(t) = SY(t). Ora, os blocos 2 x 2 da matriz
S acima fornecerao sistemas bidimensionais do tipo

onde b # 0, cuja solugao, que foi vista no final do capitulo 2, é:

y1(t) = cre™cos(bt) — coe™sen(bt),
Yo (t) = coe™cos(bt) + cre™sen(bt),

com cq,c € R.
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Vejamos um exemplo em dimensao 5. Consideramos o sistema

X'(t) = AX(t) onde X (t) = (x1(t),...,z5(t))" e

1 2 -2 -8 4

2 2 0 =2 0

A= 0o -1 1 0 0
1 3 -2 -8 4

-7 -1 -2 5 -1

O polinomio caracteristico dessa matriz é

pa(A) = =A% 4+ 50 — 153 + 2507 — 24\ + 10

e verificamos facilmente que A = 1 é solugao. Nao ¢é dificil verificar
que essa € a unica solucao real. Isso significa que p4(A) é o produto de
(A — 1) por dois fatores de grau 2 irredutiveis sobre R. De fato

paA(A) = —(A = 1)(A? = 2X +2)(\* — 2\ +5),

e portanto as raizes sao: \y =1, o =144, A3 =1—14, \y =1+ 24,
As = 1 — 2i. Como as raizes sao distintas, o complexificado de A é
diagonalizavel sobre os complexos, ou seja, A define um operador real

semisimples. Sabemos que existe uma base de R® onde a matriz do
operador T: R® — R® definido por A via T'(v) = Av, é

100 00
0O 11 020
S=]10 -11 00
0O 00 1 2
0 00 =21

Em termos matriciais existe uma matriz inversivel P tal que S =
P~'AP. Achemos P. Encontramos uma base de C°®, como C-espaco
vetorial, formada por autovetores do complexificado do operador T
Avy = vy, Avy = (1 — )y, Avs = (1 + d)vg, Avy = (1 — 2i)vy,
AU5 = (1 + 2’i)1)5

(1,0,1,1,0), v =(0,1—4,—1—4,1,1)
vy = (0,1+4,—1+4,1,1), vg=(—1+4,0,0—1+71)
vs = (=1—14,0,0,—1 —i,1).

U1

Podemos entao encontrar a base B = {wy, wo, w3, wy, ws} de R® em
relacao a qual o operador 7' tem a forma matricial S:
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wy =v; = (1,0,1,1,0),

wy = Re(vz) = (0,1,—1,1,1),

ws = —Im(vs) = (0,—1,-1,0,0),
wy = Re(vs) = (—1,0,0,—1,1),
ws = —Im(vs) = (1,0,0,1,0).

Montamos agora a matriz de mudanca de base dessa nova base B
para a base canonica, Can, do R®:

1 0 0 -1 1

0 1 -1 0 0

P=[gcam=]1 -1 =1 0 0

1 1 0 -1 1

0 1 0 10

A inversa de P é:

-2 -1 1 20
—1 0 0 10
P'l'=lemps=| -1 -1 0 10
1 0 0 -1 1

4 1 -1 -3 1
Temos [T]5 = [I]cans[T)canlI]cans, ou seja: S = P7TAP. A mudanga
de coordenadas
X(t) = PY (1),

vai resultar no sistema Y’(t) = SY(¢), ou seja:

yi(t) = (?)

Yo (t) = ya(t) — y3(t)
ys(t) = y2(t) + ys(t)
Ya(t) = ya(t) — 2ys(t)
Y5 (t) = 2ya(t) + ys(t)

Note-se que a primeira equagao ¢ independente das demais, a se-
gunda e a terceira equagoes formam um subsistema independente, e as
duas udltimas também. Sabemos como resolvé-los:
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Yo (t) = coe’cos(t) — cze'sen(t),

)

) (

) = cze'cos(t) + coelsen(t),
) (2t) — cse’sen(2t),
) = cse'cos(2t) + cye’sen(2t),

com cq, ¢, C3 ¢4, 5 € R. A solucao geral do sistema original é dada por
X(t) = PY (), ou seja,

ey + ca(sen(2t) — cos(2t)) + cs(sen(2t) + cos(2t))],
e'[ca(cos(t) — sen(t)) — cs(sen(t) + cos(t))],

)=¢l

)=¢]

) = e'ler — ea(cos(t) + sen(t)) + cs(sen(t) — cos(t))],
) =€ (

) =€

Ilt
a2(t

(
(
x3(t
(
(

8

e'[er + cacos(t) — czsen(t) + ca(sen(2t) — cos(2t)) + c5(cos(2t) — sen(2t))],

t

Ya(t
ys(t cacos(t) — cgsen(t) + cycos(2t) — cssen(2t)],
com ¢, Ca, 3¢y, C5 € R.

EXERciciO 2.1. Resolva o sistema X' = AX, onde A € a mesma
matriz acima, com a condi¢ao inicial X (0) = (1,1,0,1,0)".

Vejamos mais um exemplo em dimensao 5. Consideramos o sistema

X'(t) = AX(t) onde X (t) = (x1(¢),...,z5(t))" e

1 00 00

1 01 00

A= 2 =22 00
-1 00 11

0 00 -1 1

Vimos no pardgrafo 3. do capitulo 1 que a matriz A é semisimples
e que a matriz:

o

cCoR~O
|

o =

o~ ocooo

>

I
_ O O = =
_ o O OO
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é tal que S = P~1AP onde

10 00 O
01 -1 0 O
S=101 10 O
00 01 -1
o0 01 1
A mudanga de coordenadas
X(t) = PY (1),

vai resultar no sistema Y’ = SY, ou seja:

() = u(t)

Yo(t) = ya(t) — ys(t)
y3(t) = ya(t) + ys(t)
Ya(t) = ya(t) — ys(t)
Ys(t) = ya(t) + ys(t)

Note-se que a primeira equacao é independente das demais, a se-
gunda e a terceira equacoes formam um subsistema independente. Sa-
bemos como resolve-los:

ys(t) = cselcos(t) + cae’sen(t).

com c1, Cg, €3 C4, 5 € R. A solucao geral do sistema original é dada por
X(t) = PY().

EXERcicIO 2.2. Resolva o sistema X' = AX, onde A €é a mesma
matriz acima, com a condi¢do inicial X (0) = (1,1,1,1,1)"

3. Sistemas Dinamicos Discretos

A conhecida sequéncia {z,} de Fibonacci:

1, 1, 2, 3, 5, 8 13, 21,...
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obedece a seguinte equacao de recorréncia:

Tp+1 = Tp +xp_1,

onde n > 1 e xy = 2y = 1. Vamos usar a teoria das formas canonicas
de operadores para mostrar que vale a férmula:

<1+\/5>n+1 _ <1_\/5)n+1
2 2

V5

Observamos inicialmente que se fizermos a mudanga de varidveis
Yn = T,_1 Obteremos o sistema:

Ty =

Tn4+1 = T + Yn

Yn+1 = T

onde temos a condicao inicial: x; = y; = 1. Matricialmente temos

()=o) ().

de modo que se introduzirmos o operador 7': R? — R? dado por

T(z,y) = (v +y,z),

cuja matriz na base candnica é a matriz acima, o sistema pode ser
reescrito como

(anrla yn+1> = T(xna yn)
Comegando em (1,1), vamos aplicando T" sucessivamente, de modo que

(In,yn) = (ToTo---oT)(l,l),

N /
R

(n—1)vezes

Matricialmente temos

()-(o) ()

Assim, para compreender a trajetéria do ponto (1, 1) sob a agao do
operador T', precisamos calcular as poténcias, A™, da matriz A. Vamos
fazer algumas observacoes gerais: suponhamos que A é uma matriz de
ordem n. Se M é uma matriz inversivel tal que B = M~tAM entao
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B™ = (M*AM)(M*AM)---(M~*AM)
= M TAMM HAMM HAM --- M YAMM Y)YAM
= M'A™M,

ou seja, se B = M~"YAM entdao A™ = MB™M~'. No caso em que A é
diagonalizavel existe M inversivel tal que

B = M"1'AM = Diag(\i, ..., \),
e assim, A™ = M Diag(\7", ..., \™") M~
Para o sistema de Fibonacci acima, o polinomio caracteristico da

matriz
11
a=(10)

é: pa(A) = (1 = X)(=X) —1= X -\ —1, cujas raizes sio

145 N
2 S

Como essas raizes sao reais e distintas, A é diagonalizavel. Vamos achar
a base {vy,v2} do R?, formada por autovetores de A.

)\1:

E facil verificar que o autoespago de \; é gerado por (A1,1), e o
autoespaco de Ay é gerado por (g, 1). Assim,

B = {Ul = ()\1, 1), Vg = ()\2, 1)}
Definindo o operador T: R?> — R? por T'(v) = Av, temos que na
base canonica, Can, do R? a matriz de T' é a prépria A e na base B a
matriz de T' é Diag(A1, A2), ou seja

Diag(/\l, )\2> = [I]Can,BA[]]B,C'Cm‘
Se pusermos

Al A
M = [I]B,Can: ( i i)

entao

1 1 =X
Mil =7 an,B — 2
[ ]C B )\1 — )\2 ( _]- /\1 > ’

de modo que para todo natural m > 1
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L 1\" 1 A A AP0 1 =X
10 D VD Y | 0 Ay -1 X

NP VaEED Vo J R P
A% % ) (5 )

B i )\7171+1 _ )\;n-i-l _)\71n+1)\2 + )\;n-i-l)\l
RV < ATV = AG —AT" A2 + A A >

e, em particular,

za ) 1 AT — AT “ATAg 4 AZA 1
Yn N \/5 )\?71 — )\371 —)\?71)\2 + )\1)\72171 1

e portanto

AT — AL — M 4 A D
\/5 )

de onde tiramos, lembrando que A; + Xy =1,

Ty =

AT =) = A (1 — Ay
Ty =
NG
/\?—&-1 _ /\g-ﬁ-l
V5
<1+V3>n+1__<1—vg>n+l
2
V5
que ¢é a férmula que queriamos demonstrar.

A sequéncia de Fibonacci {x,} possui uma propriedade muito inte-
ressante: a sequéncia

Tn In

Tn—1 Yn
dos quocientes sucessivos, é¢ uma sequéncia convergente para A;. Veja-
mos alguns valores

1 2 3 5 8
1 ) 1 ) 2 757 3 6667 5 6
13 21 34 95
3 625, 3 615, 71 ,619, 3 617
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Para entendermos bem o que esta ocorrendo, come¢amos com uma
observagao muito simples: se ao invés da condicao inicial (1, 1) comegas-
semos com v; (j = 1,2) ent@o a nova sequéncia (z,, y,) seria:

2 3
vy, )\j’Uj, )\jUj, )\jvj,....

Como

A = 1.6180..., Ay = —0.6180...

ou seja, |[A\| > 1 e [A] < 1, o autoespaco V(A1) = [v1] é repulsor,
no sentido de que qualquer condicao inicial nao nula que esteja em
V(A1) tende a se afastar da origem, indo para infinito; o autoespago
V(A2) = [vs] é atrator, pois o sistema tende para a origem, quando a
condigao inicial estd em V' (Az). Como {v1, v2} é base do R?, a condigao
inicial (1,1) se decompde em vy + Sy, de modo que

('rn: yn) = aA;l_lUl + ﬁAg_IU%

e, como Ay~ ' tende & zero quando n tende & infinito, o ponto (z,,y,)
vai ficando cada vez mais préximo da reta [v1], que tem por equacao
y = (1/A1)z. Assim, z,/y, vai se aproximando cada vez mais de ;.

Isso significa que a sequéncia de Fibonacci {z,} vai se tornando
cada vez mais parecida com uma progressao geométrica de razao A; (o
ntimero dureo!), quando n vai crescendo.

Podemos tratar da mesma maneira equacgoes de recorréncia mais
gerais:

z(n+1)=byx(n)+bx(n—1)+ -+ bpx(n — k),

onde z(n) é um ndmero real, by,..., b, sdo constantes, e é dada a
condigao inicial: g = ag, ...,z = ax. A mudanca de variaveis fica:
yi(n) = z(n),
ya(n) = x(n —1),
ys(n) = x(n — 2),

Yr+1(n) = x(n — k)

e o sistema discreto associado:
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Yk+1 (n + 1) = yk(n)

OBSERVACQAO. 3.1. No caso de um sistema X, .1 = AX,, onde A

¢ uma matriz de ordem k com coeficientes reais e X, = (x},... %)t
se A for diagonalizavel com autovalores A1, ..., \,, entdo, como 0s au-

tovalores sao reais, podemos dividi-los em grupos:

Ao ={N [N <1}
A= (Nl 1)
A={)\ )\ =1}

A =1{N A =-1)

Se E, € o subespaco gerado por autovetores associados aos autova-
lores de A, entdo E, € o subespaco atrator do sistema, no sentido de
que toda condi¢do inicial em E, tende ao vetor nulo de R*. Se E, ¢
o subespaco gerado por autovetores associados aos autovalores de A,
entao E, € o subespaco repulsor do sistema, no sentido de que toda
condi¢ao inicial em E, tende ao infinito em norma.

Denotando por Ey o subespaco gerado por autovetores associados
aos autovalores de A1, temos que todo ponto de E; fica fixo. Denotando
por E_1 o subespaco gerado por autovetores associados aos autovalores
de A_1 temos que se u € E_1, € a condi¢ao inicial do sistema, entdo
sua trajetoria sob o sistema acima serd: u,—u,u,—1u,..., ou Seja, o0
sistema ficard oscilando.

O que acontece se A nao for diagonalizavel? Responderemos essa
pergunta pelo menos no caso em que A é semisimples. Basta observar
que se B ¢é a forma canonica semisimples entao B ¢é diagonal por blocos,

B = Dz'ag()\l, ce 7)\7°7317 cee ,Bs),
onde \; € R e
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e portanto (prove como exercicio!) temos

B™ = Diag(AT",..., X", B\", ..., B").
Assim, para entender o sistema X, = AX,_; basta entender o
sistema bidimensional

Tp4+1 = ATy — byn
Ynt1 = bx, + ay,.

Se escrevermos o ponto (a,b) em coordenadas polares

a = rcos(0), b = rsen(0),
onde r = va? + b2 e 0 < 0 < 27 a matriz desse sistema fica:

5o, [cos(0) —sen(o) ] |

| sen(f)  cos(0)

de onde, como ja provamos no capitulo 1,

B™ =™

[ cos(m@) —sen(md)
sen(mf)  cos(mb)

e aplicar B™ a uma condigao inicial (z,y) corresponde a multiplicar o
numero complexo = + iy pelo nimero complexo (a + ib)™. Assim, se
la + ib] < 1, o sistema tende a zero, espiralando em torno da origem.
Se |a + ib| > 1 o sistema vai espiralando para infinito. Se |a + ib| = 1
temos duas possibilidades: 1) A = a + ib é uma raiz da unidade, ou
seja, \¥ = 1 para algum k natural. Nesse caso o sistema vai produzir
uma Orbita periédica de periodo k, qualquer que seja a condicao inicial
nao nula e 2) A = a + ib ndo é uma raiz da unidade e a dérbita serd
densa na circunferéncia cuja raio é a norma da condicao inicial.

4. Matrizes Estocasticas

Consideremos a seguinte (hipotética) situagao de migragao entre as
regioes nordeste, sul e sudeste: anualmente 10% e 20% da populacao
do nordeste migram, respectivamente, para o sul e para o sudeste; 5%
e 10% da populacao do sudeste migram, respectivamente, para o sul
e para o nordeste. E também, 6% e 2% da populacao do sul migram,
respectivamente, para o sudeste e para o nordeste. Se essas taxas mi-
gratérias se mantiverem assim ao longo dos anos, o que acontecera com
as populagoes das trés regioes? Podemos prever o desaparecimento do
Nordeste? Existira algum comportamento periédico?
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Vamos denotar por x(k), y(k) e z(k), respectivamente, as popu-
lacoes do nordeste, do sudeste e do sul, no ano £ > 0. Entao as
populagoes no ano k£ + 1 dependem das populagoes no ano k segundo
o sistema:

ok + 1) = 0.72(k) + 0.10y(k) + 0.02z(k)
y(k+1) = 0.20z(k) + 0.85y(k) + 0.062(k)
2(k + 1) = 0.102(k) + 0.05y(k) + 0.922(k)

Se denotarmos por p(k + 1) o vetor (z(k+1),y(k+1),2(k+1))" e
por T" a matriz do sistema,

0.7 0.10 0.02
T=1 020 085 0.06 |,
0.10 0.05 0.92

o sistema acima se escreve simplesmente como p(k + 1) = Tp(k), e,
claramente

p(n) = T"p(0).
O polinomio caracteristico de T" é

pr(A) = =A% +2.47)\% — 1.996 + 0.526,

e suas raizes sao: A\; = 1, Ay = 0.8542 e A3 = 0.6157. Como as raizes
sao reais e distintas, T' é diagonalizavel, e os autoespacos de T' sao

V(A1) = [(0.26,0.63,0.72)]
V(A2) = [(—0.25,—0.54,0.79)]
V(As) = [(—0.77,0.61,0.15)]

Assim, R? = V(\;) & V(\2) ® V(A3) e podemos escrever a matriz de
mudanca de bases:

026 —0.25 —0.77
M=1063 —054 0.61
0.72  0.79 0.15

Temos T'= M DM, onde

1 0 0
D =10 0.8542 0
0 0 0.6157
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e, portanto, 7" = MD"M~!. Como queremos descobrir o comporta-
mento a longo prazo (supondo que as taxas migratérias nao se alteram),
podemos escrever:

—~

p(co0) = lim T"p(0) = lim (M D" M~ ")p(0)

= M(lim D™)M~'p(0)
100

=M |0 0 0] M 'p(0)
000

0.16 0.16 0.16\ [z(0)
= 1039 039 0.39] [ y(0)
0.45 0.45 0.45) \z(0)

Como interpretar o resultado? Se N denotar a soma das trés populacoes
no ano inicial £ = 0, entao a populacao do nordeste sera 16% de N, a
do sudeste serd 39% de N e a do sul serd 45% de N.

Observagoes: 1) O leitor atento deve ter percebido que a soma das
trés populacoes é constante; as Uinicas variagoes populacionais se devem
as migragoes.

2) A matriz T" do sistema é uma matriz cujas entradas sdo nao negativas
e a soma dos elementos de cada coluna é 1. Uma matriz com essas duas
propriedades é chamada uma matriz estocastica.

3) Se A é uma matriz estocdstica, entdo A = 1 é um autovalor de M.
De fato, como cada coluna tem soma unitdria, o vetor u = (1, 1,..., 1)
verifica Afu = u. Ou seja, 1 é autovalor de A, e, portanto, de A.



CAPITULO 4

Exercicios

1. Usando a formula de Moivre calcule:

(a) (1 + 4)2006
(b) (cos(w/3) + isen(r/3))>>

2. Calcule e*t™ =™ 3+,

3. Determine todos os ntiimeros complexos z com |z| = 1 tais que
2?2 + (1 + 1)z seja puramente imaginério.

4. Seja a = r(cosf +isen) um nimero complexo nao nulo. Mostre
que os nimeros

0+ 2k . 0+ 2k
2= T cos(—ﬂ) + zsen(—w)
n n
para k =0,1,2,...,(n — 1), s@o os tinicos nimeros complexos tais

que z; = a.
5. Sera verdade que

(eaeri) /2 _ platbi)/29

6. Determine as raizes n-ésimas da unidade, isto é, os complexos z
tais que 2" = 1.

7. Seja ( = cos(2n/n) + isen(2w/n), onde n > 1 é um natural
fixado.

(a) Mostre que {1,(,¢%,...,¢" '} é o conjunto de todas as raizes
n-ésimas da unidade.

(b) Mostre que 1 +(+(*+ -+ ¢ 1 =0.

8. Descreva geometricamente o conjunto de todos os nimeros com-
plexos z tais que

|Z’ < 1- Re(z),
49
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onde Re(z) denota a parte real de z.

9. Ache as solugoes (na forma a + bi) das seguintes equagoes:
(a) 2?2 +ix+1=0
(b) zt+22+1=0

10. Seja P: C — C o operador linear tal que

[P]Can:[\}g _1/5]7

onde Can = {1,1}.

(a) Ache uma expressao para P(z).

(b) Interprete geometricamente a agao de P.

(c) Calcule P(%) onde P™ denota a composta de P com P
n vezes, P" = PoPo---0P.

n VEZES

11. Decida se as seguintes afirmacoes sao verdadeiras ou falsas.
(a) Se T : R® — R? ¢ um operador linear cujo polinémio caracte-
ristico tem raizes nao reais entao 1" é semisimples.

(b) O operador linear T : R* — R? cuja matriz na base canonica

de R? ¢
21
0 2

¢ um operador semisimples.
(c) O conjunto {a +bi € C : ¢*** =4} é um conjunto finito.

12. Considere o operador T : R* — R? cuja matriz na base
canonica ¢é

-1 -2 —4
A= 0o 1 2
0 -1 -1

(a) Mostre que o operador T' é semisimples.

(b) Ache uma base B do R? na qual a matriz de T esteja na forma
semisimples.

(c) Exiba [T]s e ache uma matriz N tal que NAN~! = [T]p.

(d) Calcule A2
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13. Considere o operador linear 7' : R® — R’ cuja matriz na base
canonica é:

[T] can —

oo O
OO = OO
_o O O O
S oo~ O
o= O OO

0

e cujo polinomio caracteristico é
pr(N) = —(1+ )1+ A\ —1)°

(a) Mostre que 7' é um operador semisimples.

(b) Ache uma base B do R? tal que [Tz esteja na forma semisim-
ples.

(c) Exiba uma matriz M tal que [Tz = M T]can M.

(d) Calcule [T]209,

can

14. Considere o operador T : R* — R* cuja matriz na base
canonica é

00 1 0
21 0 -1
A:—1000
2 2 -2 1

e cujo polindomio caracteristico é pp(\) = (A% + 1)2.

(a) Mostre que o operador T' é semisimples.

(b) Ache uma base B do R? na qual a matriz de T esteja na forma
semisimples e exiba [T]z.

(c) Calcule A5,

15. Determine os valores de a € R para os quais o operador linear
T : R?® — R? cuja matriz na base canonica é

1 01
A= 010
-1 1 a

¢é diagonalizavel; é semisimples.

16. Resolva o sistema de equacoes diferenciais:

zh(t) = —x1(t) + da2(t)

satisfazendo as condigdes iniciais x1(0) = 2 e 25(0) = 2.
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17. Resolva o sistema de equacgoes diferenciais:

7y(t) = —a2(t)
xh(t) = 13z (t) + 4ao(t)

satisfazendo as condigdes iniciais x1(0) = 1 e 25(0) = 1.
18. Exiba todas as funcgoes z; : R — R j =1, 2,3 que verificam o
sistema: (Ache a solugao geral do sistema:)

zh () = 3z1(t) + 2x2(t) + 3(¢)

() = 2o(t) + 75(1)
w3(t) = —xo(t) + 23(t)

19. Resolva o sistema X'(t) = AX(t), onde

1 00 00

1 01 0O

A= 2 =22 00
-1 00 11

0 00 -1 1

sabendo que pa(t) = —(t — 1)(t* — 2t + 2)%

20. Considere o operador linear 7: R* — R* cuja matriz na base
canonica é:

1 0 00
01 -2 0
Tlean =11 5 1 ¢
00 0 3
(a) Dé a expressao de T¢(z1, ..., 24), onde T é o complexificado de

(b) Mostre que T' é um operador semisimples.

(c) Exiba uma base B do R* onde [T esteja na forma semisimples.
(d) Exiba uma matriz M tal que [Tz = M[T]cen M.

(e) Resolva o sistema X' = [T]can X com X(0) = (1,1,1,1)%
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21. Considere o operador linear 7: R?> — R3 cuja matriz na base
canonica é:

00 15
Team=|1 0 —17
01 7

a) Mostre que T é um operador semisimples.

b) Exiba uma base B do R? onde [T] esteja na forma semisimples.
d) Exiba uma matriz M tal que [T]z = M[T)|can M~ .

e) Resolva o sistema X' = [T]¢an X com X (0) = (1,1,1)".

22. Considere o operador linear 7: R® — R3 cuja matriz na base
canonica é:

10 1
Tlcan=10 0 =2
01 0

(a) Mostre que 7' é um operador semisimples.

(b) Exiba uma base B do R? onde [T']5 esteja na forma semisimples.
(c) Exiba uma matriz M tal que [T]g = M[T)|can M~ .

(d) Resolva o sistema X' = [T]canX com X (0) = (1,1,1)".

23. Dé um exemplo de um operador T: R® — R? que nao ¢é
semisimples.

24. Existe algum exemplo de operador 7: R®* — R? que nao seja
semisimples e pr(A) tenha raizes nao reais?

25. Dé um exemplo de um operador T: R* — R* que nao seja
semisimples e tal que pr(\) ndo possua nenhuma raiz real.

26. Resolva a equagao diferencial complexa z'(t) = (1 + i)z(t),
com z(0) = 7. Ache todas as solugoes do sistema de equagoes reais:

u'(t) = u(t) —v(t)
V'(t) = u(t) + v(t)
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27. Resolva o sistema de equagoes diferenciais:

x5 (t) = x1(t) + 2x2(t)

com condigao inicial z1(0) =1 e z2(0) = 2.
28. Resolva o sistema de equagoes diferenciais:

0 0
2 -3 | X(1),
32

onde X (t) = (x1(t), x2(t), x3(t))", com a condigao inicial
X(0) = (10,1, 1)".

1
X't)y=10
1

29. Um sistema fisico pode ser descrito pelo seguinte sistema de
equacoes diferenciais:

10 1
X't)y=|10 e =2 |X(1),
01 0

onde X (t) = (x1(t), x2(t), x3(t))", onde € é um parametro real.

(a) Como se comportam as solucoes quando & < —21/2? Mostre
que existe um plano m do R? tal que se X(0) € 7 as solugoes do
sistema tendem a zero quando t tende a infinito.

(b) Quando € = /8 o sistema é diagonalizével?

(¢) Encontre as solucoes do sistema para & = /8.

(d) Como sdo as solucdes quando —v/8 < ¢ < 07 Existe algum
plano 7 como no item (a)?

(e) Ache as solugdes para ¢ = 0.

(f) Ache as solugoes para 0 < £ < /8.

(2) Ache as solucdes para € > /8.

30. Considere o sistema dinamico discreto

z1(n+1) = =3x1(n) — 2x2(n)
xo(n + 1) = bxy(n) + 3x2(n)
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(a) Encontre a solugao geral, X (n) = (z1(n), x2(n))" em funcao da
condigao inicial X (0) = (a,b)".

(b) Se X(0) = (1,1) entao X(1) = (-5,8), X(2) = (-1,-1),
X(3) = (5,-8) e X(4) = (1,1), de modo que a trajetéria é pe-
riddica. O que ocorre com uma condicao inicial qualquer

X(0) = (a,b)?

31. [Ecole Polytechnique| Considere a matriz

A=

oSO
O = DN
_ N W

(a) A é diagonalizavel?
(b) Calcule A™ para todo natural n > 1.
(c) Calcule A™ para n € Z.

1. SolugoGes e/ou sugestoes dos exercicios anteriores
1. (14 14)%%6 = 21003; " (cos(7/3) + isen(m/3))315 = —1
2. M= % e = —j, 3T = e3(cosl + isenl).
_ _ 1 1,
3. z=iouz=%(z5+ i)
5. Faca as contas com a + bi = —7i e veja o que acontece.

8. Se z = x + iy , a pardbola 2z = 1 — y? divide o plano complexo
em duas componentes. A solucao é a componente que contém z = 0,
incluindo a paréabola.

10. P(z) = (1 +iv3)z, PY0%(2) = —299(1 4 i/3)z.

11. (a)verdadeira, (b)falsa, (c)falsa.

12. Autovalores de T¢: —1,7,—i. Autovetores correspondentes:
(1,0,0), (24, —1—1i,1), (—2i,—1+4,1).B = {(1,0,0), (0, —1,1),(=2,1,0)}.
-1 0 0 -1 -2 —4
T = 00 =1 1|, N=/Ucawmp= o 1 21,

01 0 0 -1 -1
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1 0 0
T)g?=10 -1 0|, A =N T]y*N.
0 0 —1
13. Autovalores de T°: 1 i,—1,—1 Autovetores correspondentes:
(1,0,0,0,0),(0,1,1,1,1),(0,—-1,4,—4,1),(0,—1, —4,4,1)(0,1,—1,1,1).
B =1{(1,0,0,0,0),(0,1,1,1,1), (0 1,0,0,1),(0,0,—1,1,0)(0,1,—1,1,1)}.
100 0 O 10 0 0 0
010 0 O 01 -1 0 1
Tlz=|{000 -1 0|, M=[Ugen=|01 0 -1 —11,
001 0 O o1 0 1 1
000 0 -1 01 1 0 1
10 0 00
01 0 00
[TE* =100 -1 0 0|, [T]En’ =M '[T]F*M.
00 0 -10
00 0 01

14. Autovalores de T°: 7, —i, ambos com mutiplicidade algébrica

2. V(i) =[(0,1414,0,2),(—i,1—4,1,0)].
B ={(0,1,0,2),(0,—1,0,0),(0,1,1,0),(1,1,0,0)}
0 -1 0 0
_ 1 00 0 500 __
Tls=1|4 oo 1| A°=1d
0 01 0

15. Sea > 3 oua < —1, T é diagonalizavel. Se —1 < a < 3, T

é semisimples. Se a = —1 ou a = 3, T nao é diagonalizavel nem é
semisimples.

16. z1(t) = e¥(2cos2t + 4sen2t)  xy(t) = 2e3cos2t.

17. z1(t) = e*(cos3t — sen3t) x(t) = e*(cos3t + Hsen3t).

18. z1(t) = ke® — e'((4eq + 3ca)cost + (3¢1 — 4eg)sent),
zo(t) = —5el(cacost + cysent), x3(t) = bet(cicost — casent).

19. x1(t) = ke,

za(t) = e'(k + (c1 4 c3 + c4)cost + (ca + ¢4 + c3)sent),
x3(t) = €'(czcost — cysent),

x4(t) = €'(cacost + cysent),
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z5(t) = e'(k + cicost — casent).

20 TC(Zl, 294523, 24) = (Zl, zZ9 — 22’37 Z1 —f- 22’2 —f- zZ3, 324)

Autovalores de T 1,1+ 2i,1 — 2i e 3.
Autovetores correspondentes: (—2,1,0,0), (0,—¢,1,0),(0,4,1,0),(0,0,0,1).
B={(-2,1,0,0),(0,0,1,0),(0,1,0,0),(0,0,0,1)},
0 00
1 -2 0
2 1 0|’
0 0 3
+ (5 + 2cos2t + sen2t),
t

M = [I]Can,B-

r1(t) =€, xo(t) = 5
x3(t) = e'(cos2t — —sen2 ), x4 = e

21. pr(\) = =A3 +7A? — 17\ + 15. Autovalores de T 2 +14,2 —
i,3. Autovetores correspondentes: (6 + 3i,—5 — i,1), (6 — 3i,—5 +
i,1), (5, —4,1).

22. pr(A) = =A% 4+ X2 — 2\ + 2. Autovalores de T 1, —iv/2,iv/2.
Autovetores correspondentes: (1,0,0), (—1/3+iv/2/3, —iv/2,1), (—=1/3—

26. z(t) = e'(—sent + icost),
u(t) = e'(cicost — casent), v(t) = e'(cacost + casent).

27. x1(t) = e'(cost — 4sent), xo(t) = €'(2cost + 3sent).

28. z1(t) = 10e', z4(t) = —3e' + €**(4cos3t — 2sent),
x3(t) = —et + e*(2c0s3t + 4sendt).

31. Depois que os métodos habituais falharem, observe que A =
I + N onde I é a matriz identidade e N® = 0. Observe também que
IN = NI. Para o item final note que

(I+N)YI—-N+N*)=I-N*=1I



