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capituLo 1

~ N

Introducao a Teoria de Erros e Estabilidade

V)

1.1 Representacido de Nimeros

Exemplo 1. Calcule a drea de uma circunferéncia de raio igual a 100 m.

Resultados Obtidos:
1. A= 31400 m?;
2. A=31416 m?;

3. A=31415.92654 m?.

Como justificar as diferencas entre os resultados apresentados no exemplo 17 E possivel obter exatamente esta
area?

Os erros ocorridos dependem da representacdo do nimero (neste caso, do niimero 7) na mdquina utilizada® e
do niimero maximo de digitos usados na sua representacao.

O ndmero , por exemplo, ndo pode ser representado através de um ndmero finito de digitos decimais. No
exemplo 1, o nimero 7 foi escrito como 3.14, 3.1416 e 3.141592654 respectivamente. Para cada representao
foi obtido um resultado diferente, e o erro neste caso depende exclusivamente da aproximacdo escolhida para .
Qualquer que seja a circunferéncia, a sua drea nunca serd obtida exatamente de forma numrical!

Logo, qualquer cdlculo que envolva niimeros que nao podem ser representados através de um ndmero finito de

digitos nao fornecerd como resultado um valor exato.

1.2 Aritmética de Ponto Flutuante

Um computador ou calculadora representa um nimero real no sistema denominado aritmética de ponto flutu-
ante. Ou seja, um nimero pode ser representado com ponto fixo, por exemplo, 12.34 ou com ponto flutuante
0.1234 x 102, Assim, o nlimero r seré representado na forma:

:|:0.d1d2d3 L dt x 10°¢

onde:

ICalculadora ou computador.
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e di,paraj=1,23,... t, s3o os digitos da parte fracionaria, tais que 0 < d; <9 e d; # 0;

e t € 0 nlimero de digitos na mantissa;

e ¢ é um expoente inteiro.
Exemplo 2. Sejam trés digitos na mantissa (t = 3) e um expoente e € [-5, 5].

Os ntimeros serdo representados na seguinte forma nesse sistema:

0.didrds x 10°, 0 < d <9, #0, e€[-575].

O menor nidmero serd m = 0.100 x 107° = 107°, e o maior nimero, M = 0.999 x 10% = 99900, ambos em

valor absoluto.

Considere o conjunto dos niimeros reais R e o seguinte conjunto:
G={xeR/m<|x| <M}

Dado um ndmero real x, trés situacoes poderao ocorrer:

Caso (1) x € G:

por exemplo: x = 235.89 = 0.23589 x 103. Se nesta maquina houver precisio de trés digitos significativos
na mantissa, entdo x serd representado por 0.235 x 10° ou por 0.236 x 103;

Caso (2) |x| < m:
por exemplo: x = 0.345 x 1077 e e € [-5,00). Neste caso, a mdquina acusa a ocorréncia de underflow e

geralmente ajusta para zero.

Caso (3) |x| > M:
por exemplo: x = 0.875 x 10° e e € (—o0, 5]. Neste caso, a mdquina acusa a ocorréncia de overflow e leva

a falhas na computacao.

1.3 Erros

O formato de um nlimero em aritmética de ponto flutuante limita a mantissa em k digitos decimais. Existem
duas maneiras de obter essa limitacao. Um método, chamado de truncamento, consiste em simplesmente cortar
os digitos dx+1dk+o .. ..

O outro método, chamado de arredondamento trunca a mantissa em k digitos (como no caso acima), porém

duas situacoes podem ocorrer:
1. Sedyy1 25, di =de + 1;
2. Se dxy1 <5, dx = dk.
Exemplo 3. Podemos escrever o niimero w na forma de aritmética de ponto flutuante com 5 digitos usando:
1. O método de Truncamento: m = 0.31415 x 10;
2. O método de Arredondamento: m = 0.31416 x 10!.

Estes dois processos geram erros nos cdlculos numéricos e sao conhecidos como erros de truncamento e erros

de arredondamento, respectivamente.

L. A. P. Cantao 4
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Erros Absolutos e Relativos

O erro absoluto € a diferenca entre o valor exato de um niimero x e seu valor aproximado X:
EA, =|x —X|.

Em geral, apenas o valor X é conhecido, e neste caso, é impossivel obter o valor exato do erro absoluto. O que
se faz é obter um limitante superior ou uma estimativa para o mdédulo do erro absoluto.
O erro relativo é definido como o erro absoluto dividido pelo valor aproximado:

_EA.  |x—X]|
x| x|

ER, X % 0.

1.4 Exercicios

1. Calcule o erro absoluto e o erro relativo nas aproximacoes de p e p:

(@) p=7, p=22/7; (EA=0.001264 ¢ ER = 4.025 x 107%)

(b) p=m, p=3.1416; (EA=7.346x 107%e ER =2.338 x 107°)
(c) p=e,p=2718;, (EA=2818x10*%e ER=1.037 x 10°%)
(d) p=e'® p=22000; (EA=1454x10e ER=1.05x 1072)
(e) p=8! p=239900; (EA=420e ER =1.042x 1072)

(f) p=+v2,p=1414;, (EA=2136x10"%e 1.51 x 107%)

(9) p=9, p=18m(9/e)°. (EA=3.343 x 10% € 9.213 x 1073)

2. O ndmero e pode ser definido pore = >_72 (1/n!), onde n! = n-(n—1)---2-1paran##0e 0! = 1. Calcule
o erro absoluto e o erro relativo nas seguintes aproximacoes de e:

> 1
(a) Zﬁ;

n=0

10

() Y
n=0

. X COSX —senx
3. Se_]a f(X) = m

(a) Encontre o limy_o f(x). (—2)
(b) Utilize aritmética com arredondamento para valores de quatro digitos para calcular £(0.1). (—1.941)
(c) O valor real é f(0.1) = —1.99899998. Encontre o erro absoluto e relativo para o valor encontrado no
item anterior.
4. Efetue os somatdrios seguintes em uma calculadora € em um computador:

30000

S= 2{: Xi
i=1

(a) para x; = 0.5;
(b) para x; =0.11.
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5. Os primeiros trés termos termos diferentes de zeros da série de MacLaurin para a funcdo arcotangente sao
x—(1/3)x3+(1/5)x°. Calcule o erro absoluto e o erro relativo para as seguintes aproximacdes de 7 utilizando
o polinémio em lugar da funcao arcotangente:

1 1
(a) 4 [arctan <2) + arctan <3)] (Aprox. 3.14557613, EA=3.983 x 1073 e ER = 1.268 x 1073)

1 1
(b) 16arctan <5) — 4 arctan (239) (Aprox. 3.14162103, EA=2.838 x 107° e ER = 9.032 x 1079)

6. Use a aritmética com nimeros de trés digitos para executar os cdlculos a seguir. Calcule os erros absolutos
e relativos comparando-0s com o valor exato determinado com pelo menos cinco digitos.

(a) 133 +0.921  (Aprox. 134, FA=0.079e FR =59 x 107*)
(b) 133 -0.499  (Aprox. 133, EA=10.499 ¢ ER = 3.77 x 1073)
(c) (121 -0.327) — 119  (Aprox. 2.00, EA=0.327 e ER = 0.195)

(d) (121 —119) —0.327  (Aprox. 1.67, EA=0.003 e ER = 1.79 x 1073)

13_ 6
7

(e) ;‘ﬁ (Aprox. 1.80, EA = 0.154 ¢ ER = 0.0786)
3
(f) —10m+6e——  (Aprox. —15.1, EA=0.0546 ¢ ER = 3.6 x 107)
2 9
(9) (9) : <7> (Aprox. 0.286, EA=2.86 x 107* ¢ ER = 1073)
22

2
(hy —— (Aprox. 0.00, EA=0.0215 e ER = 1.00)
7

7. A férmula quadratica estabelece que as raizes da equacdo ax® 4+ bx + ¢ = 0, quando a # 0, s3o:

—b+vb? —4dac . —b—+vb? —4dac
= Xp = —— .
! 2a 2 2a
Considere a equacdo x2 + 62.1x + 1 = 0, cujas raizes s3o aproximadamente x; = —0.01610723 e x» =

—62.0839.

Célcule a equacao acima utilizando arredondamento para quatro digitos e posteriormente avalie o erro abso-

luto e relativo para cada raiz.

8. Utilize a aritmética com arredondamento para quatro digitos e as férmulas do exercicio acima para encontar
os valores aproximados mais precisos para as raizes das equacOes quadraticas a seguir. Calcule os erros
absolutos e relativos.

(a) %x2 - %x

(b) 3x*°+x—-1=0

(c) 1.002x%2 — 11.01x + 0.01265 = 0

(d) 1.002x° 4 11.01x + 0.01265 = 0

+i=0
= =

Questio X1 EA ER X2 EA ER
7 —0.02 2.4x107" —62.1 32x107*
8 (a) 92.26 0.1542 1.672 x 107* 0.005419 6.273 x 1077 1.157 x 107™*
(b) 0.005421  1.264 x 107% 2333 x107* 458x107° 458x107° 4.965x 107°
(c) 10.98 6.875 x 107°  6.257 x 107*  7.566 x 107® 7.566 x 107® 6.584 x 107°
(d) —0.001149 7566 x107® 6584 x107° 6875x107° 6.875x107° 6.257 x 107*
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CAPITULO 2

Sistemas de Equacoes Lineares

Introducao

A solucdo de um sistema de equacdes lineares é provavelmente o processo numérico mais utilizado para simular
situacdes do mundo real. E uma etapa fundamental na resolucio de vérios problemas que envolvam, por exemplo,
equacdes diferenciais, otimizacao, regressao e sistemas nao-lineares. Portanto, é de extrema importancia que se
tenha uma implementacao eficiente do método para solucdo do sistema linear, pois geralmente esta é a fase que
demanda a maior parte do tempo de processamento para resolver o problema.

Veremos aqui técnicas diretas e iterativas para resolver o sistema linear:

auxy + apxe + ...+ anx, = b
anxi + awxx + ...+ awmx, = b
(2.1)
amXxy + apXxe + ... + awmx, = by
para xi, Xz, -, Xp, dadas as constantes a;; paracada i, j=1,2,--- ,ne by paracadai=1,2,---,n.

As técnicas diretas sao métodos que dao uma resposta em um nidmero finito de passos, sujeitos apenas aos
erros de arredondamento. As técnicas iterativas geram, a partir de uma solucao inicial, uma seqiiéncia de solucoes
que deve convergir para a solucao do sistema.

Uma outra maneira de escrever o sistema (2.1) é usando a forma matricial, denotada por Ax = b e generica-

mente apresentada como:

dip diz o A X1 by
dp1 da2 ot dop X2 by

= . (2.2)
anl dan2 e dnn Xn bn

Note que A,«, denota a matriz de coeficientes, x o vetor das incégnitas e b o vetor com os valores do lado direito
do sistema (2.1).

Se admitirmos que A é uma matriz inversivel, ou seja, A"A = AA~! = I, onde | é a matriz Identidade,
entdo o sistema (2.1) ou (2.2) tem solucdo tnica x = A~'b. Porém, calcular explicitamente A~ e em seqguida
A~'b é desaconselhdvel, uma vez que o ndmero de operacdes envolvidas é grande, o que torna este processo n3o
competitivo com os métodos que estudaremos aqui.



Capitulo 2. Sistemas de Equacdes Lineares CNC

2.1 Meétodos Diretos

Apresentaremos inicialmente a resolucdo de Sistemas Triangulares Superior e Inferior, usados nos Métodos de
Eliminacao de Gauss e Fatoracdo LU.

2.1.1 Sistemas Triangulares

Considere os seguintes sistemas lineares:

21 — X + X3
X + 2x3 = 3 (2.3a)
X3 =
X1 =
2x1 + X = (2.3b)
21 — X2 + 5x3 =

cujas respectivas solugdes podem ser obtidas diretamente, ou seja, para os problemas (2.3a) e (2.3b), temos:

X3 = 1 X1 = 2
3-2 3—-4
X2 = T:l X2 = T:—l
24+1-1 2—-4-1 -3
Xl = 7:1 X3 = —_—mm
2 5 5

Os problemas (2.3a) e (2.3b) podem ser generalizados como seguem:

anxy + apxe + - 4+ aip_iXp—1  + awX, = b
anXo + 0+ Ap_1Xpm1  + dpX, = b
(2.4a)
dp—1,n—1Xp—1 + dp—1.nXn = bn—l
AdnnXn = bn
d11X1 = by
axi  +  anx = b
(2.4b)
ap-11X1 + ap-12X + - 4+ aAp-1n-1Xp1 = by
dn1X1 + dn2X2 + -+ dnn—1Xp—1 +  amXx, = bn

Os Algoritmos (1) e (2) apresentam os procedimentos de resolucdo para sistemas nas formas (2.4a) e (2.4b),
que sdo generalizacBes para os problemas (2.3a) e (2.3b), respectivamente.

L. A. P. Cantao 8
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Dado n, A,., (matriz triangular superior), b,x1 € X,x1
b
1: Faca x, = —
nn
2: Parak=n—1 até k =1 faca
3: soma = by

4 Para j = k+ 1 até j = n faca

5: soma = soma — ay;Xx;
6: Fim do laco
soma
7: Xk =
Akk

8: Fim do laco

Algoritmo 1: Solucao de Sistemas Triangulares Superiores

Dado n, A,, (matriz triangular inferior), b,x1 € X;x1.
by
1: Faca x; = —
dn
2: Para k =2 até k = n faca
3: soma = by

4: Paraj=1até j = k — 1 faca

5: soma = soma — axjX;
6: Fim do laco
soma
7: X =
Akk

8: Fim do laco

Algoritmo 2: Solucdo de Sistemas Triangulares Inferior

2.1.2 Método de Eliminacao de Gauss

Os métodos diretos mais comuns tém como base as seguintes propriedade elementares de sistemas de equacoes
lineares.

Propriedade 1. A solucdo do sistema Ax = b ndo se altera se o submetermos a uma seqliéncia de operacoes do
tipo:

1. Multiplicacao de uma equacao por uma constante nao-nula;
2. Soma do miltiplo de uma equacdo a outra;
3. Troca da ordem das equacées.
Estas operacdes geram um sistema Ax = b equivalente ao sistema original Ax = b

O método de Eliminacao de Gauss usa esta propriedade para transformar a matriz A numa matriz triangular
superior equivalente. Suponha aqui, que det(A) # 0.
Reescrevemos a matriz A e o vetor b na forma de uma matriz expandida:

L. A. P. Cantao 9
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r 7 1
a1 di2 di3 an, b /f )
1
d1  d22  d23 axy, by /2( )
1
ai Az  an ain b /,-( )
1
L dn1  dp2  ap3 ann bn i //S )

0s elementos /,-(1), parai=1,2,...,n, representam as equacdes do sistema linear (2.1) a ser triangularizado.

Eliminacao da Primeira Coluna

Suponha que a;; # 0. Para eliminar a incégnita x; das n— 1 equagdes, subtraimos a primeira linha multiplicada

pelo fator
dj1
mjp = ——
ayy
de todas as outras linhas [;, i =2,3,...,n
Dessa maneira, /,.(2) = ,.(1) — m,-lll(l), parai=2,3,...,n, ou ainda,
Para i=2:n aff) = ajj — Mmpay,
2
bl( ) = b,’ — m,'lbl.

Jj=2:n

O indice superior ?) indica que usaremos um segundo valor para aj; e b;.

No final deste estagio, os coeficientes da matriz aumentada foram modificados de modo que a matriz assume

a seguinte configuracao:

ayy

0

Eliminacao da Segunda Coluna

a2

2
agz)

(2)
djp

a3

2
353)

(2)
i3

aip

a5,

o2

n

a2

by
b

b

b

i

IS

/i( 2)

I

Para eliminar a incégnita x, das n — 2 ultimas equacdes repetimos o procedimento anterior tomando agora a

segunda linha como auxiliar no processo de eliminacao, isto é:

/(3) — /@)

i

— Mj2

supondo que ax, # 0.

52,

i=3:n,

onde

Os coeficientes serdo modificados segundo as relacdes:

Para i=3:n a

©)
]

b

(2)
a;;

()
— Mj2dy;",

b,‘ — m,'2b§2).

Mmijy =

dj2

a2

j=3:

i=3:

n

L. A. P. Cantao
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Seguindo raciocinio andlogo, procede-se até i = n e a matriz resultante sera:

a A a3 - an, b aixs + apxe + 0 4+ axn = by
(2) (2) (2) (2)
0 ayy ayy - ay by % + - + ax, = p?
="+
o 0 o0 - ayw b ax, = b
No processo de eliminacdo, os elementos a1, 3522), a§33), a,(v'L) que aparecem na diagonal principal da matriz
A sdo chamados pivds e os elementos mj;, para i =1,2,--- ,ne k=1i+1,---,n, os multiplicadores.

Se no processo de eliminagao um dos pivos se anular, devemos trocar linhas (sempre escolhendo aquelas abaixo
da diagonal para ndo perder a eliminacdo anterior), de modo que escolhamos elementos ndo nulos para pivos.

Dado n, An><r7y br7><1 € Xpx1-

1: Para k=1 até k = n—1 faca

2: Selecione / > k tal que ajx # 0
3: Se a;; = 0 para todo / > k entao
4: A n3o é inversivel. PARE
5: Caso contrario
6: Se /| # k entdo
7: Troque a linha kK com a linha i
8: Fim do condicional
9: Fim do condicional
10: Para/=k+ 1 até /i = n faca
11: m=mj, = ai
Akk
12: bi = bi — mby
13: Para j =k + 1 até j = n faca
14: ajj = ajj — May;
15: Fim do laco
16: Fim do laco

17: Fim do laco

18: Execute o algoritmo (1).

Algoritmo 3. Solugdo de (2.2) via Eliminacdo de Gauss

Estratégia de Pivoteamento

Exemplo 4. Resolva o sistema abaixo usando o algoritmo (3):

0.004x; + 1573x, = 1577
0.423x; — 24.72x —20.49

L. A. P. Cantao 11
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Use quatro digitos na representacdo em ponto flutuante e arredondamento ao desprezar o quinto digito.
Troque a ordem das equacdes lineares e resolva novamente o problema usando o mesmo algoritmo.

Solucdo 1. Para eliminarmos x1, obtemos m = 105.8 e:

0.004x; + 15.73x, = 15.77
—  1689x, —1688

Cuja solucdo obtida é x; = 12.50 ¢ 0.9994. A solucdo correta do sistema é x; = 10 e xo = 1.0. Calcule o erro
relativo da solucdo obtida.
Resolvendo 0 mesmo problema com a ordem das equacdes trocadas temos m = 0.9456 x 1072 e:

0.423x; — 24.72x —20.49
15.96x, = 15.96

cuja solucdo é x; = 10 e x, = 1, que é a solucdo exata do sistema.

O procedimento usado no exemplo 4 para obter a solucdo correta do sistema é chamado de estratégia de
pivoteamento, que consiste na troca sistemadtica das linhas, de modo que o pivé seja o maior elemento, em valor
absoluto, da coluna que estamos eliminando. Assim,

1. no k-ésimo passo procuramos o elemento pivd de maior valor absoluto entre os coeficientes:
lark| = max |ajl;
i<k<n

2. trocamos as linhas k e r se for necessério.

O algoritmo (4) ilustra esta estratégia.
Existem dois casos nos quais o método de eliminacao pode ser aplicado sem pivoteamento:

1. Uma matriz é diagonalmente dominante, ou seja, seus elementos satisfazem a |a;;| > E lail, i=1.2,...,n,
) J#i
para todo i.

2. Uma matriz é simétrica AT = A e positiva definida x” Ax > 0, para todo vetor x # 0.

2.1.3 Fatoracdo LU

Os métodos de Eliminacdo de Gauss e Eliminacdo de Gauss com Pivoteamento podem ser usados economi-
camente quando precisamos resolver varios sistemas com a mesma matriz dos coeficientes A e diversos termos
independentes b.

Uma opcdo seria guardar os coeficientes mj; calculados no processo de eliminacdo e usa-los na atualizacao dos
termos independentes b. Computacionalmente, esta alternativa é conhecida como Fatoracao LU da matriz A.

Suponha que seja possivel fatorar a matriz A num produto de uma matriz triangular inferior (com elementos
da diagonal principal iguais a 1) L, e uma matriz triangular superior U, isto €é:

A=LU — Ax=b < LUx=b.

O sistema LUx = b permite o desmembramento em dois sistemas triangulares:

L. A. P. Cantao 12
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Dado n, Aanv bn><1 € Xpx1.

1: Parak=1até k=n—1 faca

2: w=|ak| er=k
3: Para j = k até j = n faca
4 Se |aij| > w entdo
5: W:|ajk|er:j
6: Fim do condicional
7: Fim do laco
8: Se w = 0 entdo
9: A n3o é inversivel. PARE
10: Caso contrario
11: Troque a linha kK com a linha r
12: Fim do condicional
13: Para /i =k + 1 até i = n faca
14: m=mj, = ai
dkk
15: bi = b; — mby
16: Para j = k+ 1 até j = n faca
17: ajj = ajj — May;
18: Fim do laco
19: Fim do laco

20: Fim do laco

21: Execute o algoritmo (1).

Algoritmo 4: Solucdo de (2.2) via Elimina¢do de Gauss com Pivoteamento

Resolvendo o primeiro sistema, calculamos y que, usado no segundo sistema, fornecerd o vetor procurado x.

Teorema 1. Dada uma matriz A, ,, seja A, a matriz constituida das primeiras k linhas e colunas de A. Suponha
que det(Ay) # 0 para k = 1,2,...,(n—1). Entdo, existe uma dnica matriz triangular inferior L = (mj;), com
mi; = 1, 1 < i < n e uma matriz triangular superior U = (u;;) tais que LU = A. Ainda mais, det(A) =

Ui1loo -+ - Upp.

Exemplo 5. Resolva o sistema linear a sequir usando a fatoracao LU:

3X1 + 2X2 + 4-X3
X1 + X2 + 2X3 =
4x: 1+ 3X2 + 2X3 =

L. A. P. Cantao 13
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Dado n, Aanv bn><1 € Xpx1.

1: Para/ =1 até /i = n faca

2: Para j =/ até j = n faca
i-1
3: Ujj = ajj — Z MUy
. . k_l .
4: Paraj=/+1 até j = n faca
i-1
5: mj; = <aji - Z mjk”ki) [ uii
. k=1
6: Fim do laco
7: Fim do laco

8: Fim do laco

9: Execute o algoritmo (2) para resolver Ly = b e o algoritmo (1) para resolver Ux =y

Algoritmo 5: Solucdo de (2.2) via Fatoracao LU

Solucao 2. Considere a matriz abaixo onde a primeira parte refere-se a matriz L e a segunda parte, a matriz U:

1 0 0 3 2 4 1 0 0 3 2 4 1 00 3 2 4
R —
01 0 1 1 2 |1%tapal 1/3 1 0 0 1/3 2/3 29Ftapa| 1/3 1 0 0 1/3 2/3
0 01 4 3 2 4/3 0 1 0 1/3 -10/3 4/3 1.1 0 0 —4
12FEtapa
. L a 1 a 4
Pivo: ai1 = u1y = 3 e multiplicadores: nm»y = 2 _ " mzy = =1__
uir 3 u; 3
Uy = ay— NMhiay j=273
Uzj = dzj — Maz1ayj j:2,3
22Ftapa
. 1 o 1/3
Pivé: Uy = 3 e multiplicadores: ms; = % = 1;3 =

U3z = U3z — M3al23

Resolvendo L(Ux) = b

()Ly=b
n = 5 T
1/3n + = 2 = y:(l, 3 0)
43y + o + 3 =
(i) Ux =y
3x1 +  2x +  4x3 = 1
1/3% + 2/3xs = 5/3 = x=(-3,50)
— 4X3 = 0

L. A. P. Cantao 14
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2.2 Meétodos lterativos

Se no sistema Ax = b os elementos da diagonal sdo diferentes de zero, a;; # 0, i = 1,2,...,n, entdo
podemos explicitar x; usando a primeira equacao, x» usando a segunda equacao e assim sucessivamente. Ou seja,
reescrevemos o sistema (2.1) numa forma que é conveniente para os métodos iterativos:

X1

n
bl_E ayx | /an
=2

X = bi — Z aijx; | /aii (2.5)

JF#

n—1
Xn = bn_§ anjX;j /ann

Jj=1

2.2.1 Método de Jacobi

Neste método, as equacdes (2.5) sdo usadas para calcular uma seqiiéncia de vetores aproximacdes x(1)
x@, ... x®_ Dada uma aproximacdo inicial x(%, usamos o primeiro termo 2 direita da i-ésima equacdo para

definir uma nova aproximacao para x;:

Xl-(l) = b,’ — Z a,'J'XJ-(O) /a//, | = 1, 2, Y B (26)
J#i

~ . ~ 2
Usamos agora o vetor x1) nas equacdes (2.5) para calcular o novo vetor das aproximacdes, x@ = (x{?,

2 2 . . .
x2( ), xn( ))T. Em resumo, o método de Jacobi consiste em calcularmos as componentes dos vetores x(1),

x®) .. usando (2.5).
Verificamos se este método converge fazendo:

k+1 k

X(FD) _ (k)

(k+1) (k) ! !

max |X; —X; <€ ou max <€

1<i<n 1<i<n !
1

k+1)‘

onde ¢ é uma tolerdncia suficientemente pequena. Em testes computacionais usamos também como teste de
parada um niimero maximo de iteracoes.
Para iniciar o processo iterativo é necessario fornecer uma aproximacdo inicial x©. Na falta de informacio

sobre a solucdo, tomamos x(©) = 0.

2.2.2 Método de Gauss-Seidel

Este método consiste em uma modificacdo do método de Jacobi. Nele, as iteracOes serdo calculadas usando as

equacdes (2.5), mas aproveitando os cdlculos ja atualizados de outras componentes, para atualizar a componente

. . ‘ k1 . . kt1
que estd sendo calculada. Assim, o valor recém calculado para xl( ) serd usado no calculo de x2( ),

L. A. P. Cantao 15
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(0)
Dado n, A, byx1 € X, 1, max, €

1: Para k = 0 até kK = max faca

2 Para/=1 até / = n faca

1 n

k+1 k

3: Xi( ) = ; b; — Z a,-j-xj( )

" J=1#i

. ) X/(k+1) _ X/(k)’
4: Se max x.(+)—x,.()‘<eou < ¢ entdo
1<i<n x.(k+1)‘
1

5: x = x(k+1)
6: Caso contrario
7 Se k = max entao
8: PARE: nao houve convergéncia.
9: Fim do condicional
10: Fim do condicional
11: Fim do laco

12: Fim do laco

Algoritmo 6: Método de Jacobi

0
Dado n, A,«,, b,x1 ¢ x,(vx)l, max, €

1: Para k = 0 até k = max faca

2: Para /=1 até /i = n faca
1 i—1 n
k+1 k+1 k
3 X = ol > = 7
" j=1 j=i+1
(k+1) (k) X - X'(k)’
4: Se max |x; - X ‘ <eou < € entao
1<i<n I ! (k+1)
Xi
5: x = x(k+1)
6: Caso contrario
7: Se kK = max entao
8: PARE: n3ao houve convergéncia.
9: Fim do condicional
10: Fim do condicional
11: Fim do laco

12: Fim do laco

Algoritmo 7: Método de Gauss-Seidel

Exemplo 6. Resolva o sistema abaixo usando os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel:

4.00x; + 0.24x, — 0.08x3 = 8.00
0.09x¢ + 3.00x2 — 0.15x3 = 9.00
0.04x, — 0.08x, + 4.00x3 = 20.00

L. A. P. Cantao
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2.2.3 Convergéncia dos Métodos de Jacobi e Gauss-Seidel
As condicdes de convergéncia de verificacao simples para os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel sao:

1. Os métodos iterativos de Jacobi e Gauss-Seidel convergem se a matriz A é diagonalmente dominante, ou
n
sejar  ay| > Z|a,-j|, i=1:n
J#i
2. Os métodos iterativos de Jacobi e Gauss-Seidel convergem se A é uma matriz positiva definida: x” Ax > 0
para todo x # 0.

2.3 Exercicios

1. Para cada um dos sistemas lineares seguintes, obtenha uma solucao por meio de métodos graficos, se possivel.
Explique os resultados do ponto de vista geométrico.

(a) (e)
X1 + 2X2 = 3 X1 + 2X2 —
X1 = X =0 21 + 4 =
(f)
(b) 2x1 + X = -1
XX + x = 0 X1 + x =
X = X2 = Xx — 3x =
(c) (9)
X1 + 2X2 = 2X1 + X2 = -1
2X1 b o4x, = 4x; + 2X2 = =2
X1 — 3X2 = 5
(d) (h)
X1 + X2 = 3 2X1 + X2 + Xx3 = 1
—2X1 — 4x = 2X1 + 4 - Xx3 = -1

2. Utilize o método de Gauss usando operacdes com arredondamento para dois digitos para resolver os sistemas

lineares a seguir. Nao reordene as equacgdes. (A solucdo exata para cada sistema é x; = 1, xo = —1 e
x3 =3.)
(a) (b)

4, — x» + x3 = 8 41 + xo + 2x3 = 9

21 + 5% 4+ 2x3 = 3 21 + 4x — x3 = =5

x1 + 2% + 4x3 = 11 XX 4+ X - 3x3 = -9

3. Considere 0s seguintes sistemas:

e (i) Solucdo real: (10,1)":

3.03; — 12.1xs + 1l4x3 = —119
—3.03q + 121x — 7x3 = 120
6.11x — 14.2x + 2lx3 = —139

L. A. P. Cantao 17
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e (i) Solucdo real: (0,10,1/7)7:

0.03x, + 58.9x, = 59.2
531x — 6.10x; = 47.0

e (iii) SolucZo real: (0.17682530,0.01269269, —0.02065405, —1.18260870)7:

1.19x; 4+ 2.1lx — 100x3 + x4 = 1.12
14.2x; — 0.122% + 122x3 — xa = 3.44

100x, — 99.9x3 4+ xs = 2.15
15.3x + 0.110x — 13.1x3 — xa = 4.16

e (iv) Solucdo real: (0.78839378, —3.12541367, 10.16759660, 4.55700252)7:

X1 — € X2 + \/§X3 — \/§X4 = V11
0
™

Xy + exx — €x + 32x =
\/gxl — \/6X2 + X3 — \@X4 =

™x + €x - Vi + tx = V2
(a) Resolva os sistemas acima usando o método de Eliminacdo de Gauss e operacles aritméticas com
aproximacao de trés digitos por truncamento.
(b) Repita o item acima usando o método de Eliminacdo de Gauss com Pivoteamento.

(c) Resolva os sistemas acima usando Fatoracdo LU e operacBes aritméticas com aproximacdo de trés
digitos por truncamento.

(d) Calcule o erro relativo dos itens acima.

(e) Verifique se os sistemas acima sdo convergente se aplicarmos os Métodos Iterativos de Jacobi e Gauss-
Seidel. Justifique sua resposta.

4. Sejam o sistemas lineares:

10 2 -3 5 x1 48
X1 — 0.5X2 + O.5X3 = 3
(@) s > (b) 1 8 -1 2 X 4
a X X X = -
rreTes 2 -1 -5 1 X3 ~11
—0.5x1 —0.5x% +x3 = 3
-1 2 3 20 X 150

Resolva-os usando os métodos de Jacobi e Gauss-Seidel e verifique a convergéncia dos métodos. Justifique
os resultados.

5. Resolva os sistemas lineares:

X1 —3x +5x34+6x, = 17

8x: + 4 29 1 2 4 X1 13
—0oX Xo — X =
(a) LT b)| =3 -1 4 X 8
3X1‘|'2X2—2X3+7X4 = -—11
2 14 5 X3 50
X1+2X2+5X3—4X4 = 7

usando o método de Eliminacao de Gauss com e sem pivoteamento. Compare e verifique os resultados.
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6. Efetue os célculos, utilizando apenas 4 casas decimais:

2 6 -3 X1 5 X1 + 2x0 + 3x3
(a) 1 3.001 2 X2 9 (b) —5x1 — xo + 4-X3
4 -1 9 X3 29 2x1 +4x + x3

usando Fatoracdo LU. Verifique a unicidade e a exatidao das solucdes.

7. Calcule o determinante da matriz A usando Fatoracdo LU.

0 2 1 4 -1 |
1 2 -1 3 4
0 1 1 -1 2 -
A=
2 3 -4 2 0
1 1 1 3 0
-1 -1 2 -1 2
8. Resolva os sistemas abaixo usando Fatoracdo LU:
(a)
1.012xa — 2.132x, + 3.104x3 = 1.984
—2.132x; 4+ 4.096x, — 7.013x3 = -—5.049
3.104x; — 7.013x, + 0.014x3 = -—-3.895
(b)
2.1756x; 4+ 4.0231x, — 2.1732x3 + 5.1967x4; =
—4.0231x; + 6.0000x> + 1.1973x4 =
—1.0000x; — 5.2107x, + 1.1111x3 =
6.0235x; 4+ 7.0000x» — 4.1561x, =

17.102
—6.1593
3.0004
0.0000

L. A. P. Cantao
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CAPITULO 3

Equacoes Nao-Lineares

Introducao

A necessidade de encontrar valores de x = X que satisfacam a equacdo f(X) = 0 aparece freqiientemente
em uma ampla variedade de problemas provenientes das Ciéncias e das Engenharias. Estes valores especiais sao
chamados de raizes da equacdo f(x) = 0, ou zeros da funcdo f, os quais podem ser vistos na figura 3.1, que
mostra quando a fun¢do f(x) = cosx = 0.

y

R /\ [T
S [\ [ |y =cosx
N /
N 0
L [ [ /

-1.0
-7 -5 -3 -1 1 3 5

~

Figura 3.1: Raizes da funcdo f{(x) = cos x.

Para equacoes algébricas de grau até quatro, as raizes podem ser calculadas analiticamente por meio de uma
expressdo tal como x = (—b & /b2 — 4ac)/2 para determinar as duas raizes de f(x) = ax®> + bx +¢c = 0. No
entanto, para equacdes algébricas de grau superior a quatro e para a grande maioria das equacoes transcendentes,
as raizes nao podem ser calculadas analiticamente. Nestes casos tém de ser usados métodos que encontrem uma
solucao aproximada para estas raizes.

O problema de calcular uma raiz pode ser dividido em duas fases:
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Fase I: Isolamento da raiz, isto é, encontrar um intervalo [a, b] que contenha uma, e somente uma, raiz de
f(x)=0.

Fase Il: Refinamento da raiz, que consiste em, escolhidas aproximacdes iniciais no intervalo encontrado
na Fase |, melhora-las sucessivamente até obter uma aproximacao para a raiz dentro de uma precisao €

pré-fixada.

3.1 Fase I: Isolamento das Raizes

Nesta fase é feita uma andlise tedrica e grafica da funcdo f(x). Na andlise tedrica usamos fregiientemente o

teorema:

Teorema 2. Seja f(x) uma funcdo continua num intervalo [a, b]. Se f(a) - f(b) < 0 entdo existe pelo menos um

ponto X € [a, b] tal que f(X) = 0. Além disso, se f'(x) ndo muda de sinal em [a, b] entdo X é a tnica raiz de f(x)

neste intervalo.

A Figura 3.2 exemplifica o Teorema 2 e a Figura 3.3, o caso onde hd raiz mas nae satisfaz as condicoes do

Teorema.
0.6
0.4
0.2
0
-0.2
-0.4
-0.6
-0.8
\\
-1.0 T
1.0 1.2 14 1.6 1.8 2.0 2.2 2.4 2.6 2.8 3
Figura 3.2 Ampliacdo da funcdo f(x) = cosx no intervalo x € [1, 3]. Note que f'(x) = —senx e f'(x) < 0 neste
intervalo.

A anélise gréfica da funcdo f(x) ou da equacdo f(x) = 0 é fundamental para obter boas aproximag¢des para a

raiz. Para tanto, podemos executar os seguintes procedimentos:

1.

2,

Esbocar o grafico da funcdo f(x) e localizar as abscissas dos pontos onde a curva intercepta o eixo 5?;

A partir da equagdo f(x) = 0, obter a equacdo equivalente g(x) = h(x), esbocar os graficos das funcdes
g(x) e h(x) no mesmo eixo cartesiano e localizar os pontos x onde as duas curvas se interceptam, pois neste
caso f(x) =0 < ¢g(x) = h(X);

. Usar os programas que tracam graficos de funcdes, disponiveis em algumas calculadoras ou softwares

matematicos.

L. A.
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240 1.0
0.9 7
200 7
0.8 7
0.7 7
160 7
0.6 7
1207 0.5 7
0.4 7
807
0.3 7
0.2 7
407
0.1 7
0 T T T T T T 0 T T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 -05 -01 03 0.7 1.1 1.5 1.9 2.3 z
(a) (b)

Figura 3.3: f(x) = 4x% — 4x3 4+ x*.

Exemplo 7.

1. f(x) = x® — 9x + 3: Neste caso, somente o passo (1) é necessario para localizar as possiveis raizes. Porém
a Figura 3.4 mostra os trés passos.

1 64.0
23 45.7
15 27.4
7 9.1
= -9.1
-9 -27.4
17 -45.7
T T T T T T T -25 T T T T T T T -64.0
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
(a) (b)

Figura 3.4: (a) f(x) = x> —9x + 3, (b) g(x) = x® e h(x) = 9x — 3.

2. f(x) = v/x —5e *: Neste caso, é mais conveniente usar os passos (2) e (3). Assim, \/x —5e X =0 <
Vx=5e = ¢g(x) = /x e h(x) =5e *. A Figura 3.5 ilustra as funcdes f(x), g(x) e h(x).
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[0.92 [4.29

f(x)
F-0.07 r357

[-1.05 [2.86

r-2.04 [2.14
r-3.03

[1.43

[-4.01 [0.71

L DL I L L B B B -5.00 T T T T 0.00
00 05 10 15 20 25 30 35 40 00 05 10 15 20 25 30 35 40

Figura 3.5: (a) f(x) =+/x—5e7%, (b) g(x) =+/x e h(x) =5e7*,

3.2 Fase |lI: Refinamento

Serdo apresentados aqui trés métodos numéricos de refinamento da raiz: o método da Bissecdo, de Newton e
das Secantes. A forma como se efetua o refinamento é o que diferencia os métodos. Porém, antes de descrever
estes métodos, veremos 0s critérios de parada adotados.

3.2.1 Ciritério de Parada

O critério de parada interrompe a seqiiéncia gerada pelos métodos. Este deve avaliar quando xk, na k-ésima
iteracado, estd suficientemente préximo da raiz exata. Contudo, o valor exato da raiz é desconhecido na maioria

dos casos, logo, o processo € interrompido quando pelo menos um dos critérios a seguir é satisfeito:

1. Avaliacao do ponto na funcao:
If (x)| <€

2. Avaliacao do tamanho do intervalo:

X — X
Xk — xk—1] < € ou e

Xk

para € suficientemente pequeno (precisdo desejada).

3.2.2 Meétodo da Bissecao

Seja f(x) uma funcdo continua no intervalo [a, b] e tal que f(a) - f(b) < 0, ou seja, f satisfaz as condicdes do
Teorema 2.

Suponha que o intervalo (a, b) contenha uma Unica raiz da equagdo f(x) = 0. O objetivo deste método é
reduzir a amplitude do intervalo que contém a raiz até se atingir a precisdo requerida, neste caso (b — a) < ¢,
usando para isto a sucessiva divisdo de [a, b] ao meio. A Figura 3.6 mostra este processo.

Os passos para a execucao deste método sao dados pelo Algoritmo 8.
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y
Xo =diy = dp = a3 :
l
a - ao | | | : X
T I I I
| \ b= by = by
|
! Xy = b3 X1 = bg
Figura 3.6: O método da Bissecao graficamente.

Dado f(x), a e b tais que f(a) - f(b) <0

1: Para k = 0 até kK = max faca

). X0 = a+b
2
3 Se f(a) - f(xx) < 0 entdo
4: b = xx
5: Caso contrario
6: a= X
7: Fim do condicional
8: Se |b — a] < ¢ entdo
9 PARE, % = > 6 raiz aproxi
10: Fim do condicional

11: Fim do laco

, Max, €

mada de f(x)

Algoritmo 8: Método da Bissecao

Exemplo 8. Aplique o método da Bissecio para encontrar a raiz de f(x) = x3 — 9x + 3 no intervalo | = [0, 1],

para € = 1073 (a Tabela 3.1 apresenta os passos deste exemplo).

3.2.3 Método de Newton

Isaac Newton (1642—-1727) publicou seu método para encontrar raizes de equa¢des nao-lineares em 1687. Este

método também é conhecido como Newton-Raphson, devido a sistematizacao apresentada por Joseph Raphson

em 1690.

O método de Newton combina duas idéias comuns nas aproximacdes numéricas: linearizacao e iteracdo. A

linearizagdo substitui a curva y = f(x) por
Seja xp uma aproximacao inicial da raiz

sua reta tangente.

, como ilustra a Figura 3.7. Aproximando a curva y = f(x) por sua reta

tangente tracada no ponto (xg, f(xg)) obtemos a aproximacao linear. Encontrando o ponto de interseccdo desta

reta com o eixo x, obteremos uma nova aproximacao para a raiz, o ponto x; da figura.

L. A. P. Cantao
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k a b xc = (a+b)/2 f(xc) f(a) f(x) |b—al

0 0 1 0.5 ~1.375 (-) 0.5

1 0 0.5 0.25 0.765625 (+) 0.25

2 025 0.5 0.375 —0.3222656 (-) 0.125

3 025 0.375 0.3125 0.2180176 (+) 0.06

4 03125 0.375 0.34375 —0.0531311 (-) 0.03125

5 0.3125 0.34375  0.328125 0.0713582 (+) 0.014375
6 0.328125 0.34375  0.3359375 0.0144744 (+) 0.0078125
7 0.3350375 0.34375  0.3398438 —0.0193443 (-) 0.0039063
8 0.3350375 0.3398438 0.78906 —0.0024384 (-) 0.0019531
9 0.3359375 0.3378906 0.336914 0.0060175 (+) 0.0009766
10 0.336914  0.3378906 0.3374023 0.0017893

Tabela 3.1: Resultado do Exemplo 8.

Y

Figura 3.7: O método de Newton-Raphson.

O processo iterativo serd obtido pela repeticao do procedimento. A nova aproximacao, representada na Figura
3.7 pelo ponto x», foi calculada a partir da reta tangente a curva y = f(x) no ponto (x1, f(x1)).

Para estabelecer expressdes analiticas que permitam o cdlculo de xi, xo, ... observamos que a tangente do
dngulo 6 pode ser obtida tanto da definicdo da funcdo trigonométrica tangente quanto pela derivada de f(x) no

ponto xp (inclinacdo da reta tangente). Assim, da Figura 3.7, temos:

tg(6) = 7)(2(1(0))(1 =f'(x) — xx=x— ;(();2)))
tg(B) = X:(fl))Q =f(x) — xo=x — :,(())((11))

Genericamente, o processo consiste em evoluir da aproximacao xx para a aproximacao x,+1 usando a férmula:

_ f(xx)
Xx+1 = Xk — F1(x¢)

(3.1)

O método de Newton-Raphson estd esquematizado no Algoritmo 9.

Exemplo 9. Aplique o método de Newton para encontrar a raiz de f(x) = x> — 9x + 3 tomando x, = 0.5, para
€ = 10* (a Tabela 3.2 apresenta os passos deste exemplo).

L. A. P. Cantao 25



Capitulo 3. Equacdes N3o-Lineares CNC

Dado xg, f(x), f'(x), max e €

1: Para k = 0 até k = max faca

2: Xx+1 = Xk — ;(();,;))

3 Se |f(xxkr1)| < € ou |xep1 — x¢| < € entdo

4: PARE, X = xx11

5: Fim do condicional

6: Se k = max entao

7 PARE, o método nao converge para a solucao.
8: Fim do condicional

9: Fim do laco

Algoritmo 9: Método de Newton-Raphson

k X f(Xk) fl(Xk) |Xk+1 — Xk|
0 05 —1.375 —8.25 1.6667

1 0.3333 0.0370 —8.6667 0.0042735
2 0.3376068 0.0000183 —8.6581 0.0000021
3 0337609  4.545x 10712

Tabela 3.2: Resultado do Exemplo 9.

3.2.4 Método da Secante

Uma grande desvantagem do método de Newton é a necessidade de se obter f'(x) e calcular seu valor numérico
a cada iteracdo. Uma alternativa é usar retas secantes como aproximacoes lineares locais da funcdo, em vez de

tangentes. Neste caso, sdo necessarias duas aproximacdes para inicializarmos o processo, xp € xi.

y

Figura 3.8: O método das Secantes.

No método da Secante, tomamos a reta que passa pelos pontos (xg, f(xg)) € (x1, f(x1)) como uma aproximacao
linear da curva y = f(x), como indica a Figura 3.8.
Para estabelecermos a relacao de recorréncia do Método da Secantes, usamos a semelhanca de tridngulos ABC
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e AED:
f(x0) _ f(x1)

Xp — X2 _Xl_X2

onde x» é o ponto denotado por A na Figura 3.8. Explicitando o valor da incégnita x, teremos:

o — xof (x1) — x1f(xo)
2T () — (%)

Generalizando, no método das secantes usamos duas aproximacdes Xx_1 € X,, para calcular uma nova aprox-

imacao xx1, através da férmula:
s Xk f(xk) — xf (Xk—1)
ki () — F(xXe_1)

O Algoritmo 10 sistematiza o procedimento para o método das Secantes.

Dado xp, x1, f(x), max e €

1: Para k = 1 até k = max faca
Xk—1F (X)) = xif (X—1)

z Mot = F(xi) = F(Xie—1)

3 Se |f(xkr11)| < € ou |xep1 — x¢| < € entdo

4: PARE, X = xx11

5: Fim do condicional

6: Se k = max entao

7 PARE, o método nao converge para a solucao.
8: Fim do condicional

9: Fim do laco

Algoritmo 10: Algoritmo para o Método das Secantes

Exemplo 10. Aplique o método das Secantes para encontrar a raiz de f(x) = x> — 9x + 3 tomando x; = 0 ¢
x1 =1, parae = 107 (a Tabela 3.3 apresenta os passos deste exemplo).

kX1 Xk f(Xk-1) f(xx) IXkt1 — Xl
1 0 1 0 -5 0.625

2 1 0.375 -5 —0.3222656 0.0430585
3 0.375 0.3319415 —0.3222656 0.0491011 0.0056931
4 0.3319415 0.3376346 0.0491011 0.0002222 0.0000256
5 0.3376346 0.337609 0.0002222 —1.464 x 1077

Tabela 3.3: Resultado do Exemplo 10.

3.3 Sistemas Nao-Lineares

Resolver um problema de equacdes ndo-lineares é uma tarefa complexa, eventualmente contornada aproximando-
se o problema original por um sistema de equacdes lineares. Quando essa solucao é insatisfatéria, o problema deve
ser atacado diretamente.

A principal ferramenta para resolver uma equacao nao-linear é o Método de Newton. Essa técnica serd modi-

ficada para resolver um sistema de equacdoes ndo-lineares.
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3.3.1 Método de Newton para Sistemas Nao-Lineares

Considere n funcbes : fi, 6, ..., f,, onde cada uma delas é uma funcao de n varidveis f; : R” — R para
i=1,2 ..., n, ou seja, xi, X2, . .., Xp. Queremos encontrar os valores de x{, x5, ..., Xy tais que:
GG, x) = 0
o (x5, x5, ..., Xy = 0
2( 1 2 n) (32)
(X5, x5, ..., x) =0

Considere o seguinte exemplo:

—x(x1+1)+2x = 18
(x1 —1)°+(xx—6)> = 25
Aqui, procuramos xi € Xo, tais que:
Al x3) = —x0g+D)+2x5-18 = 0
LG, x) = (4 -1°+(5-6)>-25 = 0
Usando a notacao vetorial, temos:
x = (x,%,..., Xn),

F(x) = (AX),hX), ..., fa(x))

Assim, o sistema (3.2) pode ser representado por uma dnica equacdo vetorial, F(x) = 0.
Como foi feito no caso de uma equacdo nao-linear, a idéia da linearizacdo serd usada no caso de sistemas.

Tomando a série de Taylor como uma aproximacao de funcdes, em torno de xx, para uma funcao escalar, temos:

' (xk)

£(n)
+ (xx)
2!

£(n+1)
(X — X )%+ -+ o (x—xﬂ"%—J

(n+1)!

F(x) = (%) + () (x = xe) + (x — X )"

onde x < a < x,. O dltimo termo desta expressdo representa o erro da aproximacdo de f(x) pelo polinémio de
grau n, o polindbmio de Taylor, formado pelos n+ 1 primeiros termos da expansao em série de Taylor.

Observe que, se tomarmos a aproximacao linear (usando os dois primeiros termos da série de Taylor), teremos:
Fx) & () + £/ (xi)(x = xk).
Se usarmos esta aproximacao linear para encontrar a raiz de f(x) =0,
f(X)~0 se f(x)+f(x)(x—x)=0,

ou ainda, explicitando X temos,

f(xk)
X = Xy — : 3.3
X B (33)
Assim, a série de Taylor é outra maneira de se obter a funcdo de iteracio do método de Newton.
Aplicando esta idéia para resolver o sistema (3.2), temos a aproximacdo de Taylor como:
Fx) = Fx)+FX)x-x)+E
() = F()+ Fx)(x = x) 54

= aproximacao linear + erro
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onde x¥ = vetor aproximac3o na k-ésima iteracdo e E é um vetor que representa o erro da aproximac3o linear.
Analogamente a série de Taylor de funcdes de uma varidvel, ||E|| < C||x — x¥||> para alguma constante C, quando
xK — x.

Note que, x¥ denota o vetor obtido na k-ésima iteracdo: x* = (x{', x5, ..., x¥).

Em (3.4), F'(x) é a derivada de uma fungdo vetorial com varidveis vetoriais. Esta derivada é uma matriz que
contém todas as derivadas parciais de todos os componentes da funcao F(x), a matriz Jacobiana de F(x),

%@}

9x;

) = 0 =[] = |

Para estabelecer o método iterativo, a aproximacao na iteracdo k + 1 serd definida pelo vetor que anula a parte
linear da equacdo (3.4), isto €, o vetor x**1 é tal que:

F(x¥) + J(x¥)(x*T! — x¥) 0

J(xX)(x —xK) = —F(xK) (3.5)

Para explicitar x***, multiplicamos a equac3o acima pela inversa da Jacobiana e teremos:

Xk+1 — Xk _ Jfl(xk) F(Xk),
que é uma generalizagcdo de (3.3) para o caso de sistemas nao-lineares.
Como a inversdo de matrizes é um processo trabalhoso e computacionalmente caro, evitamos este célculo

fazendo:
v = —JI(xF)F(xN)
J(x)v = —F(xX)

Ou seja, o célculo das equacdes acima envolve um sistema de equacdes lineares para a aproximacao da iteracao
k 4+ 1. Assim, a nova aproximacdo sera:

XK =k 4y
O método de Newton para Sistemas ndo-Lineares é dado pelo algoritmo (11)

Exemplo 11. Resolva o sistema que segue, usando o método de Newton para equacdes nao-lineares.

filxi,x) = 23 —x3—-1=0

h(x1,x) = xx3—x—4=0

As derivadas parciais desta funcdo sdo:

h _ . Ok

= 6x = —2x

8x1 ! 6x2 2

of, 3 of, 5
= =X —— =3x1x; — 1

aXl 2 8X2 172

e, portanto, a matriz Jacobiana é:
6x7 —2x,

W0ae) = x3 3xx2 — 1

2 1X2
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Dado x°, fiparai=1,2,..., n, 2—2 paraj=1,2,..., n, € e e
1: Para k = 1 até kK = max faca

2 Para /=1 até i =n faca
3: Fi=fi(x*1)
4

Para j=1 até j = n faca

5: _/,'J' = S)Z(Xk_l)

6: Fim do laco

7: Fim do laco

8: Resolva o sistema Jv = —F

9: xk = xK1 fy

10: Se maxi<i<,|fi(x¥)| < €1 entdo
11: Entdo x* = x*

12: Fim do condicional

13: ... ou ...

14: Se maxi<i<q|xf — x*7!| < e, entdo
15: Entdo x* = x*

16: Fim do condicional

17: Fim do laco

Algoritmo 11: Método de Newton para Sistemas Nao-Lineares

Tomando um aproximacdo inicial x° = (1.2, 1.7) temos:

8.64 —-3.4 —0.4340
JxX0) = e F(x°) =
491 94 0.1956

Resolvendo o sistema J(x*)v = —F(x*) encontramos:
v = (0.03488, —0.03902)"

Assim,
x! = (1.2349,1.6610).

Para o cdlculo de uma nova aproximacao recalculamos F(x') e a matriz Jacobiana em x*. Resolvendo o sistema
linear para obter v, temos que:
x? = (1.2343,1.6615)"

Podemos testar as aproximacoes obtidas calculando os respectivos f; e f>:

f1(x%) = —0.4340 f,(x") = 0.1956
fi(x}) =7.4607 x 103 fa(x!) = —1.9876 x 103
fi(x?) = —1.2779 x 10~* fr(x?) =3.202 x 1074

Observe que a solucdo do sistema e o cdlculo do Jacobiano, a cada iteracido, sao dispendiosos. Para economizar
os cdlculos, podemos manter uma matriz Jacobiana fixa em algumas iteracdes. Neste caso, a decomposicao LU

é adequada na solucdo do sistema, pois a mesma é usada em algumas iteracOes, atualizando-se apenas o termo
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independente do sistema.

3.4 Exercicios

1. Localize graficamente as raizes das equacdes a seguir:

(a) 4cosx — e =0; (¢) 1-xInx=0; (e) x3+x — 1000 =0.
X
(b) 5 —tgx=0 (d) 2¥ — 3x = 0;

2. Calcular pelo menos uma raiz de cada equacdo abaixo com € < 0.001 pelo método da Bissecdo.
(a) f(x)=e>—2x3—-5=0;
(b) f(x) =2x3—-5x>-x+3=0;
(c) f(x) =5x%+log(x+1)—2=0.

3. Seja f(x) = (x +2)(x + 1)x(x — 1)3(x — 2). Para que zero de f 0 método da Bissecdo vai convergir quando
for aplicado nos seguintes intervalos ?

(a) [-3,2.5] (b) [-2.5,3] (c) [~1.75,1.5] (d) [~1.5,1.75]
(x=2) (x=-2) (x=-1) x=1)

4. Encontre um valor aproximado para v/3 com precisdo de 10~* utilizando:

(a) Método da Bissecao; (b) Método da Secante; (c) Método de Newton.

5. Determinar pelo menos uma raiz de cada equacdo abaixo com € < 10™% usando o método das Secantes.
(a) f(x) =2x3 —5x2 — 10x + 20 = 0;
(b) f(x) =5logx +3x* —7=0;
(c) f(x) =2%+ (cosx)x> =0
6. Achar pelo menos uma raiz positiva de cada equacdo com € < 1075 pelo método de Newton.
(a) 4x3® 4+ x+cosx — 10 =0;
(b) x* —2x3+2x —1=0;
(c) f(x)=(x—-2)(e2-1)=0.
7. A funcdo f(x) = (4x—7)/(x —2) se anula em x = 7/4. Calcule as iteracdes do método de Newton partindo
das aproximacdes iniciais:
(a) xg = 1.625; (c) xg=1.5; (e) x=3;
(b) xo = 1.875; (d) xg = 1.95; (fy 0 =7.

Explique graficamente seus resultados.

8. Seja f(x) = (4x — 7)/(x — 2). Verifique que f(1.8)f(3) < 0. E possivel usar o método da Bissecdo para
localizar raizes neste intervalo 7 Explique.
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9. Demonstrar que a raiz ¥/a, a > 0 pode ser calculada pela férmula de recorréncia:

1 a
X1 = — ((P — DX + p_1> . X > 0.
p X

10. A funcdo f(x) = tg(mwx) — 6 tem um zero em X = (1/m)arctan6 = 0.447431543. Considerando x; = 0 e
x1 = 0.48, use 10 iteracdes para cada um dos sequintes métodos para calcular o valor aproximado dessa raiz.
Que método é mais bem-sucessido ? Por qué 7

(a) Método da Bissecao; (b) Método da Secante.
11. Use o Método de Newton com x° = 0 para calcular x?> para cada um dos seqguintes sistemas no lineares:

2
Ixx2+2x—50+8=0 (€) § 4x} —625x3 +2x —1=0

e 420x; + 222 =0
Resp.: x* = (0.5001667, 0.2508036, —0.5173874)"

(2) { 4x? —20x + 12 +8=0 3x; — cos(Xx3) — 2 =0

Resp.: x2 = (0.4958936, 1.983423)7

Sen(47TX1X2) — 2X2 — X1 = 0 X12 + Xp — 37=0
(b) 4m — 1 —x3—5=
( il ) (e —e) +4ex3 — 2ex; =0 (d) =X =5=0
am X1+X2+X3—3:0
Resp.: x2 = (~0.5131616, —0.01837622)7 Resp.: x> = (4.350877, 18.49123, —19.84211)7

12. Use o método de Newton para encontrar uma solucao para os seguintes sistemas nao-lineares nos dominios
dados. Faca iteracdes até ||x¥ — x*=1|| < 107°.

(a) Usex®=(1,1)7 (c) Usex®=(-1,-2,1)7
32 —x3=0 X2+ x2x0 — x1x3 +6 =0
3xx5 —x2 —1=0 —e4+e?—x3=0

x5 —2x1x3 = 4

C 5 — T
Resp.: x> = (0.5000, 0.8660254) Resp.: x® = (—1.456043, —1.66423, 0.4224934)7

(b) Use x’ = (2,2)7 (d) Use x =(0,0,0)"

6X1 — 2COS(X2X3) —1=0

In(x2 + x3) — = In2+1I
0 +g) = sen(ax) ne+inm 9% + /X2 + senx; + 1.06 + 0.9 =0
e L cos(xix) = O -
60x3 + 3e 2 +10m — 3 =0
Resp.: x® = (1.772454,1.772454)7 Resp.: x* = (0.4981447, —0.1996059, —0.528826)"
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Ajuste de Curvas

Introducao

Apresentaremos aqui 0s aspectos bdsicos e tedricos para ajuste de curvas usando interpolacdo e aproximacao
de funcdes de uma variavel real.

Os problemas de interpolacao e aproximacao estudados surgem ao se aproximar uma funcao f por outra funcao
g mais apropriada. Ou ainda, quando ha a necessidade de aproximar dados tabelados através de uma funcao. Para
isso existem duas classes de métodos e a distincdo entre elas estd em considerarmos, ou ndo, a existéncia de erros

nos dados.

1. Interpolacdo: os dados sao precisos e portanto pode-se exigir que a curva de ajuste passe pelos pontos
dados. Em geral, as funcdes escolhidas para o ajuste sao polinémios.

Estabelece um método que permite encontrar um polindbmio que passe por n+1 pontos conhecidos, denotados
por (xo, ¥o), (X1, ¥1), oo v (Xn.¥n)) Onde Xo # X1 # X2 # ... # Xp.

2. Método dos Quadrados Minimos: considera-se possiveis erros introduzidos na obtencdo dos dados.

4.1 Interpolacao

Seja a Tabela 4.1.

X; 01 06 08
f(x) 1221 3.320 4.953

Tabela 4.1: Dados para interpolacao.

O problema consiste em encontrar o valor correspondente de y = f(x) para um dado x ndo pertencente a
tabela. Um modo de resolver este problema é obter uma funcao que relaciona as varidveis x e y. Considerando
que os polindmios sao as funcdes mais simples e estudadas, entao eles sao os mais utilizados para determinar esta
relacdo. Um polinémio construido com o intuito de aproximar uma funcdo é denominado polinémio interpolador.
Assim, para resolver o problema basta avaliar o polinémio no ponto desejado.

Existem varios métodos para construir um polinGmio interpolador a partir de um conjunto de pares de dados.
Aqui, estudaremos o Polindmio Interpolador de Lagrange e o de Newton.
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4.1.1 Polindmio Interpolador de Lagrange

Dados yy = f(x), 1 = f(xa), ... , ¥» = f(X,), desejamos encontrar um polindmio p(x) tal que p(xg) = f(xp),
p(x1) =1f(x1), ... , p(x,) = f(x,). A Figura 4.1 ilustra este caso.
y

Figura 4.1. Exemplo de Interpolacao.

Teorema 3. Seja f(x) uma funcdo conhecida nos n + 1 pontos distintos xy, x1, Xa, ..., X,. Existe um tnico

polinémio p(x), de grau menor ou igual a n, tal que:
p(x;)) =f(x), parai=0:n.

Prova 1. Se¢ja:

p(x) = f(xo)lg(x) + FO)(x) + FO)B(x) + ...+ F(xa) I} (x)
AL 41
k=0
onde I} sdo os polinbmios de Lagrange definidos por:
/n (x = x0)(x = x1) ... (X = Xk—1) (X = Xpe11) - (X — xp)
g (k= x0) (X = x1) oo (X = Xk—1) (Xk = Xky1) - - (X — Xa)
(4.2)

(x — x)
Rif-=

Sabemos que:
Rx)=1 e [l(x)=0 parai#k.

Com isso, verificamos que p(x) € o polinbmio interpolador.

A unicidade é consegiiéncia de ser p(x) = 0 o dnico polinbmio de grau n que se anula em n+ 1 pontos distintos.
De fato, supondo que existam dois polinbmios interpoladores p1(x) € po(x), usamos (4.1) com p(x) = p1(x)—p2(x)
para mostrar que p(x) = 0 e portanto, p1(x) = p2(x).

O polindmio interpolador (4.1) é conhecido como Fdrmula de Lagrange.
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Exemplo 12. Encontre o polindmio que interpola f(x) =

5 N0S pontos xp = 2, x1=25ex3=4.
X

Como serdo usados trés pontos, o polindmio interpolador tem grau 2. Pela substituicao dos pontos de inter-

polacdo na expressdo 4.2, calculamos os polinbmios de Lagrange:

(x = x)(x = x2)

(x —2.5)(x — 4)

600 (X0 — x1)(x0 — x2) (2—-25)(2—-4) X = 6.5x + 10
2(x) (X = x0)(x — x2) (x=2)(x—4) 4 +24x+32
' (x1 = x0)(x1 — x2) (2.5 -2)(2.5 - 4) 3

12(x) (x —x0)(x — x1) (x =2)(x —2.5) _ w

? (x2 = x0)(x2 — x1) (4—-2)(4—-2.5) 3

Lembrando que f(x) = 5, f(x) = f(2) = 0.25, f(x;) = f(2.5) = 0.16 e f(x) = f(4) = 0.0625. Usando a
expressdo (4.1) teremos o polindmio interpolador p-(x):

0.0625
(x> —4.5x +5)

0.16
pa(x) = 0.25(x2 —6.5x +10) + T(—4x2 + 24x +32) +
= 0.0575x2 — 0.4388x + 0.8975

Apenas para comparacdo, tomando x = 3 teremos p»(x) = 0.0986, que é uma aproximagdo de f(3) = 0.1111,

com erro absoluto de 0.0125.
A Figura 4.2 ilustra este exemplo.
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4.1.2 Polinomio Interpolador de Newton

Nem sempre temos conhecimento, a priori, do grau adequado para o polinbmio interpolador. Um teste razodvel
consiste em aumentar o nimero de pontos de interpolacao, crescendo portanto o grau do polindmio interpolador,
e testar se houve melhoria nos célculos. Assim, é importante que o trabalho efetuado anteriormente possa ser
reutilizado para estabelecer a expressao do novo polinbmio. Note que, ao acrescentarmos um novo ponto ao
polinémio de Lagrange, teremos de refazer os cdlculos. Por outro lado, o Polinémio de Newton acrescenta um
novo termo aos calculos efetuados anteriormente.

Considere a forma do polinbmio interpolador de Newton:
pr(x)=do+ di(x —x0) + da(x —x0)(x —x1) + ... + dp(x = x0) (X — x1) ... (X — Xp—1) (4.3)

ondecadad;, i=0,1,2,..., n é conhecido como operador diferencas divididas.

Operador Diferencas Divididas

Seja y = f(x) que passa pelos pontos (x;,y;), f=0,1,2,..., n. O operador de diferencas divididas A é definido

como:

Ordem 0: A, = = [x]
AO ; —AO ;

Ordem 1: Ay, = 2Ym=aYi =[x, Xi+1]
Xi+1 — Xi
Ayii1 — Ay

Ordem 2: A%y, = S 7 2 =[x, Xit1. Xiy2]
Xi42 — X

A"y — ATy,
Ordem n: A"y, = " X =[x Xit1, Xig2. - - -, Xisn]
i+n — AN

Forma de Newton para o Polinbmio Interpolador

Sejam os n+ 1 pontos (x;,y;), i =0,1,2,..., n, com x; distintos, tais que y; = p(x;), sendo p(x) um polinémio
de grau n. Pela definicao de diferencas divididas, tem-se:

A%p(x) = A%p(x0) _ p(x) — p(x0)

b o] = X — Xo X — Xo
ou
p(x) = p(x0) + [x, x0(x = x0). (4.4)
No entanto,
) = P20 ) sl el - )
Substituindo esta equacdo em (4.4), tem-se:
p(x) = p(xo) + [x0, xa](x — x0) + [x, X0, x1](x — Xx0)(x — x1). (4.5)

Contudo,

b 20, 2] = o, ] =[x, X0, x1] = [X0. X1, X2] + [X, X0, X1, X2] (X — X2).

[, X0, X1, X0] =
X — X2
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Substituindo a equacdo acima em (4.5), tem-se:
p(x) = p(x0) + [x0, x1](x = x0) + [x0, X1, X2] (x — Xx0)(x — x1) + [x, x0, X1, x2](x = x0)(x = x1)(x — Xx2). ~ (4.6)
Continuando o desenvolvimento de [x, xp, x1, o], chega-se a

p(x) = p(x0) + [xo0, x](x — x0) + [x0, x1, X2] (X — x0)(x — x1)

+ X0, x1, X2, x3](x = x0) (X — x1) (X —x2) + ...+

+ [x0. X, ..., Xo](x — x0)(x — x1) ... (X — Xp—1)+
+ [x,x0.x1, ..., Xo](x — X0)(x — x1) ... (x — x;,)
Como p(x) é um polindmio de grau n, [x, xg, X1, ..., xp] = 0.

Tomando yg = p(xp) e usando a notacdo de diferencas divididas com o operador A, tem-se o polindémio de
Newton de grau n:

Pn(X) = yo + Ayo(x — x0) + A%y (x — x0)(x = x1) + ... + A"y (x — x0)(x — x1) ... (X = Xp_1).

Exemplo 13. Use o polindmio de Newton para interpolar os pontos (1,0), (2,2), (4,12) e (5, 20).
Organizando os calculos através de uma tabela, temos:

ixi oy Ay Dy DNy

0 1 O 2 1 0
1 2 2 5 1

2 4 12 8

3 5 20

Tabela 4.2: Tabela de Diferencas Divididas.

Escrevendo o polinbmio de Newton, temos:

p3(x) = yo+Ayo(x —x0) + Ayp(x — xo0)(x — x1) + A3yp(x — x0) (X — x1)(x — x2)
= 0+2(x— 1)+ 1(x—1)(x—2)+0(x —1)(x —2)(x — 4)
= x(x—-1)

Note que, neste exemplo, apesar de usarmos quatro pontos na interpolacdo (portanto esperdvamos obter um
polinémio de grau 3), o resultado foi um polindmio de grau 2. Isto se deve aos quatro pontos estarem sobre uma
parabola.

4.2 Quadrados Minimos Lineares

O método dos Quadrados Minimos € a técnica de aproximacdo mais usada na andlise numérica e em problemas
praticos, pois fornece uma aproximacao para dados que sao medidos com um certo grau de incerteza, buscando
uma aproximacao que minimiza os residuos.

Seja f(x) uma funcdo que serd aproximada por g(x). No caso dos quadrados minimos lineares partimos da
hipétese de que temos alguma informacdo sobre o comportamento de g(x).

Suponha que os dados sdo aproximados por uma funcao do tipo:

f(x) = g(x) = adi(x) + c2d2(X) + ... Cadn(x) (4.7)
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onde as funcdes ¢1(x), ¢2(x), ..., $(x) sdo preestabelecidas.
Para cada conjunto de coeficientes ¢;, i = 1 : n, o residuo de (4.7), em Xk, serd:

r(x) = f(x)—9g(x)
= f(x) — [ad1(xx) + 2d2(xk) + . .. Crdalxk)] (4.8)
= r(x: ¢, C, ..., Cn)
Assim, precisamos determinar ¢;, ¢, ..., ¢, de maneira a melhorar a aproximacdo. A idéia do método dos

quadrados minimos é a de minimizar a soma dos quadrados dos residuos, ou seja, minimizar:

m m

2
D) =Y (F6) — 9(x)?.
i=1 =1
onde f(x;), i = 1: m, sdo os dados que serdo aproximados.
Quando temos o caso de aproximar f(xx), uma funcdo conhecida para todo x, por uma expressao mais simples

g(x), o método dos quadrados minimos minimiza:

b b
/ r?(x) dx = / (f(x) — g(x))? dx.

Definicio 1. O produto escalar entre duas funcbes f(x) e g(x) € definido por:

Z f(x)g(x;),  no caso discreto, isto €, se f(x) e g(x)
i=1
<f g>= sdo conhecidos em x;, i = 1. m. (4.9)

b
/ f(x)g(x) dx, no caso continuo, isto €, se f(x) e g(x)

sdo conhecidas e integraveis em (a, b).

Note que, (4.9) possui as seguintes propriedades:

1. <a1g1 +axg, h>=a; < g1, h> 4a, < g», h > — Linearidade.

2. < f,g>=<g,h>—- Comutatividade.

3. <g,9>>0e <g,9g>=0<« g=0 - Positividade.

Usando (4.9), minimizando < r, r >, que é uma funcdo de ¢, ¢, ... Cp.

Exemplo 14. Regressdo Linear (quadrados minimos com uma reta)
Dada uma tabela com m valores (x;, f(x;)), I = 1 : m, queremos encontrar a reta (f(x) ~ g(x) = c1¢1(x) +
Cdo(x)) que melhor ajusta esta tabela, no sentido dos quadrados minimos. Tomando ¢1(x) = 1 e ¢a(x) = x,

temos:
f(x) = g(x)=c + ax.

O residuo para cada par (ci, ¢3) e para cada x, serd r(cy, ¢, x) = f(x) — ¢ — &ox. Assim, pelo método dos

quadrados minimos devemos procurar ¢; € C» que minimizem a funcao:

m
< rr> (Cl, C2) =< f(X) — (1 — OX, f(X) —C1 — OX >= Z [f(X,) —C — C2X,']2.
i=1
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Do Calculo Diferencial sabemos que a condicdo necessaria do ponto critico é que as derivadas nele se anulem,
isto é,
0 o
— < rnr>=—<rr>=0,
8c1 802

ou ainda, procedidas as repectivas derivacées com respeito a ¢; e ¢; em < r, r > temos:

—i2(f(x,-) —C — C2X,') =0e — in,' (f(X,) —C — C2Xi) =0

i=1 i=1

Estas duas equacbes formam um sistema linear nas incégnitas c1 e ¢y, que pode ser reescrito na forma:

mcy + ¢ ZX,‘ = Z f(x)
=1 =1
o] ZXi+CQZXi2 ZX,‘f(X,‘)
i=1 i=1 =1

Para ilustrar este procedimento, considere o ajuste da tabela abaixo por uma reta:

X; 0 0.25 0.5 0.75 1.0
f(x;) 1.000 12840 1.6487 2.1170 2.7183

Tabela 4.3: Dados para ajuste de curva.

Usando os valores da tabela temos:
5 5
> x =25 > x?=1875
i=1 i=1
5 5
> f(x)=8.768 > xf(x)=54514
i=1 i=1

Assim, os valores de ¢; e ¢, da melhor reta (no sentido dos quadrados minimos) sdo obtidos pelo sistema:

5¢ + 25¢ = 8.768
25 + 1.875¢ 5.4514

Resolvendo o sistema, obtemos ¢; = 0.89968 e ¢, = 1.70784, ou seja g(x) = 0.89968 + 1.70784x. Os valores de
g(x;) e os respectivos residuos estdo na tabela abaixo.

X; 0 0.25 0.5 0.75 1.0

f(x;) 1.000 1.2840 1.6487 2.1170 2.7183
g(x;) 0.89968  1.32664 1.7536 2.18056  2.60752
r(x;) 0.10032 —0.04264 —0.1049 —0.06356 0.11078

Neste exemplo, a soma dos quadrados do residuo é:

5
> r(x) = 0.039198

i=1
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4.3 Interpolacao com Splines

Se a funcdo f(x) esté tabelada em (n+ 1) pontos e a aproximarmos por um polinémio de grau n que a interpole
sobre os pontos tabelados, o resultado dessa aproximacao pode ser ruim quando n cresce.

Uma alternativa € interpolar f(x) em grupos de poucos pontos, obtendo-se polindmio de grau menor, e impor
condicOes para que a funcao de aproximacao seja continua e tenha derivadas continuas até uma certa ordem. Para
que isto aconteca, devemos respeitar as condicdes da Definicdo 2.

Definicao 2. Considere a fungdo f(x) tabelada nos pontos xy < x1 < ... < X,. Uma funcdo S,(x) é denominada
spline interpolante de grau p com nds nos pontos x;, j = 0,1, ..., n, se satisfaz as sequintes condicoes:

1. em cada subintervalo [x;, xj+1], j = 0,1,...,(n—1), Sp(x) € um polinémio de grau p;
2. Sp(x) € continua e tem derivada continua até ordem (p — 1) em |[a, b].

3 Sp(x)="1f(x),j=0,1,....n

A origem do nome spline vem de uma régua eldstica, usada em desenhos de engenharia, que pode ser curvada
de forma a passar por um dado conjunto de pontos (x;, ¥;), que tem o nome de spline. Sob certas hipdteses (de
acordo com a teoria da elasticidade) a curva definida pela régua pode ser descrita aproximadamente como sendo
uma funcado por partes, cada qual um polindmio clibico, de tal forma que ela e suas duas primeiras derivadas sao
continuas sempre. A terceira derivada, entretanto, pode ter descontinuidades nos pontos x;. Esta funcdo é uma
spline cubica interpolante com ndés nos pontos x;, segundo a Definicdo 2.

Estudaremos aqui dois tipos de Interpolacdo por Splines: Interpolacdo por Spline Linear e Interpolacdo por
Spline Cibica.

4.3.1 Interpolacao por Spline Linear

A interpolacdo por spline linear de f(x), S(x), nos pontos xi, Xo, ..., X, pode ser escrito na forma de subinter-
valos [xj—1, ], j=1,...,n como:
X; — X X — Xji_1
Si(x)=f(x_1)—L—— + f(x E Vx € [xi_1,x].
100 = g 0) 2 4 1) L b2,

Assim:
1. S(x) é um polindmio de grau 1 em cada subintervalo [xj_1, X;];
2. S(x) é continua em (xj_1,X;) € nos pontos x;, uma vez que S(x) estd bem definida, pois:
Si(x;) = Sjy1(x;) = f(x;) = S(x) € continua em [a, b] e, portanto, S(x) € uma spline linear;
3. S(x;) = Sj(x;) = f(xj) = S(x) € a interpolacdo por spline linear de f(x) nos pontos xg, X1, . .., Xp.
Exemplo 15. Achar a funcao de interpolacao por spline linear de:

x 1.0 20 50 7.0
f(x) 10 20 30 25

De acordo com a definicdo:
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X1 — X X — Xo
= f f
(XO)Xl — X0 + (Xl)xl — X
= 122X 4 XEl oo = e [1,2]
- 21 -1 Xxrexme = o Xelh
X2 — X X —X
= f f
(Xl)x2 mpvi (Xz)x2 s
p27X . gXxz? 25 x)4x-2 = S(x+4) xe[25]
= = -5—x)+x—-2 = =(x X
5-2 5-2 3 3 '
X3 — X X — X2
= f f
(X2)X3 o T (X3)X ~
- alzx 25572 = L osci85), xe[57]
- 7-5 P75 T X TeR) xED
ou ainda,
X se x€]1,2]
1
— = 4 €12,5
S(x) =4 3(x+4) se x€[25]
1
5(_0'5X+8'5) se x €157
4.3.2 Interpolacao por Spline Cibico
A spline linear apresenta a desvantagem de ter derivada primeira descontinua nos pontos x;, j = 1,2,...,n.

. -

Se usarmos splines quadraticas, teremos que S»{x) tem derivadas continuas até a ordem 1 apenas €, portanto, a

curvatura de S»(x) pode trocar nos pontos x;. Por esta razdo, as splines ctibicas sdo mais usadas.

Definicdo 3. Dada uma funcdo f(x) definida em [a, b] e um conjunto de nés a = x5 < x; < ... < x, = b, um

spline cubico interpolador S(x) para f é uma funcio que satisfaz as seguintes condicbes:

1. S(x) é um polinémio cubico, indicado por S;(x), no intervalo [x;, xj+1] para cada j =0, 1

2. S(x;) =f(xj) paracadaj=0,1

3. Sjt1(X41) = Sj(xj41) para cada j =0,1,. ..,

4. 5] 1(X+1) = Sj(xj41) para cadaj=0,1, ...,

5. S (X41) = S]'(Xj+1) para cadaj =0,1,...,

(n—2);
(n=2);
(n=2);

6. Um dos seguintes conjuntos de condicoes de contorno € satisfeito:

(a) $"(x0) = S"(x,) = 0 (condicdo de contorno livre ou natural);

(b) S'(x0) = f'(x0) e S'"(x) = f'(x,) (contorno restrito).

.....

Para se construir o spline clibico interpolador para uma funcao dada, as condicbes indicadas na definicao sao

aplicadas aos polindmios clibicos

Sj(x) = a + bj(x = x) + ¢i(x = x)* + d(x = x)°
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paracada;j=0,1,..., (n—1) (condicdo (1)).
Da condigdo (2), temos:

Si(x) = a+ b —x) + Gl —x)* + di(x — x)°
= aj
Six) = a =1f(x),

aplicando a condicdo (3),
ajp1 = Spa(x11) = S(41) = a + (41 — x) + G (41 — %)% + di(x11 — x))°

paracadaj=0,1,..., (n—2).
Denotando h; = xj+1 — X;, simplificamos a notacdo para cada j =0,1,..., (n—1). Se definirmos a, = f(x,),
entdo a equacao:
aj+1 = aj + bihy + I} + d;hy (4.10)

é valida paracadaj=0,1,2,..., (n—1).
Tomando Si(x), temos:
S;(x) = b + 2¢(x = x;) + 3dj(x — x7)?

implica que:
Si(x) = by +2¢(x; — x;) + 3d;(x; — x)> = Sj(x) = b;

paracadaj=0,1,2,..., (n—1). Aplicando a condicdo (4) , temos:

bis1 = by +2¢h; + 3d;h? (4.11)
paracadaj=0,1,2,..., (n—1).
Sendo S'(x) = 2¢; + 6d;(x — x;),
SI(x) = 2G+6d,(x — x)
5/'(x%)
= 4
2

Aplicando na condi¢do (5), paracadaj=0,1,..., (n—1),

2Cj+1 = 2CJ + 6djhj
G+1 = G +3dih
Isolando d;:
Civ1 — G
d=2—- 4.12

Substituindo a equacdo (4.12) nas equacGes (4.10) e (4.11), respectivamente, temos:

Cint — C:
a1 = a+ bjhj + CJ'th + ( J+;h. J) hj3
! (4.13)

Ci1—C
aj + bih; + gih? + (J3J> h?
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bin = bj+2gh+3 (L9 p
3h;
= bi+2¢h+ (41— G)h (4.14)
= b+ (gn+agh

Resolvendo a equacdo (4.13) para b;, temos:

i1 — G

aji+1 = 4 + bjhj + thj2 + (J 3hj J) hJ3

h?
bihy = (ajt1—a) - gj (2¢i + ¢j41) (4.15)
1 h;
by = Fj(aj+l - a) - gj (26 + Gy1)
Reduzindo os indices para bj_y:
1

hi
(8~ a) — 75 (26 + )

Substituindo esses valores na equacgdo (4.14), com os indices reduzidos, temos o sistema linear de equacgdes:

b = b1+ (g+G-1)h
1 hj 1 hi_q
(@ —a) - gj g+ ¢s1) = Tl(af —aj-1) — jT (2g-1+G) + (G + G-1)hi—1 (4.16)
J J—
3 3
hioig-1 +2¢(hi—i + h) + higer = (g —a) — —(a — a-1)
h; hi 1
paracadaj=1,2,...,{(n—1). Esse sistema envolve apenas {CJ}J'.’:O como incégnitas, na medida em que os valores

n—1 n ~ . < n <
de {h;}_, e {a;}_, sdo dados, respectivamente, pelo espacamento dos nds {x;};_, e os valores de f nos nos.

Note que, uma vez que os valores de {Cj};:o sao determinados, essa é uma maneira simples de encontrar as
constantes {bj}fz_ol remanescentes na equacio (4.15) e {dj};zo da equacdo (4.12), e de se construir os polindmios

S n—1
clbicos {S;(x)}_g-

A questdo maior que fica em relacdo a essa construcdo é se os valores de {CJ-};:O podem ser encontrados
utilizando-se o sistema de equacdes (4.16) e, se a resposta for positiva, se esses valores sdo tnicos. Os teoremas
a seguir indicam esse é o caso quando qualquer das condicdes de contorno dadas na parte (6) da Definicdo 3 é
imposta.

Teorema 4. Se f é definida em a=xyg < x1 < ... < x, = b, entdo f tem um dnico spline interpolador natural
(ou livre) S nos nds xy, X1, ..., Xa; isto €, um spline interpolador que satisfaz as condicdes de contorno S"(a) =0
e S"(b) =0.

Prova 2. As condicBes de contorno nesse caso implicam que ¢, = S"(x,)/2 = 0 e que:
0= 5"(x0) = 2¢cy + 6do(x0 — X0);

e portanto ¢y = 0.
As duas condicbes cg = 0 e ¢, = 0, juntamente com as equacdes (4.16), produzem um sistema linear descrito

L. A. P. Cantao 44



Capitulo 4. Ajuste de Curvas CNC

pela equacdo vetorial Ax = b, onde A é uma matriz (n+ 1) x (n+1):

1 0 0 0
ho  2(hg + h1) hy

0 hy 2(h1 + h)  hy

. hn72 2(hn72 + hnfl) hnfl

e b e x sdo os vetores:
0

3 3
;71(82—21)—;70(81—30) o
@]

b= e x=

3 3

Fin1 (an - an—l) ~ B (an—l - an—2) Ch
L O -
A matriz A € diagonalmente dominante, e portanto, tem solucao tinica para ¢y, C1, .. ., Cp.

Teorema 5. Se f é definida em a = xg < x; < ... < x, = b, e diferencidavel em a e b, entdo f tem um spline
interpolador restrito S nos nds xg, x1, . . ., X,, isto é, um spline interpolador que satisfaz as condicoes de contorno
S5'(a) = f'(a) e S'(b) = f'(b).

Prova 3. Como f'(a) = S'(a) = S'(xo) = bg, aplicando-se a equacdo (4.15), com j = 0, temos:

1 h
fl@) = -(a-a)-FCo+a)
3
3f'(a) = Fo(al —ag) — ho(2¢o + 1)

2h0 C t+ ho 1

3 /
F(al — ap) — 3f'(a)
0
Do mesmo modo (equacdo (4.14)):
fl(b) =b,=bp_1 + hnfl(cnfl + Cn)

de maneira que a equacdo (4.15) nos permite dizer que j = n — 1 implica que:

an — ap— hn—
f’(b) = : - : (2Cn71 + Cn) + hnfl(cnfl + Cn)
h,_1 3
a, — a,— h,—
fi(b) = =+ (Coe1 +267)
h,_1 3
3
3f'(b) = Aot (an — ap-1) + hp_1(Cr1 + 2¢,)
h—
3
hp_1Chy + 2016, = 3f’(b) - ho (an - an—l)
n—

L. A. P. Cantao 45



Capitulo 4. Ajuste de Curvas CNC

A equacdo (4.16), juntamente com as equacoes:
3 )
2h0C0+hoC1 = h—(al —80)—3f (a)
0

3
hpo1Caoy +2hp16, = 3f’(b) - Tl(an - an—l)

n—

determinam o sistema linear Ax = b, onde

2h, ho 0 0
ho  2(hg + hy) hy

0 h 2(h +h2) o

. . hn72 2(hn72 + hnfl) hnfl
0 0 hnfl 2hn71

e b e x sido os vetores:

(a1 — ao) — 3f'(a)

ala —a1) = (a1 — ao) o
&]

b= e x=
%(an - anfl) - ﬁ(anfl - an72) Cn

37/(b) — 52 (a5 — an-1)

A matriz A € diagonalmente dominante, e portanto, tem solucao tnica para ¢y, C1, ..., Cp.

Exemplo 16. Construa os splines ctibicos naturais, com S"(xy) = S"(x,) = 0, para:

X; 0.1 0.2 0.3 0.4
¥i  —0.62049958 —0.28398668 0.00660095 0.2484244

Como os intervalos estdo igualmente espacados, h; = 0.1, para j = 0,1,2,3. Assim, usando o Teorema 4,
temos o seguinte sistema tridiagonal linear:

1 0 0 O o 0
0.1 04 01 0 a | | -1.377581
0 01 04 0.1 o | | —1.4629254
0 0 0 1 o 0

Resolvendo o sistema acima, temos ¢’ = [0, —2.698738, —2.982629, 0] .

Como a; = f(x;), paraj = 0,1, 2,3, podemos determinar b; e d;, para j = 0,1, 2 usando as equacbes (4.15) e
(4.12), respectivamente, como mostra a Tabela 16.

A partir da Tabela 16, podemos montar a funcdo spline:

—0.62049958 + 3.4550869(x — 0.1) — 8.9957933(x — 0.1)3 x €[0.1,0.2)
S(x) ={ —0.28398668 + 3.1852131(x — 0.2) — 2.698738(x — 0.2)2 — 0.9463033(x — 0.2)3  x € [0.2,0.3)
0.00660095 + 2.6170764(x — 0.3) — 2.982629(x — 0.3)2 + 9.9420967(x — 0.3)3 x € [0.3,0.4]
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aj bj G dj
—0.62049958 3.4550869 0 —8.9957933
—0.28398668 3.1852131 —2.698738 —0.9463033
0.00660095  2.6170764 —2.982629  9.9420967
0.24842440 — 0 —

Tabela 4.4: Coeficientes para os splines naturais.

Exemplo 17. Construa os splines ciibicos restritos, com f'(0.1) = 3.58502082 e f'(0.4) = 2.16529366, para 0s
dados do exemplo anterior.
Como os intervalos estdo igualmente espacados, h; = 0.1, para j = 0,1,2,3. Assim, usando o Teorema 5,

temos o seguinte sistema tridiagonal linear:

02 01 0 0O o —0.6596755
0.1 04 01 0 a | | -1.377581
0 01 04 01 o | | —1.4629254
0 0 01 02 o —0.7588225

Resolvendo o sistema acima, temos ¢T = [—2.1498408, —2.29703, —2.4394481, —2.5743885] " .
Como a; = f(x;), paraj=0,1,2,3, podemos determinar b; e d;, para j = 0,1,2 usando as equacbes (4.15) e
(4.12), respectivamente, como mostra a Tabela 17.

aj bj G dj
—0.62049958 3.5850208 —2.1498408 —0.4907741
—0.28398668 3.1403294 —2.297073  —0.4745836
0.00660095  2.6666773 —2.4394481 —0.4498015
0.24842440 — —2.5743885 —

Tabela 4.5: Coeficientes para os splines restrito.
A partir da Tabela 17, podemos montar a funcdo spline:

—0.62049958 + 3.5850208(x — 0.1) — 2.1498408(x — 0.1)2 — 0.4907741(x — 0.1)>  x € [0.1,0.2)
S(x) ={ —0.28398668 + 3.1403294(x — 0.2) — 2.297073(x — 0.2)2 — 0.4745836(x — 0.2)3 x €[0.2,0.3)
0.00660095 + 2.6666773(x — 0.3) — 2.4394481(x — 0.3)? — 0.4498015(x — 0.3)3 x €[0.3,0.4]

4.4 Exercicios

1. Obtenha o polindmio interpolador de Lagrange e Newton para as seguintes funcoes :

(a) f(x) =e®*cos3x, x=0,x =03ex =06, n=2;
(b) f(x) =sen(Inx), xp =2.0,x1 =24 X0 =26, n=2;
(o) f(xX)=Inx,x=1,xx=11,x=13ex3 =14, n=3;
(d) f(x) =cosx+senx, xg=0,x =025 x=05ex3=1.0, n=3.
2. Utilize o polindmio interpolador de Lagrange e de Newton de grau 1, 2 e 3 para aproximar cada um dos
seguintes items:
(a) £(8.4) se f(8.1) = 16.94410, f(8.3) = 17.56492, f(8.6) = 18.50515 e f(8.7) = 1882091;

(b) f(~1) se f(—0.75) = —0.07181250, f(—0.5) = —0.02475000, f(—0.25) = 0.33493750 e f(0) =
1.10100000;
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(c) £(0.25)se £(0.1) = 0.62049958, £(0.2) = —0.28398668, £(0.3) = 0.00660095 e £(0.4) = 0.24842440;
(d) £(0.9) se £(0.6) = —0.17694460, £(0.7) = 0.01375227, £(0.8) = 0.22363362 e f(1.0) = 0.65809197.

3. Seja p3(x) o polindmio interpolador para os dados (0,0), (0.5,y), (1,3) e (2,2). Encontre y para o caso
em que o coeficiente de x> em Ps(x) é 6 (use o polindmio interpolador de Lagrange).

4. Utilize os seguintes valores e aritmética com arredondamento de quatro digitos para obter uma aproximacao
para 1(1.09), utilizando um polindmio de Lagrange e um de Newton de 32 grau. A funcdo que estd sendo
aproximada é f(x) = log;o(tg x). Utilize esse conhecimento para encontrar um limite para o erro na aproxi-
macao:

£(1.00) = 0.1924 f(1.05) = 0.2414 f(1.10) = 0.2933 f(1.15) = 0.3492

5. Apresentando os dados
X; 4.0 4.2 4.5 4.7 5.1 55 5.9 6.3 6.8 7.1

yi 10256 113.18 130.11 142.05 167.53 195.14 224.87 256.73 299.50 326.72

(a) Construa o polinémio de quadrados minimos de grau 1 e calcule o erro.
(b) Construa o polinémio de quadrados minimos de grau 2 e calcule o erro.
Resposta: (a) y = 72.0845x — 194.138, (b) y = 6.61821x% — 1.14352x + 1.23556.
6. Repita o exercicio anterior para os seguintes dados:
X; 0.2 0.3 0.6 0.9 1.1 1.3 1.4 1.6

yi 0.050446 0.098426 0.33277 0.72660 1.0972 1.5697 1.8487 2.5015

7. Encontre os polindmios de quadrados minimos de graus 1, 2 e 3 para os dados apresentados na tabela abaixo.
Calcule o residuo para cada caso (erro).

x; 1.0 1.1 1.3 15 1.9 21
yi 184 196 221 245 294 3.18

Resposta: y; = 0.620895 4 1.219621x, y» = 0.5965807 + 1.253293x — 0.01085343x2 e y; = 0.6290193 +
1.18501x + 0.03533252x2 — 0.01004723x°.

8. Transforme os modelos abaixo em relacdes lineares:

1
1+ ebx

@ y=5rm (b) y = ab* © ¥ =51 (d) y =

9. Suponha que num laboratério obtivemos experimentalmente os seguintes valores para f(x) sobre os pontos
X, I=1:8:
X; —-1.0 —-0.7 -04 -0.1 0.2 0.5 0.8 1.0
f(x;) 36.547 17.264 8.155 3.852 1.820 0.860 0.406 0.246

(a) Faca o diagrama da dispersdo dos dados;
(b) Ajuste os dados, usando o Método dos Quadrados Minimos, para a funcdo y = ¢; e~ %,

(c) Calcule o residuo da sua aproximacgdo.

L. A. P. Cantao 48



Capitulo 4. Ajuste de Curvas CNC
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Resposta: y = 3.001e~2:5%,

10. Ajuste os dados:

(a) usando a aproximacdo y = Faca o gréfico para 1/y e verifique que esta aproximacdo é

(co+ax)
vidvel;

(b) idem para y = ab*;

(c) compare os resultados (a) e (b).

1
0.195 + 0.0185x

11. O ndmero de bactérias, por unidade de volume, existente em uma cultura apds x horas é apresentado na

Resposta: (a) y = , (b) y =5.5199(0.8597)*.
tabela:

ntdehoras(x) 0 1 2 3 4 5 6
n2 de bactérias por vol. unitdrio (y) 32 47 65 92 132 190 275

(a) Verifique que uma curva para se ajustar ao diagrama de dispersdo € do tipo exponencial;

(b) Ajuste aos dados as curvas y = ab* e y = ax’; compare os valores obtidos por meio destas equacdes

com os dados experimentais;

Resposta: y = 32.14685(1.42696)% e y = 38.83871x0-963,

(c) Avalie da melhor forma o valor de y(x) para x = 7.
12. Determine o spline cibico livre S que interpole os dados f(0) =0, f(1) =1e f(2) = 2.
Resposta: S(x) = x, em [0, 2].

13. Determine o spline clbico restrito S que interpole os dados f(0) = 0, f(1) = 1 e f(2) = 2 e satisfaz
s'(0)=5'(2) = 1.

14. Construa os splines ctbicos livres para os dados que se seguem.

(a) £(8.3) = 17.56492 e f(8.6) = 18.50515;
(b) £(0.8) = 0.22363362 e £(1.0) = 0.65809197;
(¢) f(—0.5) = —0.02475, £(0.25) = 0.3349375 e £(0) = 1.101

15. Os dados no Exercicio acima foram gerados utilizando-se as funcdes a seguir. Use os splines ctibicos cons-
truidos para os valores dados de x, para aproximar f(x) e f'(x), e calcule o erro absoluto.

(a) f(x) = xInx; aproxime f(0.84) e f'(0.84);
(b) f(x) =sen(e*—2); aproxime (0.9) e '(0.9);
(c) f(x) = x344.001x? + 4.002x + 1.101; aproxime f(—1/3) e f'(1/3);
16. Construa os splines ctbicos restritos utilizando os dados do Exercicio (10) e o fato de que:

(a) £'(8.3) = 1.116256 e f'(8.6) = 1.151762;
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

(b) £/(0.8) =2.1691753 e f'(1.0) = 2.0466965;
(c) f'(=0.5) = 0.751 e £'(0) = 4.002;

Repita o Exercicio (11) utilizando os splines gerados no Exercicio (12).
Um spline cibico natural S em [0, 2] é definido por:

) So(x) = 14+2x—x3 se0<x<1
X)) =
Si(x) = 24+b(x—1D+c(x—1)2+d(x—-1)° sel<x<?2

Encontre b, c e d.

Resposta: b=—1, c=—-3ed=1.

Um spline clibico restrito S para uma funcdo f é definido em [1, 3] por:

S(x) = So(x) = 3(x—1)+2(x—1)2—(x—1)3 sel<x<?2
TV Six) = a4 bx—2)+c(x—22+d(x—2)° se2<x<3

Dados f'(1) = f'(3), encontre a, b, c e d.

Construa um spline ciibico livre para aproximar f(x) = cos(mwx) utilizando os valores dados por f(x) em
x =0,0.25,0.5,0.75, 1.0. Integre o spline em [0, 1] e compare o resultado com fol cos(mx)dx = 0. Use as
derivadas do spline para aproximar /(0.5) e f"(0.5). Compare essas aproximac¢des com os resultados reais.

Repita o exercicio acima, construindo desta vez um spline cibico restrito com f'(0) = (1) = 0.

Dada a particdo x = 0, x3 = 0.05 e x, = 0.1 de [0,0.1], encontre a fun¢do interpoladora linear para
f(x) = e*. Aproxime foo'l e dx com foo'l S(x) dx, e compare os resultados com os valores reais.
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cAPiTULO B

Integracao Numérica

Introducao
Por que Integracdo Numérica ? Isto é: por que ndo restringir o cdlculo de integrais ao uso das técnicas de

integracao estudadas no Célculo Diferencial e Integral 7 A resposta para essa questdo tem por base dois fatos:

1. Geralmente em problemas envolvendo o cdlculo de integrais ndo se conhece a expressao analitica da funcao
integrando, somente os valores dessa funcdo, o que inviabiliza o uso das técnicas integracao do Célculo, mas

que sao os dados necessarios para a integracao numeérica;

2. Mesmo quando se conhece a expressao analitica da funcao integrando, o célculo da funcdo primitiva pode
ser trabalhoso e nem sempre simples. Por exemplo, a integral

/ e dx

resulta em uma funcdo que n3do pode ser expressa em termos de combinacdes finitas de outras funcoes

algébricas, logaritmicas ou exponenciais.

A idéia bdasica da integracdo numérica reside na aproximacao da funcao integrando por um polindmio. As
férmulas de integracdo sdo somatérios cujas parcelas sdo valores da fun¢do f(x) calculados em pontos e multi-
plicados por pesos convenientemente escolhidos. Assim, vamos procurar desenvolver férmulas de integracao do

tipo:

/b f(x)dx = z”: w;if(x), (5.1)
a i=0

onde a < xp < X1 < -+ < X, < b sao chamados pontos de integracao e w; sao os pesos da férmula de integracao.

5.1 Foérmula de Newton-Cotes

. I b—a )
Neste caso, os pontos de integracdo sdo igualmente espacados em (a, b), tal que h = ——, onde n é um
n
nimero inteiro. Os pontos de integracdo (para este caso) s3o:

xi=a+jh j=0:n
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Considere agora o polinémio de Lagrange de grau n que interpola os (n+ 1) pontos (x;, f(x;)), i=0:n

pn(x) = Z F(xi) i (x).

i=0

Integrando esta dltima expressdo no intervalo (a, b), temos:

b n b
/ f(x)I(x)dx = Z f(x) / li(x) dx.
g i=0 a

Assim, de (5.1), o cdlculo de w; € obtido pela integracdo de /j(x), isto é:

W = /'b 1(x) dx = /b (E:;_— X0) - (X = Xi—)(X = Xit1) - - - (X — Xp) dx (5.2)

Xo) - (Xi = Xi—1)(X;i — Xi41) - - (X — Xp) '

Através da equacdo (5.2) podemos obter férmulas do tipo Newton-Cotes para polinbmios de qualquer grau.

5.1.1 Foérmula dos Trapézios: n =1

A férmula dos trapézios corresponde a interpolacao da funcao a ser integrada por um polinémio de grau n = 1.
Como a interpolacao linear pede 2 pontos, tomaremos os extremos do intervalo de integracao, isto é, a = xg €
b= X1.

A expressdo (5.2) nos permite encontrar os pesos da regra dos trapézios:

X=X1

X (x —x 1 [ X —x1)? h
wy = (_71)dx - j/ (x—x1) = _ = x)® - U
w (X0 —x) h Jx 2h X=X 2
X1 _ 1 X1 _ 2 | X=x1 h
wo= [Tl Mg o BT
X0 (Xl — Xo) h X0 2h X=xo 2

Com isso, podemos estabelecer a férmula dos trapézios para a integracdo no intervalo (xp, x1):

/ "0 dx = D1 G0) + ). (5.3)

X0

5.1.2 Férmula de Simpson: n =2

Para estabelecer a formula de Simpson, interpolamos f(x) usando um polinémio de grau 2 que coincide com

~ _ (a+ b)
essa funcdo nos pontos xg, X1 € Xo. Assim, tomamos n =2, xp = a, X =

e xo = b em (5.2). Integrando
os polinémios de grau 2, estabelecemos os pesos da férmula de Simpson:

[ (x = x)(x — x2) _ h
o= w (X0 —x1)(x0 — x2) B

[ (x = x0)(x — x2) _ 4h
"= X0 (a —x0)(x1 — x2) = 3

[ (x = x0)(x — x1) _h
"= X0 (x2 = x0)(x2 — x1) = 3
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O cdlculo das integrais acima podem ser simplificados lembrando que:
X1—X0:h, X2—X1:h, X2—X0:2h

e usando a substituicao de varidveis t = x —x; eportanto t+h=x—xy+h=x—xp, t—h=x—x3—h=x—x.
Por exemplo, fazendo estas substituicdes no cdlculo do peso wy temos:

WO:/X1 (x = x1)(x — x2) dx:/h t(t —h) dt:g

o (Xo — Xl)(XO — X2) h 2h2

Dessa maneira, usando polindmios interpoladores de grau 2, estabelecemos a férmula de Simpson:

/Xz F(x) dx = (g) [F(x0) + 4F (x1) + F ()] . (5.4)

Figura 5.1: Aproximacao de integral por trapézio e Simpson.

A Figura 5.1(a) mostra a drea sob a curva aproximada pela drea do trapézio e a Figura 5.1(b), a drea sob a
pardbola que passa pelos pontos (xg, f(x0)), (x1, f(x1)) € {x2, f(x2)).

5.1.3 Férmulas de Newton-Cotes para n=3en=4

/ " (0 I(x) dx = (?) [F (%) + 3F (1) + 3F () + F(6)] (5.5)

0

/X4 f(x)I(x)dx = (421/57) [7f(x0) + 32f(x1) + 12f(x2) + 32 (x3) + 71 (x3)] (5.6)

Exemplo 18. Sabemos que

21
In2= [ =dx20.69314718.
1 X

Use as formulas de Newton-Cotes apresentadas (formulas (5.3), (5.4), (5.5) e (5.6)) para obter aproximacdes
para In2. Calcule o erro absoluto de cada aproximacao.
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5.2 Foérmulas Repetidas
(b—2a)

n
X; = X;_1 + h e x, = b. Podemos aplicar a regra dos trapézios para cada um dos subintervalos. Assim, lembrando

Divida o intervalo de integracdo [a, b] em n subintervalos de igual comprimento h = . Sejam xg = a,

que x; — x;_1 = h, e as propriedades de integrais, temos:

/ab F(x) dx / R ds / et / RCEE / o

(5) 7G0) +260) +27Ge) ..+ 2F ) + 00

Il

(5.7)

1R

Se optarmos por aplicar a férmula de Simpson repetida, devemos repartir o intervalo num nimero par de

subintervalos, uma vez que cada parabola requer trés pontos de interpolacao. Assim, se n € um ndmero par:

/ab f(x) dx / F(x) d”/m Fladut ... +/Xn rlo) &

X2 Xn-2

(5) 17000+ 4700 + 200 470 4 2000 ) 44705, ) 4000

2 {F00) + 4TFGa) + FO) + )] +
2{f(x0) + f(xa) + ... + F(xp—2)] + F(x2)}

Exemplo 19. Ainda calculando aproximacdes para In2, aplique as férmulas (5.7) e (5.8) no intervalo [1,2] e
h =0.25. Calcule o erro absoluto para cada aproximacao.

5.3 Integracao de Romberg

As férmulas de Newton-Cotes podem ser combinadas de modo a melhorar a aproximacao da integracao
numérica. Uma técnica eficiente para estabelecer esta combinacdo € através da integracao de Romberg, que
é baseada na extrapolacdo de Richardson.

5.3.1 Extrapolacao de Richardson

Inicialmente, seja g uma funcao com derivadas de todas as ordens em algum intervalo contendo xo como um

ponto interior. Entac a expansao da série de Taylor gerada por g em x = xp é:

) (x
g(x) = ZQ (O) ~ xo)K

= g(xo) + g'(x)(

(5.9)

9" (x0) 9" (%)
o x—xo)Q—I—...—I—T(x

—Xg)n+...

Seja g(0) um valor a ser calculado, e g(h) sua aproximacdo, calculada em funcdo do pardmetro h (isto é,
h = x — x3). Usando a equacdo (5.9) em torno de zero, de g(h) e g(h/2), teremos, respectivamente:

g(h) = 9(0)+9(0)h+9”(0) +9’”(0)
o(3) = 90 +d@1+ 0% +3" 05
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Tomando os dois primeiros termos do lado direito destas duas expressdes, vemos que g(h) e g(h/2) sdo
aproximacoes para g(0). Combinando convenientemente estes dois somatorios definimos uma aproximagao mais

precisa:
s = 20(3) -9 = 57 |29 (3) - o)
= 000+ 200 +200) 5 + 29" 0 + | -

2 3
[9(0) +9'(0)h+ g”(O)% + g"'(O)h6] _

h2 " h3
_ _ Al o -
= g(0)—-g (0)4 39 (0)24+---

Se g1 (h) for usada para calcular g(0), entdo este serd mais preciso. Repetindo a idéia, tomamos agora g;(h)
e g1(h/2) para definir outra aproximacdo g»(h). Sejam:

h2 mn h3
_— _ Al o -
gi(h) = g(0)—g"(0) 7 39 (0)24+---
h _ " h2 m h3
91(2) = g(0)—g (0)16 3g (0)192+---

Subtraindo a primeira equacao da segunda, multiplicada por 4, teremos:

3
0. (5) - () = 39(0) + 39" O 3 + ..

suh) = 3 J4as (3) - 90| = 55 [Pan (3 ) — oath)]

h3
— 0 ey —
9(0) + 9"(0) 75 +

Em resumo, a idéia é aplicar sucessivamente combinacdes de aproximacoes para melhorar a aproximacao final.

Dessa maneira:

(5.10)

Pode-se verificar que a expressao genérica do n-ésimo estagio deste procedimento é:

or(h) = 2ngn71(hz/n21—1 gn-1(h) _ 2n1_ 1 [2ngn_1 (Z) B gn_l(h)} (5.11)

5.3.2 Integracao de Romberg

Chamemos /1(h) e I1(h/2) os resultados obtidos pela regra dos trapézios tomando 2h e h, respectivamente,

em (xop, x2), como ilustra a Figura 5.2.

h h
Fan\ Fa\ Fan\
N\~ N\~ N\~
Xo X1 X2

Figura 5.2: Intervalo (xg, X2).
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Aplicando a féormula dos trapézios simples e repitida temos:

b = 1700+ 0] e () = 51700+ 2F0) + FGe)]

Usando a férmula de extrapolacdo (5.10), temos:

o (3) 101

; hh [F(x0) +2f(x0) + F)] = h[F(x0) + F(x)]

I>(h)

_ % [f (x0) + 4F(x1) + F(0)]

Note que, a expressdo de />(h) corresponde a férmula de Simpson aplicada no intervalo (xg, X2), que € uma
aproximacao melhor do que a férmula do Trapézio. Se quisermos uma aproximacao melhor, podemos usar a férmula
geral (5.11).

Exemplo 20. Calcule a integral abaixo usando a Extrapolacao de Richardson com n = 4.

1 )
/ e~ dx
0

5.4 Exercicios

1. Use a regra do Trapézio (Tr) (n = 1) e a regra de Simpson (Sp) (n = 2) para aproximar as seguintes

integrais:
1 1.6
(a) x*dx; (e) /
05
(Resposta' (Tr) 0.265625, (Sp) 0.1940104) Resposta (Tr)  —0.8666667, (Sp)
05 —0.7391053)
(b) / dX 035 5
(Resposta. (Tr) —0.2678571, (Sp) (f) /0 x2
—0.2670635) (Resposta: (Tr)  —0.1777643, (Sp)
15 —0.1768216)
(c) /1 x“Inx dx; /d
(Resposta: (Tr) —0.17776434,  (Sp) (9) /0 x senx dx;
0.1922453) (Resposta: (Tr) 0.2180895, (Sp) 0.1513826)
1 /4
(d) / x?e ™ dx; (h) / e3* sen 2x dx;
0 0
(Resposta: (Tr) 0.1839397, (Sp) 0.16240168) (Resposta: (Tr) 4.1432597, (Sp) 2.5836964)

2. Utilize a regra Trapezoidal Composta (Tc) e Simpson Composta (Sc) com os valores indicados de n para

aproximar as seguintes integrais:

2 2
(a) / xInxdx, n =4, (b) / xeX dx, n=4
1 -2

(Resposta: (Tc) 0.639900) (Resposta: (Tc) 31.3653)
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2
2
(C) /O mdx,n:6; (f) / dX n—8
(Resposta: (Tc) 0.784241) (Resposta. (Tc) 0.476977)
T 5
d / x2cosxdx, n = 6: / #dx,n:&
@ [ © | o=
(Resposta: (Tc) —6.42872) (Resposta: (Tc) 0.605498)
2 37/8
(e) / e sen3xdx, n=8; (h) / tanx dx, n=8;
0 0
(Resposta: (Tc) —13.5760) (Resposta: (Tc) 0.970926)

3. Suponha que f(0) =1, f(0.5) = 2.5, f(1) =2e f(0.25) = f(0.75) = a. Determine a se a regra Trapezoidal
Composta com n =4 da 1.75 para fol f(x)dx.

4. Utilize a integracao de Romberg para calcular as seguintes integrais, com n = 3;

1.5
(a) / x?Inx dx; (Resposta: 0.1922593) (e) / e3*sen 2x dx; (Resposta: 2.5879685)
1

1 1.6
(b) [ x?e™ dx; (Resposta: 0.1606105) (f) /

0.35 2
(©) / 3 — 4 9% (Resposta: —0.1768200) dx; (Resposta: 0.6362135)
. -

(g) /33.5 \/%

/4 /4
(d) / x?sen x dx; (Resposta: 0.08875677) (h) / (cos x)? dx; (Resposta: 0.6426970)
0 0

5. Utilize os seguintes dados para aproximar / f(x) dx usando a integracdo de Romberg.
1

x 10 125 15 1.75 2.0
f(x) 1.0 0.8 006666 05714 0.5

6. Use a regra de Simpson com n = 8 para aproximar o valor médio de f no intervalo dado.

(@) f(x) = 7= [0.4]. (Resposta: 0.28) (b) f(x) =+/cosx, [-1,1]

7. Para controlar a poluicdo térmica de um rio, um bidlogo registra a temperatura (em °F) a cada hora, de 9h
da manha as 5h da tarde. Os dados constam da tabela abaixo:
Hora 9 10 11 12 1 2 3 4 5
Temperatura 75.3 77.0 83.1 848 86,5 864 8l.1l 786 75.1

Use a regra de Simpson e o Teorema do Valor Médio (Célculo) para estimar a temperatura média da dgua
entre 9h da manha e 5h da tarde.

10
8. Calcule vV x* dx usando:
0

(a) a regra do Trapézio com n = 5; (Resposta: 341.36)
(b) a regra de Simpson com n = 8; (Resposta: 334.42)
(c) a regra de Romberg com n=4.

Atencao: Use aproximagdes com quatro casas decimais para f(xx) e arredonde as respostas para duas casas

decimais.
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9. Aproxime a integral imprépria fazendo a substituicio v = 1/x e aplicando entdo a regra de Simpson com

n=4.
el 1 —10 |X|
a ——— dx (Resposta: 0.49
@ | = ax ) © [ o
— o0 3]
(b) / e ™ dx (Resposta: 0.14) (d) e ¥ senv/x dx
1 1

1
. N COoS X . . .
10. Obtenha uma aproximacdo de / dx fazendo a substituicdo v = +/x e aplicando a regra do trapézio

o VX

com n = 4. (Resposta: 1.79)
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capiTuLo 0

Aproximacoes para Equacoes Diferenciais
Ordinarias

Introducao

O que é uma Equacao Diferencial Ordinaria (EDQ) ? E uma relacdo que envolve uma “fun¢do incégnita” e
suas derivadas ou diferenciais. Por exemplo:

d
1. y'(x) = f(x), onde y'(x) denota d—i/;
2. y"(x) +y(x) =0;
3. ¥y (x) + (senx)y"(x) + 5xy(x) = 0.

Sado equagdes cujas incégnitas sdo funcdes de uma varidvel e suas derivadas (caso unidimensional).
Qual é a ordem de uma EDO ? E a ordem da mais alta derivada da funcdo incégnita.

Qual é a solucdao de uma EDO ? E uma funcdo definida num intervalo que, juntamente com suas derivadas,
satisfaz a equacdo diferencial dada.

Tipos de problemas com EDQO Para definir uma dnica funcdo y(x), temos de fornecer dados adicionais a equacdo
diferencial; estes dados definem dois tipois de problemas:

1. Problema de valor inicial (PVI1): procuramos y(x) que, além de satisfazer a equacdo diferencial para
x > a, atende as condicOes preestabelecidas no inicio do intervalo onde vamos resolvé-la:

y(a) =yq e asvezes, y'(a)=w,

onde yp e vy sao valores conhecidos.

2. Problema de valor de contorno (PVC): a equacdo diferencial deverd ser satisfeita no intervalo (a, b) e
sdo preestabelecidos valores para y(x) nos extremos deste intervalo:

y@) =y e y(b)=yn

com y; e y, conhecidos.
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Objetivos Apresentar métodos numéricos que nos conduzam a aproximagdes da funcdo de uma dnica varidvel
y(x), solucdo das EDOs de tipos:

Y(x) =flxy()) e y'(x)=fxy(x).y'(x), (6.1)

onde f(x,y) e f(x,y,y'") sdo fungbes conhecidas.

Um exemplo (Desintegracdo radioativa) Quando observamos a desintegracao (variacdo) de uma substéancia ra-
dioativa, podemos constatar que “o niimero de desintegracdes por unidade de tempo é proporcional a quan-
tidade de substancia presente em cada instante”. Assim, se x = x(t) representa a quantidade de uma
substancia radioativa presente em cada instante t, o modelo matemadtico que representa o fenbmeno da

desintegracao é dado por:
dx(t)

dt

—ax(t)

dx e . - . a A
onde It € a variacdo intantanea (desintegracdo) sofrida pela substéncia e o pardmetro a > 0 representa o
coeficiente de proporcionalidade, que é constante para cada substancia especifica. Usamos o sinal negativo

. dx
porque o niimero de atomos diminui com o passar do tempo e, portanto, It < 0.

6.1 Diferencas Finitas

A esséncia dos métodos numéricos esta na discretizacao do continuo. E esta discretizacao que torna “finito”
o problema e, portanto, viabiliza sua solucao computacional.

A incognita de uma equacdo diferencial ordindria € uma funcdo y(x) definida em todos os pontos do intervalo
no qual a equacao estd sendo resolvida. O primeiro passo de qualquer método destinado a solucdo numérica de
equacdes diferenciais € discretizar a regiao onde procuramos a solucao. Neste passo, definimos uma malha, que é
um conjunto finito de pontos, chamados de nés da malha.

Seja xg um ponto de referéncia € h um nidmero positivo. A malha de passo h associada a x; é o conjunto de
pontos:

Xi=Xxpxih, =12 ...

As aproximagdes de y(x) serdo calculadas nos pontos desta malha.

No método de Diferencas Finitas, o sequndo passo consiste na discretizacdo das derivadas que estdo na equacao
diferencial. Neste passo, as derivadas sao aproximadas por diferencas entre valores da solucao discretizada.

A ferramenta matemdtica bdsica de aproximacdo para as derivadas é a série de Taylor, pois esta nos da
informacdes sobre a funcdo, no ponto x, e sua avaliacdo numa vizinhanca de x, em x 4+ h. Se assumirmos que y(x)
tem derivadas até a ordem n+ 1 em x, sua expansao em série de Taylor é:

2

h h" n+1
y(x+h) =y() +hy'(x) + 500 + .+ oy 00 +

my(n+l)(£)v (6.2)

onde £ estd entre x e x + h.
Se tomarmos n = 1 em (6.2), teremos:

YOk ) = Y00+ by () + oy (©)
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Isolando y'(x) na equacdo acima, a férmula avancada para a discretizacdo da derivada e seu erro é:

Y = Y=Y Dy (63)

De modo semelhante, tomando —h em (6.2), ainda com n = 1, temos:

h2
y(x —h) =y(x) = hy'(x) + Ey“(ﬁ)-

Isolando y'(x) na equacdo acima, a férmula atrasada para a discretizacdo da derivada e seu erro é:

Y = YOZICED gy

4
; (6.4)
Tomemos agora n = 2 em (6.2), reescrevemos as férmulas avancada e atrasada, temos:
h? h3
yix+h) = y(x)+hy'()+ -y () + ;y’”(é)
h H III
yx—h) = y() = hy'(x) + =y"(x) - €3]
Subtraindo a pendltima expressao da dltima, temos:
h3
y(x = h) = y(x+ h) = =2hy"(x) = 270" (£).
Rearranjando a expressao acima, obtemos a férmula centrada para discretizacao da derivada e o seu erro:
y(x+h) —y(x=h)
y'(x) = o -5 (6.5)

Seguindo as mesmas idéias, podemos estabelecer uma expressao para o célculo da aproximacao para a segunda
derivada. Tomando n =3 em (6.2), temos:

Y+ ) = (0 + by + 00+ 0 + 1y

3
Yx =) = y() = hy'() + oy = Ty + By

Somando estas duas ultimas férmulas e explicitanto y”(x), obtemos uma férmula para discretizar a derivada de
segunda ordem, bem como o erro associado a esta discretizacao:

)/”(X) — y(X + h) - 2);7(2)() +y(X - h) _ %y(iv)(g) (66)

para algum £ € (x — h,x + h).

No método das Diferencas Finitas, as derivadas presentes na EDQO s3o substituidas por aproximacdes descritas
acima.

Resumindo, para cada ponto da malha no interior do intervalo onde a EDO estd definida, denotamos por y; a
aproximacao de y(x;) (ou seja, y; = y(x;)), usamos:

Yit1 — Vi — Yi-

~ ~ ~ Yitl —Yi-
Yo 2T ) = IS oy = P

2h
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Yigr —2yi + VY1
y”(x) — T

como discretizacao das derivadas de primeira e segunda ordens que aparecem na equacao diferencial.
O método das Diferencas Finitas pode ser generalizado em um algoritmo para EDO de segunda ordem.
Sejam p(x), q(x) e r(x) funcdes continuas definidas em [a, b]. O problema de encontrar y(x) tal que:

y"+p(x)y + a(x)y = r(x), a<x<b,

com valores de contorno

y(a) =y, y(b)=yn

¢é conhecido como problema de Sturm-Liouville. A hipétese
q(x) <0, a<x<b,

e a escolha de h tal que:

h - (max|p(x)|) <2
[a.b]
tornam o sistema diagonalmente dominante, com todas as desigualdades estritas, o que garante a existéncia de
uma unica solucdo do sistema linear.
Dividindo o intervalo [a, b] em n partes iguais de comprimento h, introduzimos a malha a = xp < x3 < ... <

X, = b. Se em cada ponto interior x; usamos as aproximacoes :

/ ~ Vil — Yict " o Vi —2¥i i
Y(XI)ZT e J/(Xi):#
obtendo a discretizacdo da EDO:
Yit1 — 2y + yi- Yit1 — Yi- .
I G p) P oy = (), i =1 -1

ou ainda, denotando p; = p(x;), i = g(x;) e r(x),

h h
(1 - 2P/’> Yiet + (=2 + Hq;) y; + (1 + 2Pi) Yir1 = h’r,

parai=1:n—1. Note que a primeira e a Ultima equacdes devem ser modificadas pela utilizacdo da condicdo de
contorno.

Exemplo 21. Aproxime numericamente a solucdo da EDQO abaixo usando o método de Diferencas Finitas:
YV'=y +xy=e(x*+1), xe(01)

com condicoes de contorno:
y(0) =0, y(l)=e

usando h = 0.1 e a formula centrada para aproximar y'(x;).
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Dado a, b, p(x), q(x), r(x), Yo, Yn: N

1. h=(b—a)/n

2: Paraj=1até j=n—1 faca

3 x=a+jh

b di)=1-2p(x)

5: d(j) = =2+ h?q(x)

6: ds()y=1+ gp(x)

7: ti(j) = P?r(x)

8: Fim do laco

9: ti(1) = ti(1) — yo(1 — (h/2)p(a+ h))
10: ti{n—1)y=ti(n—1) — y,(1 4+ (h/2)p(b — h))

11: Resolver o sistema.

Algoritmo 12: Método de Diferencas Finitas de Sturm-Liouville

6.2 Métodos de Runge-Kutta

Tomemos a EDO de primeira ordem, com dado inicial:

y'(x) f(x.y)

y(x) = . (6.7)

Considerando a malha definida pelo passo h, podemos usar a férmula de diferencas finitas avancada para
discretizar a derivada de y(x) no ponto x,. Assim, obtemos uma versdo discretizada de (6.7):

Yk+1 — Yk

" = (X, Yx)- (6.8)

Esta equacao permite que calculemos yyy1 a partir de yi, e define o Método de Euler. Sua aplicacac é muito
simples:
Yo = y(x)

6.9
Y+ hf(xe,¥x), para k=0,1,... (6-9)

Yi+1
O Algoritmo 13 ilustra este método.
Dado a, b, n, yg e f(x,y)
1. h=(b—a)/n
2: Para k =0 até k = n—1 faca
3: X = a+ kh
4 Yirr = Yk + (X, Yi)

5: Fim do laco
Algoritmo 13: Método de Euler

A idéia de Euler (6.9) tem versdes de maior precisdo nos trabalhos de Runge (1895), para o caso de uma
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CNC

equacdo, e Kutta (1901), para o caso de sistemas de EDO de primeira ordem. Os Algoritmos 14, 15 e 16

apresentam os métodos de Runge-Kutta (como sdo conhecidos) para EDO’s de primeira ordem.

Dado a, b, n, yop e f(x,y)
1. h=(b—a)/n
2: Para k=0 até k =n—1 faca
3: xx = a+ kh
4; mg = hf (Xk., Yx)
5: my = hf (xk + h, yx + mg)
6: Ye+1 = Yk + E(mo + my)
7: Fim do laco

Algoritmo 14: Método de Runge-Kutta de segunda ordem

Dado a, b, n, yo e f(x,y)
1. h=(b—a)/n
2: Para k=0 até k =n—1 faca
3: Xk = a+ kh
4: mo = hf (X, yk)
5: m1:hf<xk+g,yk+n;0)
6 ma = hf{Xer1, yie — mo + 2my)
7 Y41 = Yk + 6(”70 +4my + my)
8: Fim do laco

Algoritmo 15: Método de Runge-Kutta de terceira ordem

Dado a, b, n, yo e f(x,y)

1. h=(b—a)/n

2: Para k=0 até k =n—1 faca
3: xx = a+ kh

4: mo = hf (X, yk)

h m,
5: my = hf (Xk‘l'z,)/k‘l';)

h m
6: m2:hf (Xk+2,yk+21)
7: mz = hf (Xks1, Yk + m2)

1
8: Y1 = Yk + 6('770 +2my +2my + m3)
9: Fim do laco

Algoritmo 16: Método de Runge-Kutta de quarta ordem

Exemplo 22. Seja a EDO:
Y(x) = — 2y
1+ x2

y(0) =0

Resolva-a usando os métodos de Euler, Runge-Kutta de segunda, terceira e quarta ordens parax € (0,1) eh =0.1.
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Compare o0s resultados obtidos com a sua solucdo analitica (calcule o erro relativo):

6.3 Exercicios

1. Apligue o método de Euler, Runge-Kutta de segunda, terceira e quarta ordens para aproximar as solucoes
dos seguintes PVI e compare os resultados com os valores reais:
(@) Y =y/t—(y/t)?>, 1<t <2 y(1)=1, comh=0.1ex €[1,2]; solucio real: y(t)=1t/(1+Int).
(b) y' =1+ y/t+(y/t)?>, 1<t <3, y(1)=0com h=0.2e x € [1,2]: solucdo real: y(t) = ttan(Int).
(c) y' = —sen(x)y, x € [0, 7], y(0) = —1, m = 6; solucdo real: y(x) = — ()1,
(d) v' = (Vx+1)y, x €[1,3], y(1) = 1, m = 5; solucio real: y(x) = e>"*/3+x=5/3
Atencdo: m é o nimero de subintervalos.
2. Dado o PVI
1 __ E 2 .t —
y = ty+t e, 1<t<2 y(1)=0,
com as solucdes exatas y(t) = t?(ef —e). Use o método de Euler com h = 0.1 para aproximar a solucio e

compare-a com os valores reais de y.

3. Resolver os problemas de valor inicial abaixo, utilizando os métodos de Euler, Runge-Kutta de segunda,
terceira e quarta ordens com o niimero de subintervalos n indicado:
(a) ¥ =+, y(0) =0, x € ]0,2] e n=5. (solu¢do usando o método de Euler: ys = 1.55490);
(b) y' =x>+y? y(1) =0, x €[1,2] e n = 8 (solucdo usando o método de Euler: yz = 3.39195);
(c) ¥y =xy, y(0) =1, x € [0,1] e n = 10 (solucdo usando o método de Euler: y;q = 1.54711).

4. Use o Método das Diferencas Finitas para aproximar as solucdes dos problemas abaixo e compare com as
solucoes reais.

(@) y"+y=0,0<x<(n/4), y(0) =1, y(w/4) = 1; use h = (m/20);
solucdo real: y(x) = cosx + (V2 — 1) senx.
(b) y"+4y =cosx, 0 < x < (w/4), y(0) =0, y(w/4) = 0; use h = (7w/20);

1 2 1
solucdo real: y(x) = —3cos 2x — % sen2x + 3 Cosx.
4 2 2Inx .
(c) y" = —;y' - ;y—l— eRt 1<x<2 y(1) =3, y(2) =In2; use h=0.05;

solucdo real y(x) t_2 +1In 3
u X)=-—— X — =
7 Y X  x2 2

(d) y'=2y—y+xe¥—x,0<x<2,y(0)=0, y(2) = —4; use h =0.2;

- 1 5
solucdo real: y(x) = 6X3 e~ —3% e 42eX —x — 2.

5. Use o Método das Diferencas Finitas para aproximar as solugcdes dos seguintes PVC:

4 2 2 1
(a) y" = —;y' + 2 e Inx, 1 <x<2 y(1) = —3 y(2) =In2; use h = 0.05;

3 In
(b) y":y;+x—2y+7x—1,1§x§2,y(1):y(2):0; use h=0.1
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6.

10.

11.

12.

Considere o PVI: y' = yx? — y, com y(0) = 1.

(a) Encontre a solucdo aproximada usando o método de Euler com h = 0.5 e h = 0.25, considerando
x €[0,2];

(b) idem, usando Runge-Kutta de 42 ;

~ = < _ 3 e ~
(c) Sabendo que a solucdo analitica do problema é y = e **x /3 coloque num mesmo grafico a solucdo
analitica e as solucdes numéricas encontradas nos itens anteriores. Compare seus resultados.

X
. Dado o PVI y' = 5 y(0) = 20, deseja-se encontrar aproximagdes para y(16). Resolva por:

(a) Runge-Kutta de 22 ordem, h = 2. (Resposta: y(16) = 12.00999)

(b) Runge-Kutta de 42 ordem, h = 4. (Resposta: y(16) = 11.998)

Calcule y(1) para y' = y — x; y(0) = 2, utilizando Euler e Runge-Kutta de 42 ordem com h = 0.2. Compare
seus resultados com os valores exatos de y(x) nos pontos x;, sabendo que y(x) = e*+x + 1.

Resposta: Euler: y(1) = 4.488320, Runge-Kutta de 42 ordem: y(1) = 4.78251, solugcdo exata: y(1) =
4.718282.

. Resolva pelo método de diferencas finitas, o PVC:

y'+2y'+y =
¥(0)
y(1) =

usando h = 0.25. (Resposta: y(0.25) = 1.107487, y(0.5) = 0.529106, y(0.75) = 0.180622)

O PVC:
y'=4(y—x), 0<x<1, y(0)=0, y(1)=2

tem a solucdo y(x) = e?(e* —1)71(e>* —e™2) + x. Use o Método das Diferencas Finitas para aproximar a

solucdo e compare os resultados com a solucao real.

(a) Com h=3. (b) Com h= 1. (c) Qual o valor de y(1/2) nos
itens anteriores.

O PVC:
V' =y 42y +cosx, 0<x< g y(0) = —03, y (g) - 01
tem a solucdo y(x) = —1—10 (senx 4+ 3cos x). Use o Método das Diferencas Finitas para aproximar a solucdo
e compare os resultados com a solucao real.
(a) Com h=7. (b) Com h= 3. (c) Qual o valor de y(m/4) nos

itens anteriores.

Use o Método das Diferencas Finitas para aproximar as solucdes de y = e~1%* para o PVC:
y" =100y, 0<x<1, y(0)=1 y(1)=e10.

Use h=0.1e h=0.25.
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