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1 Representagdo de Numeros Reais e Erros

1.1 Introducéo
Céalculo Numérico é aobtencd da solugdo de um problema pela glicagéo de método rumérico; a
solucéo do poblema serd caraderizada, entdo, por um conjunto de nUmeros, exatos ou aproximados.

Método Numérico é um algoritmo compasto pa um ndmero finito de operagdes envolvendo apenas
nuimeros (operagdes aritméticas elementares, cdculo de fungdes, consulta auma tabela de valores, consulta a
um gréfico, arbitramento de um valor, etc.).

Problema | Modelagem Modelo Resolugdo
Fisico Matematico

Solugédo

Modelagem é afase de obtencdo do modelo matemético que descreve o comportamento do sistema
fisico.

Resolucdo é afase de obtencéo da solugdo através da glicacédp de métodos numéricos (este é o
objetivo de estudo doCélculo Numérico).

1.1.1 Erros na Fase de Modelagem

Ao se tentar representar um fendmeno do mundo fisico pa meio de um método matemético,
raramente se tem uma descricéo correta deste fendmeno. Normalmente, so necessarias vérias smplificagdes
domundofisico para que se tenhaum modelo.

Exemplo: Estudo domovimento de um corpo sujeito auma aeleracéd constante.
Tem-se aseguinte equagio:

d=do+Vo* t+1/2% o * t?
onde:
d :disténciapercorrida
do :distanciainicia
Vo :velocidadeinicia
t :tempo
o :acderagéo

Determinar a dturade um edificio com uma bdlinha de metal e um cronémetro: 3s
d=0+0*3+1/2*98*3?=441m

Este resultado é mnfiavel ?
1. Fatores ndo considerados:
¢ resisténciadoar
« velocidade do vento, etc.
2. Predsdo desdados de entrada:
¢ Seotempofose 3,55 —» d=60.025m
* Variagdo de 16,7% no crondmetro - 36% na dtura.

1.1.2 Erros naFase de Resolucédo

Para a resolugdo de modelos mateméticos muitas vezes torna-se necessria a utilizagdo de
instrumentos de calculo que necessitam, para o seu funcionamento, que sejam feitas certas aproximagdes. Tais
aproximacOes podem gerar erros, tais como: conversdo de bases, erros de aredondamento e eros de
truncamento.

1.2 Representagdo dos Niumeros Reais

Complexos (2+3V-1)

Nimero Irracionais (Tt v2)

Reais Inteiros (-1004; 2)
Racionai Ordinarios (32/7; 1/3)
Fracionario

Decimais (-3.15; 0.33...)

Algumas das propriedades bésicas da aitmética red ndo valem mais quando exeautadas no
computador, pois, enquanto na matemética dguns nimeros 0 representados por infinitos digitos, no
computador is ndo é posdvel, pois uma palavra de memdria éfinita e gprépria memaria também.

Exemplos: /2, @,ne%.

Se desgjassemos cdcular a drea de uma drcunferéncia de raio 100m, obteriamos os sguintes
resultados:

a) A=31400n*
b) A=31416m?
) A=3141592654m?>

Como justificar as diferencas entre os resultados? E possvel obter o valor exato desta &ea?

Os erros ocorridos dependem da representacdo das numeros na maguina utili zada. A representagéo de
um nUmero depende da base escolhida ou dsponivel na méguina em uso e do nimero maximo de digitos
usados na sua representacao.

O ndmero 11, por exemplo, ndo pade ser representado através de um nimero finito de digitos dedmais.
No exemplo mostrado adma, o nimero 1t foi escrito como 314, 3.1416 e 3.141592654respectivamente nos
casos (@), (b) e (c). Em cada um deles foi obtido um resultado dferente, e o0 erro neste @so depende
exclusivamente da aproximagéo escolhida para 1, Qualquer que sgja a ércunferéncia, a sua &ea nurnca sera
obtida exatamente, uma vezque 1€ um nimero irracional.

Como neste exemplo, qualquer calculo gque envalva nimeros que ndo podem ser representados através
de um ndmero finito de digitos ndo fornecerd mmo resultado um valor exato. Quanto maior o nimero de
digitos utilizados, maior serd apredsdo oltida. Por is®, a melhor aproximagéo para o valor da &ea da
circunferéncia é guelaobtidano caso (c).

Além dis, um nimero pock ter representacé finita en uma base endo-finita em outras bases. A
base dedmal é aque mais empregamos atualmente. Um computador opera normal mente no sistema binério.

Observe 0 que aontece nainteragéo entre o usudrio (ou dados do programa) e o computador: os dados
de entrada sdo enviados ao computador pelo usudrio no sistema dedmal; toda esta informacé é mnvertida
para o sistema hindrio, e & operacOes todas srdo efetuadas neste sistema. Os resultados finais ®rdo
convertidos para o sistema dedma e, findmente, serdo transmitidos ao usuério. Todo este proces de
conversdo é uma fonte de aros que detam o resultado final dos cdculos.

Na préxima sec, iremos estudar 0s processos de @nversdo de nimeros do sistema dedmal para o
sistema binédrio e vice-versa. Estudaremos também a forma de amazenamento feita pelos computadores
digitais.



1.3 Sistema Decimal e Binario

No sistema de numeracdo usual, o sistema dedmal, usamos dez digitos 0, 1, ..., 9. Um ndmero maior
que 9 é representado usando uma mnvengéo que dribui significado a pasicdo ou lugar ocupado por um
digito. Por exemplo, em virtude das posi¢Oes ocupadas pelos digitos individuais no nimero 2015 este nimero
tem significado numérico calculado como:

2015=2*10% + 0*10° + 1*10" + 5*10° = 2000+ 0 + 10+ 5= 2015
Notamos que um nimero é expres como uma soma de poténcias de 10 multiplicadas por

coeficientes apropriados. No sistema decimal, 10 é abase do sistema. Existem 10 dgitos, 0 maior sendo 9
Em um sistema numérico com base (3, existem 3 digitose o maior é 3 -1.

No sistema binério existem apenas 2 digitos: 0 e 1. Como os circuitos eletrnicos usadas no
computador apresentam 2 estados posgvels, convencionouse dhamar o estado desligado ce 0 e o estado
ligado e 1. Cada digito de um numero representado no sistema hinério é denominado bit (contracé® de
Blnary digiT).

Quando um nimero é escrito nosistema binario, os digitos individuais representam os coeficientes de
poténcias de 2. Por exemplo, o nimero dedmal 19 é escrito em representag@® hindria @mo 10011 pois este
arranjo de digitos bindrios sgnifica

10011= 1*2* + 0*2° + 0*22 + 1*2 + 1*2°= 16+ 0+ 0+ 2+ 1=19

De um modo @ral, um nimero na base B, (83-1...&ad)s, 0 < a< (B -1), k=1, 2, .., j, poce ser
escrito naforma palinomial:

af +a.1p "+ + 2B+ P+ aop’

Com esta representacé@®, podemos fadl mente cnverter um ndmero representado em qualquer sistema
para o sistemadecimal.

A conversdo de um nimero dedmal para binério é feita da seguinte forma:

19 | 2
1 9
0 2
1 12
1 0

1910 = 10011y

Consideremos agora a @nversdo de um numero fraciondrio dabase 2 para abase 10.
0.125,0=1*10" + 2*102 + 5¥10° = 0.1 + 0.02+ 0.005= 0.125

0.001, = 0*21 + 0*2% + 1*2° = 0.125,

Consideremos agora a @nversao de um numero fracionario da base 10 para abase 2. Um ndmero red
entre 0 e 1 pock ter representacdo finita no sistema decimal, mas representaggo infinita no sistema binario.

No caso geral, sgjar um nimero entre 0 e 1 nosistema dedmal e (0.d1d»...d;...), sua representag@® no

sistema binério. Os digitos binérios dy, da, ..., d;, ... s80 oktidos através do seguinte dgoritmo:
Paso O ri=r;k=1
Pas 1: Calcule 2ry.
Se2ry=1,facadi =1,
caso contrério, faga dc =0
Pas 2 Fagar:+1 = 2r— dk
Serys1 =0, pare.
Caso contrério:

Pas® 3 k=k+1.
Volte a paso 1

Observar que o algoritmo pocde ou réo terminar apés um ndmero finito de paswos. Parar = (0.125)9
teremos: r; = 0.125

k=1 2,=025 O  d;=0
r2=0.25-d; = 0.25

k=2 2r,=05 0 d=0
k=3 2I’3 =10 O d3
Temos ent&o 0.125;¢ = 0.001,, sendo patanto arepresentagdo hindriafinita. Japarar = 0.1;, teremos:

ri=01

k=1 2,=02 O =0
k=2 2,=04 O d,=0
k=3 23=08 O ds=0
k=4 2,=16 0O di=1
k=5 2s=12 O ds=1

r5=6.2=|’2

Como rg =1, teremos que os resultados parak de 2 e 5 se repetiréo e entdo: rip=re=r, = 0.2 € &Im
indefinidamente.

Concluimos que: (0.1);p = (0.0001100110010011.), €, portanto, o nimero (0.1);0 ndo tem
representagco hindriafinita

O fato de um ndmero ndo ter representacdo finita no sistema bin&rio pode acaretar a ocorréncia de
erros aparentemente inexpli caveis em cd cul os efetuados em sistemas computadonais binérios.
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Um computador que opera no sistema binério ird amazenar uma aproximaca® para (0.1)10, uma vez
que posali uma quantidade fixa de posi¢des para guardar os digitos de mantisaa de um nimero, e eta
aproximagao serd usada pararedizar os cdculos. N&o se pode, portanto, esperar um resultado exato.

Podemos agora entender melhor por que o resultado da operagéo:

1000
S= 20.1

n=1

nao é ohtido corretamente num computador. Supondo ma méaguina digital que trabalhe com apenas 9 digitos
na mantiss, 0 nimero (0.1)1o seria amazenado como (0.0001100L1), e este nUmero representa exatamente
(0.09960935)0. Portanto, todas as operagdes que envolvem (0.1)10 Seriam redi zadas com esta groximagdo.
Veremos na préxima se¢do a representagéo de nimeros em aritmética de ponto flutuante cm o oljetivo de se
entender melhor a causa de resultadas imprecisos em operagfes numéricas.

1000
O programa aseguir permite cadcular z 0.1, sendo 100 o wor exato dessa somatdria.
=1

PROGRK Arr edond amento;
{$N+} {usaro co-pro cessad ornu néric o 80x87}

VAR i:IN TEGER;
x:RE AL;
BEGIN
x:=0;
FORi :=1 TO 1000 DO

X=X +0. 1;
WRITEIN(x:1 6:14);
END.

Quandoessa somatéria é detuada utili zando ocomputador o valor & 99.9999999884808

1.4 Aritmética de Ponto Flutuante
Usarse, rotineiramente, duas formas para fazer o armazenamento dcs ndmeros em maquinas: porto
fixo (paravaloresinteiros) e porto flutuante (paravaloresreais).

Uma méguina de cdcular, ou un computador digital, representa um ndmero red no sistema
denominado aritmética de porto flutuarte. Neste sistema, 0 nimero x é representado na forma:

x—+%ui+$+$+ +ggﬁe
B B’ B’ B'O
onck:
[3: é abase en que améaquina opera;
di: s8o nimerosinteiros contidosnointervalo 0<di< (B-1); i=1,2, ...,t; di1#0;
€ representa o expoente de 3 e asume valoresentrel <e< S
I, S limiteinferior e limite superior, respectivamente, para avariag® doexpoente.

£d. d: ds dC
% + E + F + .t EEéchamadademantissaeéapartedo nimero que representa os

seus digitos sgnificaivos et € o nimero de digitos sgnificaivos do sistema de representagdo, comumente
chamado de predsdo daméguina

Exemplo 1: No sistema de base 8 = 10 (dedmal), tem-se:

0.12510:§%01 + % + 1503@ 10

3.14150= 031415 10' = %3 . L 4, 1,
d 10

5
P I

Os nimeros assm representados estdo normali zados, isto &, a mantissa éum valor entre0 e 1. A forma
normali zada éutili zada nas operagdes envalvendo porto flutuante en computadores digitais.

No sistema de base § = 2 (binério), tem-se:
1010=10102=o.101-2“=% + % + %Q o

410:1002:0.1*23:% * 28

Exemplo 2 Numa méquina de cacular cujo sistema de representagéo uili zadotenhaf=2,t=10,1 =-15e S
=15, 0 nlmero 25 e 3.559 €, assm representado:

25,0=1100% =0.11001 * 2 = 0.11001 * 2%

%+i+E+9+l+9+2+9+2+£§*2101
Z 2 z 2 2 2 z 2 2°

ou, de umaformamais compada

110010@00 0101
Mantissa expoente

Cada digito € chamado ¢k bit, portanto, nesta maquina sdo utili zados 10 hits para amantissa, 4 para o
expoente emais um bit para o sinal da mantissa (se bit=0 pasitivo, se bit=1 negativo) e um bit parao sina do
expoente, resultando, nototal, 16 bts, que sdo assm representados:

2510= [o]zT1ToTo]zoloTololo]o]olt]o]x
‘ Valor daMantiss L Expoente
— Sind daMantissa Sinal Exp.

35,0=0.111* 21

[of1]a]1]oloofo]ofofofofo[o[1]0]

O maior valor representado pa esta méquina descrita no exemplo 2 seria

fofafajajajajafafafafafofa[a[1[1]

que, na base dedmal, tem o seguinte valor: 01111111111 * %= 32736,
E 0 menor valor seria -0.1111111111 * 3 = - 32736,

Logo o0s nimeros que podem ser representados nesta maguina estariam contidos no intervalo



[-32736 3273].

Nesta méguina, ainda, o valor zero seriarepresentado pa:

[oJo[oJofo]ojo[ofofo[ofofolo]o[0]

O préximo nimero pasiti vo representado seria

[o[1]ofofo[o]o]ojoJo[ofa]a[a[1]1]

0.1 * 215=0.000015259

O subsequente seria:

[o[1][ofofofojofofofofafa]1][a]1[1]

0.1000000001 * 2°=0.000015289

Através desses exemplos pode-se @ncluir que o conjunto das ndmeros representéveis neste sistema é
um subconjunto dos nimeros reais, dentro dointerval o mostrado anteriormente.

Considere, por exemplo, uma méaguina que opera no sistema:

B=10 t=3; ed[-55].

Os nimeros erdo representados da seguinte forma nesse sistema:

0.0hdx05 * 10, 0<d; < 9,d, 20, e 0 [-5, 5]

O menor ndmero (M), em valor absoluto, representado nestaméguina é

m=0.100 * 10° = 10°
€0 maior nimero (M), em valor absoluto, &

M =0.999 * 1¢ = 99900

Considere o conjunto dos nimeros reds R e o seguinte cnjunto:

G={xOR|m<|x|<M}

Dado um nimero red x, vérias stuagdes poderdo ocorrer:

1. x 0 G: por exemplo, x = 23589 = 0.23589 * 1G. Observe que este nimero passui 5 digitos na
mantiss. Estdo representados exatamente nesta méquina os nimeros; 0.235*10° e 0.236*1C°. Se
for usado o truncamento, x serd representado pa 0.235*10° e, se for usado o arredondamento, x
seré representado por 0.236*1C°. Na préxima segp, sobre erros, estudaremos o truncamento e o
arredondamento;

2. |x| < m: por exemplo, x = 0.345*107. Este nlimero n&o pade ser representado resta maguina porgue
0 expoente e é menor que -5. Esta € uma situagdo em que amaquina aaisa a ocorréncia de
underflow;

3. |x| > M: por exemplo, x = 0.875*1(F. Neste ca0 0 expoente e é maior que 5 e amagLina acisa a
ocorréncia de overflow.

8

Algumas linguagens de programagéo permitem que & varidveis sjam declaradas em precisdo dupa

Neste @aso, esta varidvel sera representada no sistema de aritméticade porto flutuante da maquina, mas com

aproximadamente o dobro de digitos disporiveis na mantissa. E importante observar que, neste caso, 0 tempo
de exeaugo e requerimento de memoria aimentam de forma significaiva.

O Turbo Pascal fornece5 (cinco) tipos de real pré-definidos. Cada tipo tem um intervalo e uma
predséo especificada:

Tipo Intervalo Digitos Tamanho (Bytes)
Red 2.9E-39...1.7E38 11-12
Singe 1.5E-45... 3.4E38 7-8 4
Double 5.0E-324...1.7E308 1516 8
Extended 3.4E-4932... 1.1E4932 19-20 10
Comp -9.2E18... 9.2E18 19-20 8

O Turbo Pascal suparta dois model os na geragéo de addigo com ponto flutuante:
« Software porto flutuante, {$N -}
* 80x87 poto flutuante, {$N+}

Deve-se usar a diretiva de mmpilagc® “$N+” para escolher um dos dois modelos. Por default é
utilizado o pimeiro modelo. Os tipos Single , Double , Extended e Compsdo tipos de dados do co-
processador 80x87, portanto para usar um destes 4 tipos necessta obrigatoriamente da diretiva de compil agéo
{$N+} . A diretiva de compilagdo {$N+} faz @m que o compilador gere addigo para redizar o cdculo de
todas os tipas adma usando o co-processador numérico 80x87.



2 Conceitode Erro

2.1 Introducao

A nogéo de erro esta presente em todos os campos do Célculo Numérico. De um lado, os dadas, em si,
nem sempre sdo exatos e, de outro lado, as operagdes bre valores ndo exatos propagam esses erros a seus
resultados. Finalmente, os proprios métodos numeéricos, freqlientemente métodos aproximados, buscan a
minimiza¢® dos erros, procurandoresultadas o mais proximo passivel do gue seriam valores exatos.

Err o é adiferenca entre o valor exato e 0 valor apresentado.
No capitulo adma, sobre representagdio de nimeros reds, pudemos acompanhar vérias stuagies em
que ocorrem erros. Iremos a seguir falar um pouwco mais bre eros de aredordamento e erros de

truncamento.

2.2 Erros Absolutos e Relativos
Erro absoluto (EA) é adiferenca entre o valor exato de um ndmero N e 0 seu valor aproximado N':

N=N +EAy (N>N - EA>0
N<N - EAy<0)

EAV=N-N Erro absoluto

Por exemplo, sabendo-se que 1t O (3.14, 3.15) tomaremos para T um valor dentro deste intervalo e
teremos, entéo, |[EAY| = [rt- T¢| < 0.01

Erro Relativo é definido como oerro absoluto dvidido pelo valor aproximado:

ER. = EA = N-N Erro Relativo
N’ N'

E claro que EAy s6 podra ser determinado se N for exatamente cnheddo; como isD é raro, em
cdculos numéricos costuma-se trabalhar com uma limitagd méxima para o erro, ao invés do péprio
(indicando-se, entdo, |E| < €, onde € éo limite).

Por exemplo, se a = 3876373 e s6 desgjamos a parte inteiraa’, o erro absoluto sera&:
Ag=|o-0a'|=0373

Se fizermos 0 mesmo com 0 nimero 3 = 1.373 teremos:
Ng=|B-P'|=0.373

Obviamente, o efeito de groximagdo de 3 € muito maior do qLe em a, mas o erro absoluto € 0 mesmo
nos dais casos. O erro relativo, entretanto, pode traduzir perfeitamente este fato, pois:

8 = 0’277;’ [10,000096< 10* 8 = O'iBD 0373< 5410°

2.3 Errode Arredondamento

Ao se glicar um método numérico, os erros devidos aos valores iniciais, intermedidrios e finais
condwem aum erro gobal (diferenca entre o exato e o oltido) também chamado de arredondamento.

Erros iniciais s80 os cometidos no arredondamento dcs dados iniciais. Os erros intermedidrios sio
deaorrentes dos erros cometidos durante a @licagio do método nunérico e os erros finais dearrentes da
apresentaco final doresultado.
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Ostipos de aredondamentos mais conheddos $o:
e Arredonchmento para baixo ou pa falta;
e Arredonchmento para dmaou pa excesw;
« Arredondamento para o numero de maquina mais proximo.

Critério de Arredondamento: no cdculo manual, ao registrar um valor aproximado, costuma-se usar
aseguinte regra:

1. somar meiaunidade g6s a Ultima casa decimal a mnservar;
2. desprezar as demais casas.

Assm, com 2 nimeros sgnificativos tem-se:

V2 =1414..0141
32 =1.259...01.26

(1414...+0.005= 1.419... - 1.41)
(1.259... +0.005= 1.264...  1.26)

O uso deste aitério limita o erro ameia unidade da Ultima caa conservada:

E=+2 -141=141421...- 1.41=0.00421< 0.005

Os valores aproximadas obtidas podem ser inferiores (valor aproximado pa falta) ou superiores (valor

aproximado pa exces) aos exatos; 1.41 é o valor aproximado, por falta, de +/2; 1.26 é o valor de 3/2,
aproximado pa exces.

Para oncluir este item de ero de aredondamento, deve-se ressltar a importancia de se saber o
nimero de digitos sgnificativos do sistema de representagd da maguina que estd sendo ili zada para que se
tenha anogéo da precisdo doresultado oldido.

Além da precisio decimal, o cdculo dochamado Epsilon ca méaguina nos da umaidéia da exatidéo da
méguina.

O £ damaqguina éo menor nimero de ponto flutuante, tal que: 1 + € > 1. Alguns métodcs para calculo
de € ndo ddo seu valor exato, mas isto nem sempre € necessio, pois 0 gue importa é asua ordem de
grandeza

O programa aaixo, escrito na linguagem Pascal, cdculauma groximaga® do € da maguina

PROGRWK Pre cisao;
VAR Eps: RE AL,
BEGIN
Eps:= 1,
REPEAT
Eps :=Eps /2;
UNTIL (Eps + 1= 1);
WRITELN'A maqui naac haqu e ', Eps,' vale zero ),
READLN;
END.

O programa adéma, exeauttado num Pentium, obteve a seguinte resposta: A maquina ach a que
4.5474 73508 9E-13 vale zero!

Logo o nimero de digitos sgnificaivos é 14. Se en vez de usarmos o tipo Red, usarmos o tipo
Extended, teremos 5.42 10108 62427 52E-0020 € @m o tipo Comp, teremos 0.000000000000 00E+0000.
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2.4 Errode Truncamento
S30 erros provenientes da utili zag&o de processos que deveriam ser infinitos ou muito grandes para a

determinag® de um valor e que, por razdes préticas, sdo truncados.

Estes process infinitos sio muito uwilizados na avaliagd de fungdes mateméticas, tais como,
exporenciagdo, logaritmos, funcoes trigonamétricas e varias outras que uma maquina pode ter.

Exemplo: Umaméguina poderia cdcular afuncdo seno(x) e exporencial(x) utilizandoas sguintes técnicas:

3 5 7
-y - X x _ X
seno() = 3 ' 5 7!
2 3
g€=1+ x + X + X 4
2! 3
Fazendo truncamento:
3 5 7
- X X - X X
seno() 0 3 ' s n o D n!
2 3 n
oL + x + 2+ X4 X
2! 3 n!

A solugéo é ade interromper os cdculos quando uma determinada precisdo é dingida

De uma maneira geral, pode-se dizer que o erro de truncamento pode ser diminuido até chegar aficar
da ordem do erro de aredondamento; a partir desse ponto, ndo faz sentido dminuir-se mais, pois o erro de

arredondamento sera dominante.

2.5 Propagacéo de Erros
Durante & operagdes aritméticas de um métodg, os erros dos operandcs prodizem um erro no
resultado da operagéo; sendo A, a, B, b os valores exatos e goroximados, respedivos, e E; e Ey, 0s erros dos

operandos.
A+B=(a+E)+(b+E)=a+b+E;+E, 0 EAase=Eat+ Ep
A-B=(a+E)-(b+E)=a-b+Es—E 0 EAas=E.-E
A*B=(a+E) (b+Ey)=ab+aE,+bEy+ Ex*Ea O EAasg = @Ep + bEa + Ex*Ea
Vegamos através de um exemplo, como os erros descritos anteriormente podem influenciar o
desenvolvimento de um céculo.

Exemplo: Suponha-se que @& operagdes abaixo sgam processadas em uma méguina om 4 digitos
significaivos e fazendo-se; x; = 0.349110" e x, = 0.2345*1(F tem-se:

(X2 +x1) —x1 = (0.234510° + 0.349+10% - 0349110
=0.349%10 - 0.349110°
=0.0000

X2+ (X1 = X1) =0.234510 + (0.349%10" - 0.3491*10%)
=0.2345+ 0.0000
=0.2345

Osdoais resultados sio dferentes, quando néo deveriam ser, pois a ali¢& é uma operaggo dstributiva.
A causa desta diferencafoi um arredondamento feito na aligéo (x; + x3), cujo resultado tem 8 digitos. Como a
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maquina sb armazena 4 digitos, os menos sgnificaivos foram desprezados.

Ao se utili zar maguinas de cdcular deve-se estar atento a essas particularidades causadas pelo erro de
arredondamento, ndo s6 na ali¢ao mas também nas outras operagoes.
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3 Zeros de Equacgbes Transcendentes e Polinomiais
3.1 Introducao

Seja F(x) uma fungdo red definida num intervalo [a, b]. Chamarse raiz(es) desta funco em [a b] a
todo¢ (csi) O (a, b) tal que F(§) = 0, como mostra afigura adaixo.

y f(x)

a ]
VE b X
3.1.1 Derivada de uma fung¢do num ponto
A fungdo f : A - R diz-se derivavel no porto de acumulagéo a [ A quandoexiste e éinito olimite:

_ o fX-1(@) . fla+ax)-f(a)
meo A IX'IQ X—a - llxrﬂ) AX

Quandof é derivavel em a, o limite é tlamado derivada de f no porto a.

3.1.2 Tipos de Métodos
Pode-se dizer que sdo das os métodas para se atar a(s) raiz(es) de uma equacao:

Método dreto: quandofornece solugéo em apenas um Unico pas. Estaraiz é exata, amenos de aros
de aredondamento.

Exemplo: Seja F(X) = 2 — 3x + 2. A solugZp dreta poce ser obtida aravés da formula de Baskara com a

-b+./*-4ac

expressio. X =
2a

, que tera cmo conjunto solugéo {1, 2}.

PROGRW Baskara;
VAR a,b, c¢ :|I NTEGR

delta : INTEGER;
x1,x2 :RE AL;
BEGIN
a=1 ; b: =-3c¢c =2 {f(x) = x"2- 3*% + 2}
delta :=b* b -4 *a*c;
IFdel ta>= OTHEN
BEGIN

x1:= (-b+ SQRTdelt a))/ (2*a);
x2:= (-b- SQRTdelt a))/ (2*a);
WRITEIN(x1 = ', x1);
WRITEIN(x2 = ', x2);
END
ELSE WRITEL N(Na o possuir aizesreai s');
END.

Método iterativo ou indireto: € um proces de cdculo infinito, reaursivo, em que o valor obtido a
cada passo depende de valores ohtidos em pass anteriores. Este tipo de método, na maioria das vezes, néo
obtém solugo exata para & raizes, mas $Sm uma solug&o aproximada dentro de umafaixa de ero considerada
acetével.
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E importante sali entar, que normalmente, os métodcs iterativos $i0 mais precisos quando executados
em um computador que permite agili zar os céd culos mateméticos, obtendoassim uma melhor predso.

Exercicio: Calcular V4 ede +/2 usando oMétodo de Newton cfinido pa:

X
+ anl
n-1

X, =
2

,paran=1,2,3, ...

onde: x: 0 nimero aser cdculadoaraiz
Xo: atribui¢do inicial qualquer.

Como vimos anteriormente, o cdculo das duas raizes de uma equagdo dosegundograu, colocada sob
aforma ad + bx + ¢ = 0, sdo fadlmente obtidas pela férmula de Baskara. Entretanto, se @locarmos uma
expressao em que aparegauma equagdo transcendente, a solugéo j& ndo é tdo simples, como demonstram os
exemplos abaixo:

e+x=0
cos(x) —x=0
In(x) +x-2=0

Mesmo um padlindmio de grau maior que trés ja ndo tem uma solugdo algébrica simples como a da
equaco dosegundo grau, a ndo ser em casos particulares. Vamos analisar como enfrentar esse problema, téo
comum em diversas &reas da engenharia, da eonamia, das ciéncias, dafisica entre tantas outras.

Esss equagdes, com enorme fregiiéncia, nos levam a raizes reds ndo racionais que, a0 serem
representadas no computador, necessriamente, o seréo de forma groximada, pelas razies ja expostas no
capitulo anterior, tendo em vista que necesstariam de infinitos digitos, em suas mantissas, para serem
representadas.

Além dis, em gerd, estamos interessadas em obter esses valores, essas raizes, com uma determinada
predsdo, com um erro tolerével, com algumas casas decimais, sem a pretensdo de obter valores exatos. Iso é
mais do qgue suficiente, para amaioria dos problemas préticos encontrados.

Os métodos numéricos a serem apresentados, partindo dce vaores inicialmente propostos, buscam
aprimorar esses valores, diminuindo G erros, aproximando-se, assm, dos valores das raizes procuradas, até
gue 0s erros sjam acetavels, podendo-se garantir que sgjam erros inferiores a valores pré-definidos.

Para se cdcular umaraiz duas etapas devem ser seguidas:

* Isolar araiz, ou sgja, achar um intervalo [a, b], o0 menor posdvel, que ntenha uma e somente
umaraiz da equaggo f(x) = 0;

e Melhorar 0 valor da raiz goroximada, isto &, refindla &é o gau de exatiddo requerido. Com a
abordagem iterativa precisamos determinar um intervalo inicial para cnstruirmos a seqiiéncia { x;}
eteremos que araiz X' seréd dada por:

X' =limx
Além disto, temos que estipular critérios de parada, pois na praticanao calcularemos infinitos termos,
mas apenas o suficiente para &ingirmos a exatidao desejada.

3.1.3 Isolamento de Raizes

Nesta fase éfeita uma andlise tedrica egréficada fungéo f(x). Paratal fim, usa-se freqlientemente um
importante teorema da dgebra.
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Teorema: Se uma fungdo f(x) continua num intervalo [a, b] assume valores de sinais opcstos nas
portos extremos deste intervalo, isto é, f(a). f(b) < 0, entdo o intervalo conterd, no minimo, uma raiz da
equagdo f(x) = 0; em outras palavras haverg, no minimo, um ndmero & O (a, b) tal quef(§) = 0.

3.1.3.1 Numero de Raizes Reais

Na segéo anterior vimos como delimitar as raizes reds de F(x) = 0. Agora iremos verificar quantas
raizes existem nointervalo delimitado. Os métodos a seguir ddo uma boa indicagio sobre o nimero de raizes
dointervalo.

Teorema de Bolzano: SejaF(x) = 0 uma equacéo algébricacom coeficientesredasex [ (a, b):

e SeF(a).F(b) <0, entdo existe um nimero impar de raizes reds (contando suas multi pli cidades) no
intervalo (a b).

*  SeF(a).F(b) > 0, entdo existe um nimero par de raizes reds (contando suas multi pli cidades) ou
ndo existe raizesreaisnointervalo (a, b).

A determinacé do nimero de raizes de ejuagdes transcendentes geralmente équase impasdvel, pois
algumas equagdes podem ter um numero infinito de raizes.

N&o faremos maiores consideragdes obre este importante topico, por ndo ser o oljeto de estudo neste
momento, e por merecer um frabalho a parte, devido a extensfo de seu contedda Entretanto, podemos
salientar que o problema de isolar raizes constitui-se da enumeragéo, localizagéo e separagéo das mesmas.

3.1.3.2 Refinamento

Depois deisolar araiz nointervalo [a, b], passrse a céculé-la aravés de métodos numéricos. Como
veremos adiante, estes métodos devem fornecer uma seqiéncia{x;} de groximagio, cujo limite é araiz exata
&. Em cada groximagio x,, da raiz exata §, usa-se um destes critérios e mmpara-se o resultado com a
tolerancia e pré-fixada.

A verificac®, de que x, esti "suficientemente” proxima da raiz, pode ser feita de dois modos
diferentes (que podem levar aresultados diferentes):

[f(x) |[<e  (abordagem pelo eixo y)
[ % = X1 | < € (abordagem pelo eixo X)

Observa-se que dependendo das ndmeros envalvidos € aonselhavel usar os testes de erro relativo:
|Xn ~Xia | <
o nrllce

[ X0 |

3.1.4 Classificagdo dos métodos

Métodos de quebra: Os métodos de quebra so os mais intuiti vos geometricamente; contudag, sd0 os
gque mnvergem mais lentamente. Estes métodos o assm chamados porque apartir de um intervalo que
contenha uma raiz da fungdo, vai-se particionando este intervalo em outros menores, que anda contenham a
raiz. Dependendo da escolhado porio de quebradointervalo, poderemos ter diferentes métodaos, tais como.

* Método chBisecd;

* Método dhFalsaPosicéo.

Métodos de ponto fixo: Nos métodas de porto fixo comegamos de uma groximagéo inicia X e
construimos a sequéncia {x} na qual cada termo é dado pa X1 = {(X), onde { é uma funcéo de iteracéo.
Conforme for ¢, (dzeta) teremos diferentes métodos de porto fixo, tais como.
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* Método e Newton-Raphson;
* Método dhlteragdo Linear.

Métodos de mdltiplos pontos: Os métodos de mltiplos portos constituem uma generalizag® do
método anterior, onde para determinar um porto X1 Utilizamos vérios pontos anteriores. Xi, X1, ..., Xip.
Exemplo:

* Método ch Secante.

3.2 Método d a Bisseca o
Seja f(x) uma fungéo continua nointervalo [a, b] e sgja & umaraiz desta fungéo, sendo que & O (a, b),
tal quef(§) =0.

@)
Interpretacé® geométricado método da bisecé®

Dividindo ointervalo [a, b] a0 meio, obtém-se x;, havendaq, pais, dois ibintervalos, [a, 1] e [X, b], a
ser considerados. Se f(x;) = 0, entdo § = x;; caso contrério, araiz estara no subintervalo once afuncgéo tem
sinais opostos nos portos extremos, ou seja, se f(a). f(x)) < 0 entdo & O [a, x1], sendo f(a). f(x1)) > 0 e & O [xq,
b].

O proces se repete &é que se obtenha uma aproximago para araiz exata &, ou sgja, que o critério de
parada seja satisfeito. Entdo, por indugéo, temos:

Algoritmo:

X, =—b, paan=1,23, ..

Sef(a). f(xn) <0, entdo teremos b = x,, Sendo a = X,.

Critério de Parada:
|f(X.)|<erro
ou
|b-al<ero

Restrigio: E necessario conhecer um intervalo que contenha o valor desgjado €.

3.2.1 Estimativa do Nimero de Iteragdes
Considerando uma predsdo € e um intervalo inicial [a, b] é possvel saber, a priori, quantas iteragdes
serdo efetuadas pelo método da bissecdo até que se obtenha | b — a | < €, usando oalgoritmo deste método.
Vimos que:
b, -2, - b, —a,

bo-ac==" 2

Deve-se obter o valor de k tal que by — ax < €, ou sgja,
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b02_ka0<£ O bO;a‘)<2k
£

log(ho — &) —log(e) <k* log(2)

log(b, —a,) ~log(e) _
log(2)

Portanto, se k satisfaz arelacéo adma, ao final daiteragio k teremos o intervalo [a, b] que mntem araiz

.

3.2.2 Considerag8es Finais
» Asiteragdes ndo envolvem cdculos |aboriosos;

* Apesar de teoricamente seguro, 0 método pale ter falhas. Se ocorrer um erro de aredondamento,
mesmo (e pequeno, no momento em que améagquina avalia o sind do porio médio, poderemos ter
um intervalo gque detivamente ndo contém umaraiz;

» Pode ser dificil encontrar um intervalo [a, b], tal que f(a). f(b) < O, em equagdes com raizes de
multi pli cidade par ou muito proximas;

* A convergéncia émuito lenta, pois % o intervalo inicial é tal que by — ap >> € e se € for muito
pequeno, o numero de iteragdes (k) tende aser muito grande;

» Deve ser utili zado apenas para diminuir o intervalo que cntém araiz.

3.2.3 Exemplos
Exemplo 1: Encontrar araiz dafungo f(x) = x.In(x) — 3.2 contidanointervalo [2, 3], com erro < 10°.

a) Algoritmo: x, = atb

b) Escolhadointervalo:

f(2) =-1.81371 f(3) = 0.09584

¢0[23
c) Vaordoerro:
erro< 10°
d) IteracBes:
a Xa b f(a) f(xy) [Xo—a] |e=]f(x)|
2 25 3 -1.81371[-0.90927 | 0.5 0.90927
25 275 3 -0.90927 | -0.41810 | 0.25 041810
2.75 2875 3 -0.41810|-0.16385 | 0.125 016385
2.875 29375 3 -0.16385 | -0.03467 | 0.0625 003467
2.9375 296875 | 3 -0.03467|0.03042 | 003125 | 003042
29375 2953125 | 206875 |-0.03467 |-0.00217 |0,015625 | 000217

€) Resposta:
A raiz desgjada é & =2,953125

Exemplo 2 Encontrar araiz de f(x) = x* - 3, contidanointervalo [1; 2], com erro < 102,
Resposta: A raiz desgjada é § = 1.734375

Exemplo 3 Encontrar araiz dafuncao f(x) = + In(x) contidanointervalo [0.5, 1], com erro < 102
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Resposta: A raiz desgjada é & = 0.65625

Exemplo 4 Encontrar a primeiraraiz positiva da fungao f(x) = €* - sen(x), com erro < 102
Resposta: A raiz desgjada é & = 0.59375

3.3 Método d a Falsa Posigao

Sejaf(x) umafungdo continuanointervalo [a, b] e seja & umaraiz desta fungdo, sendo que & O (& b),
tal quef(§) =0.

No caso doMétodo da Bissgao, x, € obtido através da média aritmética entre os extremos a e b:
X = a+b
2
Na maioria das vezes a raiz esta mais proxima de um dos extremos do intervalo. Se partirmos do
principio de que araiz deve estar mais proxima do porio que gresenta 0 menor valor da fungdo, entdo, em
vez de tomar a média aitmética entre a e b, 0o método ch falsa posicéo toma amédia aritmética ponderada
entre a e b com pesos | f(b) | e | f(a) |, respedivamente:

_a| f(b)|+b| f(a)

= , visto que f(a) e f(b) tém sinais opaostos, temos entéo:
| f(b)]+] f(a)]

_af(b)-bf(a)

_ af(b)-bf(a)-af(a)+af(a) _ a_(b—a).f(a), paran=1,23, ..
f(b)-f(a) f(b)-f(a) f(b)-f(a)

Graficamente, este método pocura particionar o intervalo [a, b], na intersecdo da reta que une os

portos (a, f(a)) e (b, f(b)) com o eixo x. Este porto é representado como x,. Escolhe-se entéo um nowo
subintervalo conforme for avariag@o dosinal da aurva f.

O método da falsa posicép aplicado ra figura @aixo mostra que f(x;).f(8) < 0, com is, o novo
intervalo que contém pelo menos umaraiz rea é dado pa (a, x;). Continuando o ocesso, determinamos o
porto x; e verificase, agora, que f(xy).f(x1) <0, dai 0 proces segue tendo ointervalo (X3, X2).

Ap6s encontrar 0 porto x;, devemos verificar, como no caso da bissecdo, se araiz esta entre o
intervalo (g, x1) ou (X1, b). Se f(a).f(x)) < 0, ent@o teremos b = x;, caso contrério teremos a = x;. A partir dai o
processo se repete &€ que o critério de parada seja satisfeito.

L x, / I
0l . Xy b X
7 f(a)

Representac@® geométricado método da falsa posicéo

O agoritmo deste método também pode ser encontrado através da andlise dos trianguos formados
pela reta (a, f(a)) e (b, f(b)) com o eixo x. Sgja o tridnguo f(a)x;a e o triangulo f(Q)f(b)f(b’), entdo, pela
propriedade da semelhangade triangu os temos:
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b-a _f®)-f@; b-a _x-a_ _,_(b-a-f@),
x-a -fa f(h)-f(@ -f(a f(b)-f(a)

© —a_(b-a)(f (@)

! f(b)-f(a)

Se f(a).f(x1) < 0, entdo teremos b = x;, sendo a = x;. A partir dai 0 proces se repete &é que o critério
de parada sgja satisfeito.

Entdo, por induzéo temos:

Algoritmo:

_g-(b-a).f(a) -
X, =a (o)~ f(a) Paran=1,2,3, ..

Se f(a).f(x,) < 0, entdo teremos b = x,, sSendo a = X,.

Critério de Parada:
| X —Xp1|Sero (Xp=a ou xp=Dh)

Pode ser usado também o critério: | f (X,)|< erro

Restricao:
E necessério conhecer um intervalo que cntenha o valor desejado €.

3.3.1 Casos especiais
Se f(x) € ontinua no intervalo [a, b] com f(a).f(b) < 0 entdo o método ca falsa pasicép gera uma
seqiéncia mnvergente.

Se uma fung8o é dncava ou corvexa am [a, b], ou seja, a segunda derivada existe em [a, b] e " (X)
ndo muda de sinal nesse intervalo, entdo nométodo da falsa posigdo teremos sempre uma das extremidades
fixa. Este cao especia também é chamado de Método das Cordas. A figura eaixo mostra graficamente os
quatro casos que podem ocorrer:

fr'(x)>0 ) ) fr(x)>0
0 b éportofixo
f(a)<O0ef(b)>0

0 aéportofixo
f(a)>0ef(b)<0

f(a) f(b)

f*(x)<0 f*(x)<0
0 O aéporto fixo %

O b éportofi
f(a)<0ef(b)>0 éporto fixo

f(a)>0ef(b)<0
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Método chfalsa posicdo com uma das extremidades fixa

3.3.2 Consideragdes finais

* Seo porto fixo existir e for raznavelmente préximo daraiz, o método tem boa mnvergéncia; caso
contrério, pode ser mais lento que abisseca®.

3.3.3 Exemplos

Exemplo 1: Determinar pelo método da falsa posigéo a menor raiz positiva da fungéo de quarto grau f(x) = x*
- 26¢ + 24x + 21 até que o erro absoluto sejaigual ou inferior a0.01. Os céculos devem ser efetuados com 2
casas decimais e om arredondamento.

(b-a).f(a)
f(b)-f(a)
f(x) = x* - 26 + 24x + 21
f(X) =4 - 52X+ 24

' (x) = 12¢ - 52

a Algoritmo: x =a-

b) Escolhadointervalo:
Em primeiro lugar, deve-se procurar o intervalo onde possvelmente esteja a primeira raiz
positiva. Através da andli se do valor da fungéo nas primeiros portos do eixo dcs x temos que:
f(0) = 21, f(1) = 20, f(2) = -19, logo, entre (1, 2) existe umaraiz positiva.

¢) Vaorinicia:
a=1 b=2

f"()=-40 (2=-4 - ' (1).f" (2) >0 0 a mncavidade ndo muda.
temosf” (x) <0, f(a) >0 ef(b) <O, portanto, b é porto fixo.

d) Vaordoerro:

erro< 10°

e) Iteracdes:

o1 2D(@) @0 _, 20 .
(f(2-1@) (-19-20 -39

|[x1—a|=|151-1|=051>er0

f(a).f(x1) = (20).(3,16) = 63,2 > O, portanto araiz estdnointervalo (x, b), entdo a = x;
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xo=151- 2-L5D(F(SD) _, o) (049(B316) _ gy (159 _, 50 paan=1,23, ..
(f(2)- f(15) -19-(316) -2216
Critério de Parada:
|% - % |=|158-151]|=0,07>ero [X = X1 |<ermro
f(a).f(x2) = (1,51).(1,58) = 2,3858>0, 0 a=x, Melhor extremo: ) '
Empiricamente, sabe-se que 0 métodotem suces quando| g'(x) | < 1 em todointervalo.
2-158)(f(15 0,42)(0,24 010 O extremo mais répido para iniciar o método é ajuele para o qual 0 méduo da primeira
xs =158~ B é) % (ils 8)8))) -158- & 9_)2 - 4; =158- 20 =159 derivada émenar.
' ' Se|g'(a) | <|g'(b) | entdo xo = @, sendo Xo = b.
[ X3 =% |=]159-158|=001<ero 3.4.1 Casos de convergéncia
jaf(x) = x° - 5x + 3. Possveis g(X):
f Resposta Seaf(x) 9()
& =1,59 ¢é aprimeiraraiz positivado pdinomio. C+3
909 = 909 = (bx-3)*
Exemplo 2 Calcular araiz aproximada para aequagao f(x) = cos(x) + x, com € < 0.001
Resposta: & = —0.7391¢é araiz procurada da equago.
_ 5x-3 _ -3
ax) = N a(x) = -5

Exemplo 3 Calcular araiz negativa para afunco f(x) = € + x, com o erro < 0.01. Sabe-se que araiz esta
contidanointervalo [-1, 0].

Resposta: £ = —0.56776 araiz procurada da ejuaco. Como pocdemos ter vérias fungdes g(x), vamos estabeleca algumas cond¢des para que os resultados

sejam satisfatorios.
3.4 Método d a Iteracdo Linear

Sejaf(x) uma fungéo continua nointervalo [, b] e seja £ uma reiz desta fungé, sendo O (a, b, tal VVamos observar graficamente o problema everificar que ha funcdes g(x) que ndo sdo indicadas para a

escolha
quef(§) =0.
o . - . ) Convergéncia monotonica Cornvergéncia ascil ante
Por um artificio algébrico, pode-se transformar f(x) = 0 em duas funcbes que |he sejam equivalentes. 0<g(x<1 ~1<g(®) <0
EV =X ’ = ’ y=x
f)=0- 7 _ 7
[y=g(X) + & ¥=0(x) R
onde g(x) € chamada de fungdo de iteragéo. f % NS
y S s =gl
y=9(x) X 0 : Co . o
%o *y X, & X Xoxx, & Xy %, X
Divergéncia monatonica Divergéncia oscilante
gx>1 g <-1
f(x) ’ y80 Jryex y o y=x
0 : NG
g X : XS
| - LN
v /o -«
Interpretacé® geométricado método daiterac® linea { Ry i ‘ y=g(x)
Sendo Xp a primeira groximagio daraiz &, cdcula-se g(xo). Fazse entdo, x; = g(Xo), X2 = g(X1), X3 = 0 NI . 0
g(x) e a9m sucessivamente. I XXX & X X

Convergénciano método daiterago linear
Ent&o, por indu;&o, temos:
3.4.2 Consideragdes finais

Algoritmo: * A maior dificuldade neste método é encontrar uma funcéo de iteragéo que satisfaga a ondcéo de
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convergéncia;

* Testede|g'(X) | <1 poct levar aum engano se X, ndo estiver suficientemente proximo daraiz. A
velocidade de mnvergéncia dependerd de | g'(§) |: quanto menor este valor maior serd a
convergéncia;

» Devemos observar que o teste de aro (| X, — Xn-1| < €rro ) ndo implicanecessariamente que | X, — &
| < erro, conforme vemos nafigura édaixo:

yl

y=9(x)

13 Xn Xnt X

3.4.3 Exemplos
Exemplo 1 Dada afungéo f(x) = x* + 3x — 40, obter sua raiz cortida no intervalo [4.5, 5.5], pelo MIL, com
umerro< 10%

a) Algoritmo: x, = g(X,-,)

b) Escolhadafungdo de iteragéo:

y=X
2 - —
y== _340 y= % - divergéncia oscilante
40 ~40 N
= =0 convergéncia oscilante
T Y= kv 9

-3
= 4/40-3x =
y y 2+/40- 3%

¢) Mehor extremo (valor inicia):
3
= /40-3x - = —
y y 2* J40-3x

y(45)=-02914 y(55=-03094 O  x=45

convergéncia oscilante

d) Vaor doerro:
erro< 10*

e) Iteracdes:
x1=5.14782
X2 = 4.95546
X3 =5.01335
X4 = 4.99599
xs = 5.00120
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X6 = 4.99964
%; =5.00011
¥g = 4.99997
Xs = 5.00000 | X — g | = 0.00003< erro

f) Resposta
A raiz desgjada é & = 5.00000

Exemplo 2 Dada afungd f(x) = x* + 3x — cos(x) — 2.45, obter sua raiz contida no intervalo [0.5, 1], pelo
MIL, com um erro < 1072
Resposta: A raiz desgjada é £ =0.8161

3.5 Método d e Newton-Raphson ou Método das Tangentes
Sejaf(x) umafungdo continuanointervalo [a, b] e sgja € umaraiz destafungéo, sendog O (a, b), tal que
f(§)=0ef(x)#0.

Interpretacd® geométricado método de Newton

Tomemos Xo = b. Entdo temos:

Se \xi—xo\serro, entdo x; é araiz desgada, sendo deve-se cdcular x;, que éohtido com base no
toa)
(%)
Se |x, — x| < erro, ent&o x, é araiz desejada, sendo deve-se cdcular Xs, ..., X, até que |x, —x, ,|< erro.
Ent&o, por induz&o, temos:

mesmo radocinio anterior: X, = X, —

Algoritmo:

=x - f (Xym)

C )]

paran=1,2,3, ..

Critério de Parada:
X, = X,.4|< erro

Restrigéo:
E necessério conhecer um intervalo que mntenha o valor desgjado &.

Melhor extremo:
Para deddir qual o melhor extremo dointervalo (g b) ainiciar o método, basta verificar qual
dos extremos posaui fungdo e segunda derivada com mesmo sinal:
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f(x). f*(x) >0 Parai = { extremos do interval o}

3.5.1 Consideragdes finais
* Requer o conhedmento daforma analiticade f '(x), mas s1a onvergéncia € etraordinéria.

3.5.2 Exemplos
Exemplo 1: Calcular araiz positiva da ejuagéo f(X) = 2x — sen(X) — 4 = 0, com erro < 10°, usando ométodo
deNR.

a) Algoritmo: X, =X, —w
£'(X4)
f(X) =2x-sen(x) — 4
f'(X) =2 - cos(x)
*(x) = sen(x)

b) Escolhadointervalo:
f(2) = -0.9093 f(3) = 1.8589
f(2).f3)<0 -  &0[23

¢) Mehor extremo (valor inicial):
f(2) = -0.9093 f(3) = 1.8589
'(2) =0.9093 f'(3) =0.1411
Ox=3

d) Vaordoerro:
erro< 10°

e) IteracOes:

f(3) _,_ 18589
(3 ~ 29900

X1=3- =2.3783

| X1 =% |=]2.3783-3|=0.6217> erro

0.0653_, ¢ 1

1(23789 _ 4004

X2 =2.3783- =209 — o
f'(2.3783 27226

| X2 = x1 | =] 2.3543- 2.3783| = 0.0240> erro

(23543 _, 5o, 0.0002

Xa = 2.3543- .
f'(2.3543 2.7058

=2.3542

| Xs = %2 | = 2.3542- 2.3543| = 0.0001< erro

f) Resposta:
A raiz desgjada é & = 2.3542

Exemplo 2 Obter araiz aibicade 5, usando ométodo NR sendo oerro < 10°,
Resposta: A raiz desgjada é & = 1.7100

Exemplo 3 Calcular araiz negativade f(x) = x% — 5x% + x + 3, com erro < 10,
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Resposta: A raiz desgjada é & = -0.64575

Exemplo 4 Seja afuncéo f(x) = sen(x) — tg(x). Desgja-se saber uma das raizes desta fungéo, sabendo-se que
estd ontida no intervalo (3, 4). Todos os cdculos devem ser redizados com 4 casas dedmais com
arredondamento e aro ngo superior a0.001

Resposta: A raizdesgjada é £ =3.1416

3.5.3 Condi¢des de Newton-Raphson-Fourier

SegundoNewton, para haver a convergéncia aumaraiz en seu método, bastaria que o intervalo (a, b)
em andli se fosse suficientemente pequeno. Contuda, Raphson e Fourier concluiram que um intervalo pequeno
é ajuele que contém uma esomente uma raiz. Com is, algumas cond¢des foram estabeleddas para que tal
exigénciafoss vélida

12) Sef(a). f(b) > 0, entdo existe um nimero par de raizes reds (contando suas multi pli cidades) ou
ndo existe raizes reais nointervalo (g, b) (Teorema de Bolzano);

22) Sef(a).f(b) < 0, ent&0 existe um ndmero impar de raizes reais (contando suas multipli cidades) no
intervalo (a, b) (Teorema de Bolzano);

3*) Sef'(a). f'(b) > 0, entdo o comportamento dafungéo neste intervalo pocdkera ser apenas crescente ou
apenas deaescente, e nuncaos dois ¢ dternandg,

42) Sef'(a). f'(b) <0, entéo afungéo terd o comportamento de ora crescer ora deaescer;

52) Sef'(a). f*(b) > 0, entéo a mncavidade ndo muda no intervalo em andli se;

6%) Sef"(a). f'(b) < 0, entdo a mncavidade muda no intervalo em andlise.

Portanto, haver4 mnvergéncia aumaraiz nointervalo (a b) se esomente se:
f(a). f(b) <0, f'(a).f(b) >0 e f'(a). f'(b) > 0.

Exemplo 5 Seja afungép f(x) = »2 — 9.5x + 8.5, obter araiz contidanointervalo [8, 9]. Os céculos devem ser
redizados com 4 dedmais com arredordamento e erro ndo superior a0,001
_ fx)
' (X4)
f(x) =x% - 9.5x + 85
f(x)=2x-95
=2

a) Algoritmo: X, =X,

b) Escolhadointervalo:
f(8) = -3.5 f(9) = 4
f(8). f(9) <0 - £0[s,9

c) Melhor extremo (valor inicia):
f8)=-35 f(9=4 f(8). f(9) <0
f(8)=65 f(9=85 f(8).f(9>0
f'(8)=2 f'(9) =2 f(8).f(9) >0

Ox=9
d) Valordoerro:
erro< 10°
e) IteracOes:
Xu= —ﬂzg—i=8.5294
f'(9) 85

| X1 = %o |=]85294- 9| =0.4706> erro
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(85299 _g 5594022145 5001
(85294 88
|2 = %1 | = | 8.5001- 8.5294| = 0.0293> 10

X2=85294~

M =8.5001- 0'00082 8.5000
f'(8.5009) 7.5002
| X3 = X2 | = | 8.5000—- 8.5001| = 0.0001< erro

X3=8.5001~

f) Resposta:
A raiz desgjada é & = 8.5000

Exemplo 6 Calcular araiz da equagzo f(X) = x% - x + 1= 0, contidanointervalo [-2, =1], com um erro <10°,
Resposta: A raiz desgjada é § = -1.3247

3.6 Método d a Secante
Uma grande desvantagem do método ce Newton é anecessdade de se obter aderivada ' (x) e cdcular
0 seu valor numérico a cala iteracéo.

Para mntornar este problema podemos substituir o cdculo da primeira derivada f' (x,) pelo quaiente
das diferencas, usandoassm, um modelo linea baseado nas dois valores caculados mais recentemente:

RO RLIC)

onck X, € Xn.1 S80 duas aproximagdes para araiz.

Substituindo o \elor aproximado da derivada aéma, afuncéo deiteragéo fica:

—y f ()
X1 =X~ s 0 )
Xo— Xa-1
Xn+1:Xn—w ,paran=1,23, ...

f (%) - f (x0-1)

Parainiciar o método necesstamos de duas aproximagies (X € X;) para araiz.

A

Interpretacd® geométricado método da secante
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Neste método partimos das duas aproximagdes iniciais Xo € X; e determinamos a reta que passa pelos
portos (Xo, f (Xo)) € (X1, f (x1)). A intersecc® desta reta @m o eixo x forneceo ponto x.. Em seguida é
cdculado uma nova groximagdo para araiz apartir dos portos (x, f(x1)) € (X, f (x2)). O proces se repete
até que sgja satisfeito ocritério de parada.
Observe que neste método réio necesstamos da caaderistica que éfundamental no método ch falsa
posici que eige que f(X,). f(x.1) < 0. E importante sali entar também que araiz ndo necessta estar entre as
duas aproximagdes iniciais (Xo € X1).

A convergéncia deste método € mais répido cque o método da biss¢do e o da falsa posi¢éo, contudo,
pock ser mais lento que o método de Newton-Raphson.

Algoritmo:

N+l n f(Xn)_ f(anl) N paran = 1, 2, 3,

Critério de parada:
[ Xn+1— X [ S €FTO

3.6.1 Exemplos
Exemplo 1: Calcular araiz dafuncdo f(x) = X2+ x — 6, sendoxo = 1.5, X, = 1.7 eo erro< 102
_ (% = %0)- T (%)

(%) = F(%,0)

a) Algoritmo: X, = X,

b) Vaorinicial:
X =15 X1 =1.7
¢) Valordoerro:
erro< 102
d) lteragoes:
Xo=17-@7-15Q7) _ o (02)(-14) _ . (-028) _, .
f(1.7)- f (1.5 -1.41-(-2.25 0.84
| X2 =x1|=]2.0357-1.7|=0.3357> erro
Xs=20357— (2.0357-1.7). f (2.0357) _ 20357— (0.3357(0.1798 ~19977
£(2.0357) - f(L.7) 0.1798- (-1.41)
| Xs =%z | =]1.9977- 2.0357| = 0.038> erro
X4=1.9977— (1.9977-2.0357).1 (1.9977) _ 1.9977_w ~20000
f(1.9977) - £ (2.0357) -0.0115-(0.1799
| X4 = X3 | =] 2.0000- 1.9977| = 0.0023< erro
e) Resposta:

& =2.0000¢ araiz procurada.

Exemplo 2 Calcular araiz dafuncdo f(X) = 3x — cos(x), sendoxo = 0, X, = 0.5 e 0 erro < 10*. Efetue os
cédculos com 5 casas decimais com arredordamento.
Resposta: § = 0.31675€é araiz procurada.
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Exemplo 3 Calcular araiz dafuncdo f(x) = ¢ - 4, sendoxo =1, X, = 2 e o erro< 0,05,
Respasta: & = 1,5914¢€ araiz procurada.

3.7 Método Misto
O métodomisto, consiste na gli cacé segliencial dos métodos NR e Falsa Posi¢éo, nesta ordem.

O método NR € glicado no pimeiro pas®, sempre apartir do melhor extremo. Entdo, com o novo
resultado okiido x;', determina-se qual valor dos extremos do interval o serd substituido ( f(a). f(x)') <0 - b

= x', senfoa= x') e entfo aplicase 0 método ch Falsa Posi¢Zn. O resultado okido em x| sera utili zado
naproximaiteracd® pelo métodoNR, mas antes é feito oteste do erro para verificar o critério de parada

Assm, por induz&, seguem-se @ iteragdes sguintes. Quando ocritério de parada for satisfeito, tira-se
a média aitmética simples do resultado ca Ultima iteragd de anbos os métodos e obtém-se aresposta
desgada.

Algoritmo:

Xy == \ param=1,2,3, ..

Critério de parada:
| xE —xN |<ero

3.7.1 Exemplos

Exemplo 1 Determinar pelo método misto, a raiz da fungd f(x) = 10sen(x) + cos(x) — 10x contida no
intervalo [0.5, 1], com tolerancia de 2*10™ e cdculos com 4 casas decimais com arredondamento.
N + F
a) Algoitmo: x,, =%

f(x) = 10sen(x) + cos(x) — 10x
f'(x) = 10cos(x) — sen(x) — 10
*(X) = (-10)sen(x) — cos(x)

b) Vaor doerro:
erro < 0.0002

¢) Escolhadointervalo:
f(0.5) = 0.6718 f(1) = -1.0450

d) Iteracdes:

Meéelhor extremo:

f(0.5) = 0.6718 f(1) = -1.0450
"(0.5) = -5.6718 f"(1) = -8.9550 ox)=1
Nogo T ) (-10450 _ oo

X =] 7
')~ (-5.4389

extremo atroca:  f(a). f(x') = f(0.5). f(0.8079 = (0.6718(-0.1594 < 0
0a=05 b=0.8078
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(0.8078-05)* f(0.5) _ .. (0.3079*(0.671§ _

X =05- =05 =
(-0.1594 - (0.6719

0.7488
£(0.8079 - £ (0.5)

| xF — x" | =]0.7488- 0.8078| = 0.0590> erro

extremo atrocar: f(0.5). f(0.7488 = (0.6718(0.0521) > 0
0 a=0.7488 b=0.8078

1(0.7489 _ 40 (00529

Xy =0.7488-— )
7(0.7489 (-3.3557)

=0.7643

extremo atrocar: (0.7488. f(0.7643 = (0.0521)(-0.0008) < 0
0 a=0.7488 b=0.7643

(0.7643-0.7488 * f (0.7489 (0.0155* (0.052))
£(0.7643 - £ (0.7489 (~0.0008 - (0.0529
| xE —x) |=]0.7641- 0.7643| = 0.0002< erro

x§ =0.7488- =0.7488- =0.7641

€) Resposta

£= 0.7641; 0.7643_ 07642

Exemplo 2 Dada afuncép f(X) = x* + 3x — cos(x) — 2.45, obter sua raiz contida no intervalo [0.5, 1] pelo
métodomisto, com erro < 10° e cdculos com 4 dedmais com arredondamento.

R £ - 2527052 _g 0
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4 Sistemas Lineares

4.1 Introducédo
Sistemas Lineares $io sistemas de equagdes com m equagdes e n incgritas formadas por equacoes
lineaes. Um sistema linea com m equagdes e n incogritas € escrito usualmente naforma:

HauXt@eXe -+ 8, %=h
H Xt 8 Xt 0% 8, X, = b
[Jenreemmmrerenennnrere e s snnneee e
FBue X B Xe ™ + 8 Xo =

onde
a; : coeficientes 1<i<m, 1<j<n
Xj : incogritas i=1,2,..,n
b : constantes i=1,2 ... m
A resolucdo de um sistema linear consiste en calcular os valores de x;, j = 1, 2, .., n, caso eles

existam, que satisfagcam as m equagdes smultaneamente.

Usando ndag® matricial, o sistema linea pode ser representado por AX = B, onde

Hau @ " aw bj
Mz 08 8z & bO
-0

é chamada matriz completa ou matriz aumentada do sistema.
Hau @ auf

p=D8: 8z &nl
0 O

€ amatriz dos coeficientes

=0. IZIéO vetor dasincogntas, e
o' o
D &N

phO
hD

B=; B € 0 vetor constante (termos independentes).

b

4.1.1 Classificagdo Quanto ao Numero de Solugdes
Um sistemalinea pode ser classificado quanto ao nimero de solugdes em:

32

. [determinado (o sistema linear tem solug&o Unica)
e Compativd - : . . o N
findeterminado (o sistemallinea admite infinitas solugdes)

e Incompativd - (o sistemalinear ndo admite solugéo).

Quando todos os termos independentes forem nulos, isto € seb; =0, =0, 1, .., m, 0 sistema édito
homogéneo. Todo sistema homogéneo é mmpativel, pois admitird pelo menos a solugéo trivial (=0, j = 0,
1,2, ..,n).

4.2 Métodos Diretos (Algoritmos Diretos)

Um métodoé dito direto quando a solugo exata X do sistemalinea € obtida realizando-se um nimero
finito de operagBes aritméticas. S0 exemplos conheddas a Regra de Cramer, o Método ca Eliminagéo de
Gauss(outrianguagdo) e o Método e Jordan.

4.2.1 Regrade Cramer

Seja um sistema linea com nimero de equagdes igual ao nimero de incdgnitas (um sistema n x n),
sendo D o determinante da matriz A, € Dy1, Dy2, Dxs, ..., Dxn 0S determinantes das matrizes ohtidas trocando
em M, respedivamente, a luna dos coeficientes de X4, Xz, X3, ..., X, pela cluna das termos independentes,
temos que:

O sistema S serd ompativel e terd solugéo Uricase, e somente se, D # 0. Neste ca0 a Unica solugéo
de Sédadapor:

A aplicacdo da Regra de Cramer exige o cdculo de n + 1 determinantes ( det Aedet A, 1 <i < n);
para n = 20 o nimero total de operagdes efetuadas ®ra 21 * 20 * 19 multiplicagges mais um numero
semelhante de aligbes. Assm, um computador que detue ceca de 100 milhdes de multiplicagdes por
segundolevaria 3 x 10 anos para efetuar as operagdes necessirias.

Com is®, a regra de Cramer € inviavel em fungéo do tempo de omputagdpo para sistemas muito
grandes.

4.2.1.1 Exemplos
Exemplo 1 Resolvao sistema aaixo pela Regrade Cramer:

OX+ X+ Xs=1
X~ X2+t X3=0
H X+ 2%~ %:=0

Calculando os determinantes D, Dy;, Dy € Dy3 temos:

1 1 1 1 1 1 11 1 11
D=2 -1 1|=7 D=0 -1 1|=-1 D=2 0 1|=3 Dw=12 -1 0=5
1 2 - o 2 - 1 0 - 1 2
Entdo, x = 2¢ :_—1, xp = D2 :g, e X = D = S e asolugédp do sistema é
D 7 D 7 D 7
1 3 500
%?’7’7
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Exemplo 2 Resolva o sistema &aixo pela Regra de Cramer:

[PXa+X2—X3=0
E}(1+2X2+X3=3
B3X1—X2—X3:—2

Resposta: A solugéo deste sistema éX: (0, 1, 1)7

4.2.2 Método da Eliminagao de Gauss

O método ch diminagéo de Gaussconsiste em transformar o sistema linea original num outro sistema
linea equivalente com matriz dos coeficientes trianguar superior, pois estes 0 de resolugdo imediata.
Dizemos que dois sstemas lineares o0 equivalentes quando psem a mesma solugdo. O determinante de
sistemas lineaes equivalentes $o iguais.

Com (n — 1) pass o sistema linea AX = B é transformado num sistema triangular equivalente: UX =
C, o qual seresolve fadlmente por substituicoes.

Vamos cdcular asolugéo de AX =B em trés etapas:

12 etapa Matriz Completa
Consiste em escrever amatriz completa ou aumentada do sistemallinea original.

228 etapa Triangulacdo
Consiste em transformar a matriz A numa matriz trianguar superior, mediante uma seqiéncia
de operagdes elementares nas linhas da matriz.

3 etapa Retro-substituicdo
Consiste no cdculo dos componentes X3, X, .., Xn, Solugéo de AX = B, a partir da solu¢éo do
ultimo comporente (x,), € entéo substituirmos regressvamente nas equagdes anteriores.

Teorema: Sgja AX = B um sistema linear. Aplicando sobre & equagdes deste sistema uma sequiéncia
de operagBes el ementares escol hidas entre:

i) Trocar aordem de duas equagdes do sistema;
i) Multiplicar uma equa¢® dosistema por uma mnstante ndo nua;
i) Adicionar um multiplo de uma equagdo a uma outra equacgio;

obtemos um novosistema UX = C e os gstemas AX =B e UX = C sdo equivalentes.

4.2.2.1 Resolugao de Sistemas Triangulares
Segja 0 sistema linea AX = B, onde A: matriz n x n, trianguar superior, com elementos da diagonal
diferentes de zro. Escrevendoas equagdes deste sistema, temos:

BuXt BeXe Xt A, % =h
A Xo T Qs Xt F aZHXn:bz
AuXa ot A, %=y

o

a. X = b,

Dalltima equacéo deste sistema temos:
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Xo= 2
amn
Xn-1 POCE entdo ser ohtido ch pentitima equagéo:
X1 = b1~ aAn-1,n Xn
an-1,n-1

e &3m sucessvamente obtém-se X2, ..., Xz, € finamente x;:
_ b a&eXe"asXs T T amXn
au

X1

4.2.2.2 Estratégias de Pivoteamento
O agoritmo parao método ce diminagéo de Gaussrequer o cdculo das mullti pli cadores:

Me=-B  i=k+1,..nek=123 .,n1l
A«

a cala @apak do proces. Sendo ocoeficiente ay chamado e pivo.
O que aontecese 0 pivo for nulo? E se o pivo estiver proximo de zeo?

Estes dois casos merecem atengéo espeda pois € impasdvel trabalhar com um pivo nuo. E trabalhar
com um pivd proximo de zro pock resultar em resultados totalmente impredsos. Isto paque en qualquer
cdculadora ou computador os cdculos sdo efetuados com predsdo finita, e pivos proximos de zro sio
origem a multi plicadores bem maiores que aunidade que, por sua vez origina uma anpliagé® dos erros de
arredondamento.

Para se cntornar estes problemas deve-se alotar uma estratégia de pivoteamento, ou seja, adotar um
processo de escolhadalinha dou colunapivotal.

Esta estratégia mnsiste en:

i) noinicio da e@apak dafase de escalonamento, escolher para pivd o elemento de maior mdéduo entre
os coeficientes: aj, | =k, k+1, ..., n;

ii) trocar aslinhask ei sefor necessério.

4.2.2.3 Classificacdo do Sistema Triangular

Segja U um sistema trianguar superior escalonado de m equagdes e n incogritas, teremos as eguintes
posshbili dades:

iy m=n - sistema ompativel e determinado;

iil)m<n - sistema ompativel e indeterminado.

Se durante 0 escd onamento surgir equagdes do tipo: 0x; + Ox; + ... + 0X, = by, entéo:
i) Se by =0, entdo eliminaremos a equagdo e ntinuamos o esca onamento;
ii) Sebm# 0, entdo conclui-se que o sistema éincompativel.

4.2.24 Exemplos

Exemplo 1 Resolver o sistema &aixo pelo método e Gauss

X+ 2X2+ X3 =3
X+ X2—Xs=0
BBXer—ng—Z
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12 etapa Matriz completa:

0 2 1,;3C

I
_ _ C
M=(2 1 1 0¢
B -1 -1)-2

22 etapa Triangulago:

Iremos = referir as equagdes como: E; (primeira equagdo), E, (segundh equacdo) e asm por diante.
O comporentes (x) indicao pivo.

%D 2 1 i 3C ; 1 2 11 3C

_ B |

Es < Es ga R E:=E- 2B - 0 (-3 -3!-6;
- —_ |

R = O = M 0 31!3F

3 etapa Retro-substituicdo:
Daterceiralinhatemos: 3x; =30 x3=1
Substituindoxs nasegundalinhatemos: =3x, — 3(1) =-6 0 xp=1
Substituindoxz e x; naprimeiralinhatemos: 1x; + 2(1) + 1(1) =30 x; =0
A solugéo destesistema éX: (0, 1, 1)"

Exemplo 2 Resolver o sistema aaixo pelo método de Gauss

[0,25¢+ 052 + X2 = 0,25
10,09 +0,3x2 + 2= 0,49
Ho,01x:+0,1x2 + xs = 0,81

Resposta: A solucéo deste sistema éX: (1, -2, 1)7
Exemplo 3 Resolver o sistema aaixo pelo método de Gauss

B0x1+1x2—2x3 =0
01X —3x, ~1x, =2
H'1X1+4X2 “Ix;=-2

Resposta: Sistema mompativel e indeterminado.
Exemplo 3 Resolver o sistema aaixo pelo método de Gauss

0 0%, +1x, - 2%, =1
H 1x -3x, -1x, =2
Ef_lx1+4xz “Ix;=-2
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Resposta: Sistema incompativel (ndo posui solugéo).
4.2.3 Método de Jordan

Consiste @m aplicar operacdes elementares obre & equagdes do sistema linear dado até que se
obtenha um sistema diagoral equivalente.

4.2.4 Exemplos
Exemplo 1 Resolver o sistema linear pelo método dk Jordan:

X1+ X2+ 2X3=4
X1—X2—X3=0
1= Xe—X3=-1

12 etapa Matriz completa:

1 1 2! 4C

I
0 4 alaC
M=2 -1 1} 0F
A -1 -1l

22 etapa Diagmalizagdo:

boBop WL o2paC A 1 2! 4C
mBTE Ty 3 sl8 . EcE-2E - (-3 5| -8 -
Es - Es— & HO 5 _Si_sE %) 0 33 3E
e DOME  EEE poen

3 3 01-3 - Ee-—3E - @ 101
Bz~ B 1% %) 0 %E%E Exn « 3Es B0 lilE

3 etapa Calculo da solugdodo sistema:
Daprimeiralinhatemos: x; = 1
Nasegunda linhatemos: x, = 1
Naterceiralinhatemos: X3 = 1
A solugéo deste sistema éX: (1,1, 1)"

4.3 Meétodos lterativos (Algoritmos Iterativos)

4.3.1 Método de Gauss-Jacobi ( Algébrico)
Seja 0 sistema aaixo:

AuXit B Xot -+ A X = Dy
Qi Xat Qo Xo o Qo X = 00,

A Xi* A Xote-F A Xa = b,
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Pode-se afirmar que 0 mesmo é mnvergente, se 0 sistema estiver nafor ma diaganalmente dominante,
isto &

adzladtladt*la
a2 [ad*ad+*la]

‘au‘ 2 ‘au‘ +‘amj+---+‘an1‘
‘azz‘z‘alz‘+‘aaz‘+"'+‘aruz‘ ou

ot @ a2 ad et +law

| 2 |au] @

Entéo, isola-se em cada uma das equacdes ordenadamente, uma das incogritas.

1) l 0] 0] 0]
X = (B @ Xe ~ @uXs ~ 8w X )
au

1

o DX’ a8 X:)

1 _
X; =

1
Xo = o (0 aX X B X

once, X, X;

)., X sho asatribuigBes inicial dométoda
Condigdes de Parada:

Se paratodo ‘Xf,” -3

<erro, entéo ¥ o as lugdes do sistema.

4.3.1.1 Exemplos

Exemplo 1 Resolver por GaussJambi, com 4 dedmais com arredondamento e aro menor ouigual a0,01 o
sistema aaixo:

X+8y—-z=16

6x—-y+z=7

X+y+52=18

a) Verificagdo da convergéncia:
6x—-y+z=7
X+8y—-z=16
Xx+y+5z=18

b) Isolamento dasincégnitas:

1
=(7+y—
x=g(7T+y=2)

1
=—-(16—x+z
y=4( )
1
z=-(18 —x—
= y)
c) Atribuicdoinicial:
X9=0 y9=0 29=0

d) Iteragoes:
XY = %(7+y(°)—z(°))= %(7+0—0)=1,1667
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y(l):%(16—x(°)+z(°))=%(16-0+0)=2
z(l):%(18—x(°)—y(°))=%(18—0—():3,6

x? = %(7+2—3,6)=O,9
YA = %( 16 — 11667+ 3,6 ) = 2,3042

2= é( 18 — 11667 — 2) = 2,9667

X = % (7+2,3042 — 29667) = 1,0562
Yo = %( 16 — Q9 + 2,9667) = 2,2583

= %( 18 — Q9 — 23042) = 2,9592

x4 = % (7 +2,2583 — 29592) = 1,0498
Y4 = %( 16 — 10562+ 2,9592) = 2,2379

9= é( 18 — 10562 — 22583) = 2,9371

X = % (7+2,2379 — 29371) = 1,0501 [ X% - x| =0,0003< erro

Yo = %( 16- 1,0498+ 2,9371) = 2,2359 [y®-y®|=0,002<erro

9= é( 18 — 10498 — 22379) = 2,9425 |22 - 2% | = 0,0054< erro

A solugép deste sistema € (1,0501; 2,2359 2,9425"

Exemplo 2 Dado osistema, pede-se sua solu¢éo pa GaussJamhi, com 4 dedmais com arredondamento e
erro menor ouigua a0,02. Admitir solugdo inicial nua

10x+y+z=12

X+ 5y+9z=15

2Xx+8y—4=6

Resposta: A solugo deste sistema & (0,9975 1,005 0,9916"

4.3.2 Método de Gauss-Jacobi ( Matricial )

Baseado no algoritmo anterior, 0 método consiste na transformacdo do algoritmo em um sistema de
matriz. Portanto, no algoritmo:

l 1 —1)
X :g(b. - Zaj X )
j#i

amesmasituacdo pock ser escrita na forma:
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(k=1) _

au)dk) = (bl_ A Xo

(k) — (k-1)

A Xo' = (bz_ A X

(k1) _

Qs Xs T X

(k=1) _

Qs Xs T Qe X

kD)
n )

-y
n )

® - (k-

A X = (0 - 8u X~ B X e~ B X

Sendo A a matriz dos coeficientes, ondie A= D + | + S no qual D é amatriz diagorel, | a matriz
inferior e Samatriz superior, a expressio anterior podera ser reescrita naforma:

D X“=B -(S+1) X**

Multi plicando ambos os termos pela matriz inversa da diagonal,

D'D X“=D'B-D(S*l) X"'0
oxX“=-D*(S+l) X“"+D'B

) _ (k=)
[X¥=3 X"“*+E]
once
J=-D'(StI)
E=D'B
4.3.2.1 Exemplos
Exemplo 1 Segjao sistema abaixo:
X+y—-5=-6
4x-y+2z=19
x+3y—z=14

obter a sua solugdo pa GaussJambi Matricial com 3 dedmais com arredondamento e @ro menor ou igual a
0,05. Admitir solug&o inicial nula

a) Verificagdo da convergéncia:
4x-y+2z=19
X+3y—-z=14
X+y—-5=-6

b) Obtencdo do Algoritmo:
M 0 OC 0 -1 1C

%
| =B oo, g=6 0 £, p=5
H 1 O B 0 OF 0

aoc

B-6E
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Gl 0o o0p -1 1g Ho Y -YL
n/4 ] 0 4 i
J=go Jg ood 0 -i=O¥ o BT
g0 0 XgB 1 0B gk X of

n9y/C
%{1 0 04 290 54%1[
E=fo s 0 p i
0 o0 ~¥gEed g
B 58 5E
Entéo,
- 9
(k) 5° % %B (k1) gAE
XY=0Y% o Ko X“V+34C
| 0 O DG C
B5 /5 B 5 E
¢) Atribuicdo inicial:
oC
X"
BE
d) Iteragdes:
,7500 56170 4,850 4,951 5,031

Xu) - %1,667%] X(Z) - %,4835] th) - %{822%] X<4> — %’0578:' X(S) - %’99%

H,2008 3,083 F3,020 22,9345 FB,002E

[4,998C 0,0330
6 _ C G) ©) _ O

0 X" =390 |X®- X*|=boo4<erro
EB,005E ,0035

A solugo deste sistema é (4,998 3,991; 3,009"

Exemplo2: Dado osistema abaixo:
5x—-y =13
2x+4y=14

obter a solugdo pa Gaus-Jambi Matricial com 4 dedmais com arredordamento e @ro menor ou igua a
0,005 Admitir solug&o inicial nula

Resposta: A solugéo deste sistema é (3,0004 1,9985"

4.3.3 Método de Gauss-Seidel ( Algébrico)
Derivado do método ce GaussJambi, este método uiliza a cda iteracido os valores ja prontos na
prépriaiteracdo, paratentar assgurar convergéncia mais rapida, ou sgja,
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X'=banx - e - anx™)
1

X'= b auX’ e e )
2

X :a%(bfamxi” "X TAX T an X )
3
1

X =B A "X B X T B X

ann

Portanto, o algoritmo dométodo poe ser expreso pa:

(k) — 1 _n (k)—’i>j
Xi _g(b Zainj (k—l)—>i<j)

j#

4.3.3.1 Exemplos

Exemplo 1 Resolver por GaussSeidel, com 4 dedmais com arredoncamento e @ro menor ouigua a0,005 o
sistema aaixo.

X+8y—z=16
6x-y+z=7
X+y+5z2=18
a) Verificagdo da convergéncia:
6x-y+z=7
X+8y—-z=16
X+y+52=18
b) Isolamento dasincognitas:
1
X==(7+y-z
6( y-2)
1
==(16—x+z
y 8( )
1
z==(18 —x—
5( y)
¢) Atribuicgo inicial:
X9=0 y9=0 29=0
d) Iteragdes:
X = %(7+0—0)=l,l667
yd = %( 16 — 11667+ 0) = 1,8542

A= %( 18 — 11667 — 18542) = 2,9958

X2 = % (7 +1,8542 — 29958) = 0,9764
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YA = %( 16- 0,9764+ 2,9958) = 2,2524

2= é( 18 — 09764 — 22524) =2,9542

x® = % (7 +2,2524 — 29542) = 1,0497

yd = %( 16- 1,0497+ 2,9542) = 2,2381

= é( 18 — 10497 — 22381) = 2,9424

X = % (7+2,2381 — 29424) = 1,0493 [ X4 - x®|=0,0004< erro

YA = %( 16- 1,0493+ 2,9424) = 2,2366 [y¥ - y®|=0,0015< erro

9= %( 18 — 10493 — 22366) = 2,9428 |29 - 29| = 0,0004< erro

A solugo deste sistema é (1,0493 2,2366 2,9428"

Exemplo 2 Resolver por GaussSeidel, com 4 dedmais com arredondamento e ero menor ouigua a0,01 o
sistema aaixo. Admitir solucéo inicial nula

7xX+y—-z=13

X+ 8y+z=30

2X-y+5z=21
Resposta: A solucdo deste sistema é (2,0001; 3,0003 4,0000"

4.3.4 Método de Gauss-Seidel ( Matricial )
Seja 0 sistema aaixo,

(k-3 _ (k-1)

X’ =hm X maeXs e an Xy
(k-1) _ (k-1)

azzx(zk):bz_azlx(lk)_aes)(s 7 Ban Xn

® - Q)

ann Xn bn - anl Xik) - anz X(Zk) T annfl anl

que pode ser representado raforma matricial:

D X¥=B -1 X*-SX“"0(D +1)X"=B-S X"

Multi pli cando ambos os membros pelainversade (D + | ), temos:

DO+1N'"D+DHX=MD+1)"'B-(D+1)*'S X"

X" =—(D+1) ' sx“ " +(D+1)"B

1X"=G X“"+F|
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onck,
G=-(D+I)'S
F=(D+1D)"'B
4341 Exemplos
Exemplo 1 Dado osistema &aixo,
X+ 6y=-21
5x—-y=19

obter suas olugdes por GaussSeidel Matricial com 3 decimais com arredondamento e aro inferior ou igual a 0,005.
Admitir nula asolug&o inicial.

a) Verificagdo da convergéncia:
5x—y=19
X+6y=-21

b) Obtencéo do Algoritmo:

_ B oC _ oC 0 -1C o9 C
D= e I "4 of *S7H of ' B Hot
Entéo,

_B}é 05@—1[1:@3 %E
G Eyso _%EB) of] E’ _%OE

"5, Bl

Logo
N} yu ) Dly
X“=0 /50 x*“P+0 /3
P HA 7674

¢) Atribuicdoinicial:

O 00 019/ O
F_y Dlgums/%D

i

© _OC
Xl
d) Iteragoes:
03,800 02,973 03,001 03,000 C
(6] d (2) d ) s (4) 2
X"=q X“=n X¥=q X¥=q
H 413 H-399 H-4,00 H- 4,000
[0,0010
@ € 3
- = < erro
X=X H,000H

A solugéo deste sistema & (3; -4)"
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Exemplo 2 Dado osistema aaixo:
5x—-y=13
2x+4y =14

obter a solugdo pa Gaus-Seidel Matricial com 4 decimais com arredondamento e @ro menor ou igua a
0,005 Admitir solugéo inicial nula.

Resposta: A solugo aproximada deste sistema & (3,0004 1,99%8)"

4.4 Método d e Relaxagédo
Sejao sistema:
Ea11X1+a12X2+'"+ alan:b
%21)(1+a22X2+'“+ aZHXn:bz

Hau Xt Xt * @mX. = b,

Se substituirmos valores as variaveis x, Xz, ..., Xn:

Ba11X1+a12X2+'"+ alan_b: I
HaXt Xt + &, X~ =T,

Hau X, Xt * 8mXa~ DL =T,
ondery, ry, ..., Iy $80 chamados de residucs.

Depois de aribuir valores axi, X, ..., X!
a) Procure a guacé mais errada de todas,
b) Tente ver nessa equagdo a incogrita mais resporsavel pelo erro - passa aser o Urico responsavel
(supondo ge todas as outras estejam certas) pelo erro;
¢)Ache o valor dessaincognita responsavel;
d) Repita o processo com a segurda ejuacéo mais errada.

Exemplo 1 Sgjao sistema

6x-y+2z=4 6x-y+2z-4=0
X+10y-4z=7 0 Xx+10y-4z-7=0
3X-y+12z2=16 3x-y+12z-16=0

Substituindo nosistema os vaores (0, 0, 0) para(x, Y, z), obtém-se:

4= I

-7=r, . que é hlamadoresiduo

-16=r,

Analisando & moduos dos residuocs, verifica-se que |, € 0 maor residuo, portanto deve-se tentar

diminui-lo a partir da andlise do maior resporsavel na sua equagéo.

Andlisando a gquagdo 3 3x -y +12z-16= 0, verifica-se que o coeficiente de z éo maior em mdduo,
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logo, deve-se manter os valores iniciais de x e y que sao respectivamente (0, 0) para se obter o valor de zque
anula a euacdo. Portanto:

30-0+12z-16=00 z=1,333 queserao novo \alor de z

22 Tentativa: Substituindo a trinca (0; 0; 1,333 no sistema original, obtem-se os sguintes valores
residuais: , =-1,3330 r,=-12,3330 1, =0, e poce se verificar que , € en moduo omaior residuc.

Repete-se 0 mesmo proces anterior SO que na equagd 2 x+10y—4z-7=0, ondey é en mdduo o
maior responsavel pelo residuo, entdo substitui-se nesta expressio aduga (0; 1,333 em x e z respedivamente
de forma aobter o valor dey que awla a expressio 2 0+10y-4.1,333-7=00 y=1,233, que sera 0 novo
vaor dey.

O proces deve ser repetido até que 0 méduo de todes os residucs sjam inferiores ou iguais ao erro
estipuado. Vea

32 Tentativa: Trinca (0; 1,233 1,333 resulta nos residucs: —2,567, 0; —1,234 Entéo y, € 0 maor
residua Verifica-se na equacé® 1 que x € o maior responsével pelo erro, loga

6x-1,233+2.1,333-4=00 x=0,428.

42 Tentativa: Trinca (0,428 1,233 1,333), residucs: 0; 0,428 0,050. Substituindo o devidas valores na
expressdo 2 0,428+10y-4.1,333-7=00 y=1,191.

52 Tentativa: Trinca (0,428 1,191; 1,333), residucs: 0,043 0; 0,093 Entao:
3.0,428-1,191+12z-16=002z=1,326.

62 Tentativa: Trinca (0,428 1,191; 1,326), residua 0,028, 0,030, 0. Loga
0,428+10y—-4.1,326-7=00y=1,18¢€

72 Tentativa: Trinca (0,428 1,188 1,326), residua 0,031 O; 0,003 Loga se por exemplo o erro
estipulado fosse igual a 0,05, ent&o (0,428 1,188, 1,326) seriao conjunto solugdo dosistema.

Exemplo 2 Sejao sistema:
bx-y=7 BXx-y-7=r:
Ey(+3y=4 Ey(+3y—4=rz

Substituindo nosistema os valores (0, 0) para (x, y), obtém-se:

7=r,

gue é hamado residuo
4= I

Analisando s méduos dos residucs, verificase que r; € 0 maior residuo, portanto deve-se tentar
diminui-lo a partir da andlise do maior resporsavel na sua equagao.

5x-0-7=00 x:z gue serd o novo \alor de x.

5’

22 Tentativa: Substituindo a trinca (E ; 0) no sistema original, obtem-se os eguintes valores residuais:
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rn=0er;= —%3, epock se verificar quer, € en mdduo omaior residuo.

Repete-se 0 mesmo proces anterior sd que ha equagdo 2

% +3y-4=00y= g,queseréo novo \alor dey.
. . 7 13 . 13 ~ . } .
3 Tentativa Trlnca(g ’E) resulta nos residucs: r; = T er, = 0. Entéo r; € 0 maior residua

Substituindo ¢ devidos valores na equagédo 1temos:

5x — 13 -7=00x= %, gue serd o novo \alor dex.
15 75
42 Tentativa Trinca(%; 1—2), resulta nos residucs: r; =0 er; = % e . Substituindo & devidos

valores na equagédo 2

% +3y—4:0[] y= &
75 225
52 Tentativa: Trinca(%,&), resultanos residucs: r, = 13 er;=0.
75 225 225
. = ~ ~ . . 118 182
Como os residucs 80 menores que 0,1 entdo a solugdo dosistema é x = 3 =15733ey= ET =

0,8089

Existe uma outra maneira de exeautar o método e relaxagéo. Para tanto, deve-se observar que no
sistema:

AuXit B Xot -+ A X = by
A Xt A Xo et An X = D,

A Xi* A Xote-F A Xa = b,

) \(©

supondo ma aribuigg X7, X,..., X, entéo:

XD+ A Xot A Xa~ D=1
A Xt D+ A Xt T Bon X~ 0, =T

A D+ A Xo -t an X~ L =T,

once avariagdo doerro é expressa por:
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Ar.=r.-r.=au
Ar,= rlz_rz = Qo
Ar.=r.-r.=a.
Mudandoa &aribuicao,
QX+ Qe+ D+ au X~ b =T,
a21X1+a22(X2+1)+"'+a2an_bz = rz
A Xt anZ(X2+l)+"'+anan_ bn = rn
avariagdo doerro passra aser:
Ar=r-r=a,
Ar=rr,=ax
Ar.=rr=ag

Com base nestes dados, forma-se aseguinte tabela:

K K N -~ OX, Ar, Ar, Ars - Ar,
1 0 o0 0 & An A A
0o 1 o0 0 Qe A O a.
0o o0 1 0 Qs Qs Qs ax
0 0 o 1 & @ B am

Exemplo 3. Dado osistema &daixo:

X+y-5z=9
6Xx+2y+z=45
3x+8y-z=91

obter asolugdo pa relaxagdo. Calculos com 3 dedmais com arredondamento e erro ndo superior a0,1.
a) Convergéncia:
6x+2y+z=45

3x+8y-z=91
X+y-5z=9

b) relaxagéo (ri, rz ersdeve ser zero):
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6x+2y+z-45=0
3x+8y-2z-91=0

X+y-5z-9=0
c) Tabela base:
1 0 0 6 3 1
0 1 0 2 8 1
0 0 1 1 -1 -5
X y z rl r2 r3
0 0 0 -45 -91 -9
max |Ri|=r, - 8y=91 - y=91/8=11,375
[ 11375 ] 2y0 22750 | &0 91 | 1yO 11375
Totall -22,250 0 2375
max |Ri| = - 6x=22250 - x = 22,2506 = 3,708
3708 | 22,250 11125 3708
Total2 0 11,125 6083
max |R|=r, » 8y=-11,125 - y=-11,1258=-1,391
-1,391 | -2,782 -11,125 -1,391
Total3 -2,782 0 4692
max |Ri|=r3 - -52=-4,692 - z=-4,692/(-5) = 0,938
[ | 0938 Q938 -0,938 -4,692
Total4 -1,844 -0,938 0
max |R|=r — 6x=1,844 - x=1,8446=0,307
0,307 | 1,844 Q921 Q307
Totals 0 -0,017 Q307
max |Ri| = rs - -5z2=-0,307 - z=-0,307/(-5) = 0,061
0,061 Q061 -0,061 -0,307
Total6 0,061 -0,078 0

yx=4015 | Yy=9984 | Yz=0,999

entdo, como todcs os méduos de r; sdo inferioresa 0,1

x=0+3,708+0,307=4,01504
y=0+11375-1,391=9,9840010
z=0+0,938+0,061=0,999 01

Exemplo 4 Dado osistema &aixo:
X+y+5z=32

6x—-2y+z=11
X—-7y-z=58

obter a solucéo pa relaxagdo. Célculos com 3 dedmais com arredondamento e erro ndo superior a0,1.

a) Convergéncia:



6x—-2y+z=11
X—-7y—-z="58
X+y+52=32

b) Relaxacdo (r1, r ers deve ser zero):

6x—-2y+2z-11=0
X—-7y—-z-58=0
X+y+5z2-32=0

| | 0026

0026

-0,026

0129

Totalll

0,099

-0,026

yx=-2980 | Sy=-9993 | yz=8994

c) Tabela base:
1 0 0 6 1 1
0 1 0 -2 -7 1
0 0 1 1 -1 5
X y z rl r2 r3
0 0 0 -11 -58 -32
max |Ri|=r, - -7y=58 - y=58/-7 =-8,286
-8,286 | -2y0 16571| -7y0 58 | 1yO -8,286
Totall 5571 0 -40,286
max |Ri| = r; — 52=40,286 — z= 40,2865 = 8,057
[ 8057 8057 -8,057 40286
Total2 13,629 -8,057 0
max |Ri| =1 — 6x=-13629 - x=-136296 =-2,271
2271 | -13,629 2,271 2,271
Total3 0 -10,329 2,271
max |R| =r2 - -7y =10,329 - y= 10,329(-7) =-1,476
-1,476 2951 10329 -1,476
Total4 2,951 0 -3,747
max |Ri| = r3 — 5z=3,747 . z=3,7475= 0,749
[ 0749 Q749 -0,749 3747
Total5 3,700 -0,749 0
max |Ri| = — 6x=-3,700 - x=-3,7006 =-0,617
0,617 | -3,700 -0,617 -0,617
Totalé 0 -1,366 -0,617
max |R|=r2 - -7y =1,366 - y = 1,366(-7) =-0,195
-0,195 Q390 1,366 -0,195
Total7 0,390 0 -0,812
max |Ri|=r3 — 52=0,812 ~ z=0,8125= 0,162
[ 0162 Q162 -0,162 0812
Total8 0,553 -0,162 0
max |Ri|=r - 6x=-0,553 - x=-0,5536 =-0,092
-0,092 -0,553 -0,092 -0,092
Total9 0 -0,255 -0,092
max |Ri| =, - -7y = 0,255 - y = 0,255(-7) = -0,036
| -0036 | Qo073 Q255 -0,036
Total10 0,073 0 -0,129

max |Ri|=r; - 52=0,129 - z=0,1295 = 0,026

entdo, como todos os méduos de rj sdo inferioresa 0,1

x=0-2271-0,617- 0,092 =-2,980

y=0-8,286-1,476-0,195-0,036=-9,993

z=0+8,057+ 0,749+ 0,162+ 0,026 = 8,994
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5 Interpolacéo

5.1 Introducéo

A interpoacéo € outra das témicas bem antigas e basicas do cdlculo numérico. Muitas fungbes o
conheddas apenas em um conjunto finito e discreto de portos de um intervalo [a, b], como, por exemplo, a
tabela aaixo que relaciona calor especifico da ggua etemperatura:

Xi Xo X1 X2 X3 Xa X5 Xg X7

Temperatura (°C) 20 25 30 35 40 45 50 55

Calor especifico | 0.99907| 0.99852| 0.99826| 0.99818| 0.99828| 0.99849| 0.99878| 0.99919
Tabelal - Calor espedfico da gua

A partir desses dados suponhamos que se queira cdcular:

a) o cdor espedfico da gua a325° C
b) atemperatura para aqual o cdor espedfico é 0.99837

A interpolagdo tem o oljetivo de nos gjudar na resolugdo deste tipo e problema, ou em casos em que
possuimos um conjunto de valores obtidos através de dgurs experimentos.

Interpdar uma funcdo f(x) consiste em aproximar essa fungé por uma outra fungd g(x), escolhida
entre uma dasse de fungdes definida apriori e que satisfaga dgumas propriedades. A funcéo g(x) € entéo
usada em substituicdo a fungdo f(x).

A necessidade de se efetuar esta substitui¢éo surge em véarias stuagdes, como pa exemplo:

a) quando sdo conhecidos mente os valores numéricos da funcéo pa um conjunto de portos (ndo
dispondo @ suaforma analitica) e énecessario cdcular o valor dafungdo em um porto néo tabelado (como é
0 caso doexemplo anterior).

b) quando a funcdd em estudo tem uma expressio tal que operacGes como a diferenciagéo e a
integracdo sdo dficeis (ou mesmo impossiveis) de serem reali zadas. Neste caso, podemos procurar uma outra
funcéo que sgjauma groximagdo dafuncéo dada e @jo manuseio sejabem mais smples.

As funches que substituem as funcBes dadas podem ser de tipos variados, tais como: pdinomiais,
trigonamétricas, exponenciais e logaritmicas. N6s iremos considerar apenas o estudo das fungdes polinomiais.

5.1.1 Conceito de Interpolagao
Seja afuncd y = f(x), dada pelatabela 1. Deseja-se determinar f (X), senda

a) X 0 (Xo, X7) e X #x, 1=0,1,2,..,7
b) x O (xo, X7)

Para resolver (8) tem-se que fazer uma interpolagdo. E, sendo assm, determina-se o pdindmio
interpolador, que éuma groximacédo da funcdo tabelada. Por outro lado, para resolver (b), deve-se redizar
uma extrapol agdo.

Consideremos (n + 1) portos distintos: Xo, X1, Xz, -.., Xn, chamadas nés da interpolacao, e os valores de
f(X) nesses portos: f(Xg), f(x1), f(X2), ..., f(Xn)-

A forma de interpdacdo de f(X) que veremos a seguir consiste en se obter uma determinada funcéo
g(x) tal que:
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9(%o) = f(xo)
g(x1) = f(xa)
90) = f(x)
9x) = fx)
Graficamente temos:

A
y

0 Xy X %, X3 Xy X5 X

Interpretacdo geométricaparan=5
5.2 Interpolacdo Linear

5.2.1 Obtenc¢do da Férmula
Dados dais portos distintos de uma funcdo y = f(X) : (%o, Yo) € (X1, Y1), desgja-se cdcular o valor de y
para um determinado valor de X entre Xg € X3, usandoainterpolacéd pdinomial.

O pdindmio interpoador € uma unidade menor que o nimero de portos conheddos. Assm sendo, o
pdindmio interpolador nesse cao terdgrau 1, isto €,

Py(X) = aux + @
Para determin&-lo, os coeficientes ap e a; devem ser cdculados de forma que tenha:

P1(Xo) = f(X0) = Yo
P1(x1) = f(x2) =y1

ou sgia, bastaresolver o sistemalinea abaixo:

[AuXot+ & = Yo ~ . L.
0 onck a; e ap sA0 asincognitas e
[ﬁaXf" Q=Y
Xo 1C . ) -
A= Ek: 1E € amatriz dos coeficientes.

O determinante da matriz A é diferente de zeo, sempre que X, # X3, l0ogo para portos distintos o
sistema tem solugéo Urica

O pdindmio interpdador P;(X) = a;x + ap tem como imagem geométrica uma reta, portanto estaremos
aproximandoa fungao f(x) por uma reta que passa pelos dois portos conheddos (Xo, Yo) € (X1, Y1)-
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A figura aaixo mostra, geometricamente, os dois portos, (Xo, Yo) € (X1, Y1), € aretaque passapor eles.

py(x)

Y1

Yoo =~ ¢

5.2.2 Exemplos
Exemplo 1 Segja afuncdo y = f(X) definida pelos portos (0.00; 1.35 e (1.00; 2.94). Determinar
aproximadamente o valor de f(0.73).

P1(X) = a;x + ag € 0 pdindmio interpolador de 1° grau que passa pelos portos dados. Ent&o teremos:

a) Pontos utili zados:
(0.00,1.35 e (1.00; 2.94)

b) Célculo dacs coeficientes:
Pi0)=a- 0+a =135 - ap =135
Pi()=ay-1+a,=294 - a; =159

¢) Polindmio interpolador:

Py(x) = 1.59x + 1.35 (equac@ dareta que passa pelos portos dados)
d) Resposta:

P,(0.73) =1.59. 0.73+ 1.35

P1(0.73 = 2551

O resultado oltido adma esta detado pa doistipos de aros:

a) Err o de arredondamento (E,) - € ometido duante a execugdo das operagdes e no caso de um
resultado ser arredondado.

b) Erro de truncamento (Et) - € ometido guando a férmula de interpoacé® a ser utilizada é
escolhida, pois a groximagdo de uma funcéo conhedda genas através de dois portos dados é feita por um
pdinémio de 1° grau.

Exemplo 2 Dada afungéo f(x) = 10x* + 2x + 1 com os valores de f(0.1) e f(0.2) determinar Py(0.15) e 0 erro
absoluto cometido.

Respasta: P;(0.15) = 1.3085
Erro absoluto: Ex = -0.0034375

Exemplo 3. Calcular o cdor espedfico aproximado da gyua a32,5° C, usando & vaores databela 1.
Resposta: P;(32.5) = 0.99822(Usando as temperaturas 30° C e 35° C).
5.3 Interpolagao Quadratica

5.3.1 Obtengdo da Férmula
Se @nhecermos trés portos distintos de uma funcéo, entéo o pdindmio interpolador ser&
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Pa(X) = apX® + ayX + ag

O pdindmio P,(x) é mnheddo como funcéo quadrédtica aija imagem geométrica € uma paraboa,
portanto, estaremos aproximando a fungdo f(x) por uma pardbola que passa pelos trés portos conhecidos (X,
Yo), (X1, Y1) € (%, Y2).

Para determinarmos os valores de a,, a; € ap € necessrio resolver o sistema:

azx5 +aXot+a=Yo
axt tada+a =y
ax; tae+tag=Ys

once ap, & € ay S0 asincogrnitas e 0s portos (Xo, Yo), (X1, Y1) € (X2, Y2) S80 conhecidos.
A matriz dos coeficientes &

3 Xo 1C
_ C
V= o ox 1[

2 X2 lE

Como os portos $o dstintos, entdo osistematerd solugd Urica

5.3.2 Exemplos
Exemplo 1 Utilizando o valores da funcéo seno, dados pela tabela abaixo, determinar a funcéo quedrética

2
23en1X , trabalhando com trés casas decimais.

que se groximade f(x) =

X sen(x) f(x)

0 0 0000
n 1 0.328
6 2

n V2 0.560
4 2

a) Pontos utili zados:
(0;0) (1v6; 0.328) (1v4; 0.560)

b) Célculo das coeficientes:
Py(X) = apé + agx + ag

[PZ(O) =az.Q°+a.0+ao=0

] m m s

PAZ) = - (7f +au. (1) + 0= 0.328

%32(%) —az- (;)2+a1. (;)+ ao=0.560

Daprimeiralinhatemos que ap = 0. Logq, 0 sistema pass aser:

[0.274a2+0.524a1 = 0.328
HJ.GI?az +0.785%u = 0.560

Resolvendo osistema aéma encontraremos a solug&o aproximada:
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a,=0.333 a, =0.452 a=0

¢) Polindmio interpolador:
Pa(X) = 0.333x% + 0.452

Exemplo 2 Determinar o valor de f(0.2) e o erro absoluto ocasionado pela glicac® da interpoagéo
quadratica no cdculo deste valor, usando os valores tabelados da funcdo f(x) = X2 — 2x + 1. Utili zar duas
casas decimais.

X f(x)
0.5 0.25
0.3 049
0.1 0.81

Resposta: P»(0.2) = 0.64
Erro absoluto: EA=0

Podemos observar que o pdindmio interpolador € igual a fungéo dada. Isto acorre porque afungéo
dada épdinomial de 2° grau e, a partir de trés portos da fungéo, consegue-se determiné-la sem erro. Contudo,
pocerdexistir o erro de aredondamento.

Exemplo 3 Usandotrés pontos da Tabela 1, determinar o calor especifico aproximado da gua a31° C
Respasta: P,(31) = 0.99822(Considerando @ portos (20; 0.99907), (30; 0.99826 e (40; 0.99828))

5.4 Interpolagao de Lagrange
As interpolacbes vistas anteriormente s80 casos particulares da interpolagdo de Lagrange. Vamos
estudar agora o pdindmio interpolador de grau menor ouigual an, sendo cados n + 1 portos distintos.

Teorema: Sgam (x;, i), i =0, 1, 2, ..., n, n + 1 pantos distintos, isto & x # X parai # j. Existe um
Unico pdindmio P(x) de grau menor ouigua an, tal que P(x;) =i, paratodoi.

O pdlindmio P(x) pode ser escrito naforma:

Pu(X) = 80 + axX + @ + ... + aX"

ou Pyx)= i ax

P(x) € nomaximo, de grau n, se a, # 0 e, para determin&-lo, deve-se mnhece os valores de a, &, ..,
a,. Como Py(x) contém os portos (X, vi), i =0, 1, .., n, pode-se escrever que Py(X) = Vi.

Com is temos:

Bt aXot @ Xot+ A= Y,
2 n
BotraXtaX-rax =Y,
D ..............................................
FutaX.*ax,+a.x.= Y,

Resolvendo o sistema adma, determina-se o pdinémio Pn(x). Para provar que tal palindmio é Gnico,
basta que se mostre que o determinante da matriz A, das coeficientes das incognitas do sistema, é diferente de
zero. A matriz A &
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1% X o Xop
2 n
A=l X X XiE
O C
ER— e

B X X XaE

~ Maso determinante damatriz A € conheddo como determinante das poténcias ou e Vandermonde &
da Algebra Linear, sabe-se que seu valor é dado pa:

det(A) = |'| (X~ X;) - Como x # % parai # j, vem que det(A) # 0.

1>]
Logo P(x) é tnico.

Exemplo 1 Sgjam osvalores: Xo =1, X1 = 0, X, = 3 e X3 = 2. Determinar: |_| (xi = x;) -

|'| (xi—xj) = (X1—Xo) (X2 = X0) (%2 = X1) (X3 = Xo) (X3 = X1) (X3 — X2) =
=-DEE)M@A(-1) =12

Este valor éigual ao determinante da matriz:

1111¢C

C
%000[
1 39 270
H2a48F

5.4.1 Obtengdo da Férmula
Serdmostrado, agora, adedugdo daférmula de interpoacéo de Lagrange.

Sejam Xg, X1, X2, ..., Xn, (N + 1) portos distintosey; = f(x),i =0, 1, ..., n.

Seja Pn(X) 0 pdinémio de grau < n que interpola f em Xo, ..., X,. Podemos representar P(x) na forma
Pn(X) = yoLo(X) + y1La(X) + ... + ynLn(X), onde os padlindmios L«(x) sdo de grau n. Para cala i, queremos que a
condcao Pn(X) = y; sejasatisfeita, ou sgja

Pn(%) = YoLo(x) + yaLa(x) + ... + YaLa(X) = ¥i

A formamais smples de se satisfazer esta ondcéo éimpor:

M se kz#i . .
L(x) = %1 © k=i e, parais, definimos Ly(x) por

(K= Xo) (X = Xa).os (X = Ke = )(X = K 2)... (X = Xo)
K (= Xo) (Ko = Xa)on (Ko = K- 2) (K= i+ 1) (Ko = Xo)

Como o numerador de Ly(x) € um produo de n fatores daforma:

x=x),1=0,1, .., n, i #k, entéo L(X) € um polindmio de grau n e, asgm, Pn(x) € um polinémio de
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grau menor ouigual an.

Além dis, parax =x;, i =0, .., ntemos:
Pn(x) = Z Vi Li(x) = WiLi(%) = vi
=0
Entdo, ainterpoacio de Lagrange parao pdindmio interpolador &
P = > Vi Lk(X)
n ;} k Lk

- (x=x)
=0 (%= x)

jzk

onde Ly(x) =

Pn(X) = Z Eyk ((::k _X‘)) [ é aférmula dainterpoacdo lagrangeana.

“H E

5.4.2 Exemplos:

Exemplo 2 No caso dainterpolagdo linea, visto anteriormente, temos dois portos distintos: (X, f(Xo)) € (X1,
f(x1)) comnigua al.

a) Pontos utili zados:
(0.00; 1.35) e (1.00; 2.94)

b) Célculo dacs coeficientes:
P1(X) = yoLo(X) + y1La(x), onde

_ (x=x1)
L9 = (Xo— Xa)
L) = (X = Xo)

(X1 - Xo)

(X=x2) + (X = Xo)

Asdm, Py(x) =
ssm. P(x) yO(XO—Xl) yl(Xl—XO)

gue é xatamente a uacio dareta que passa por (Xo, f(xo)) € (X1, f(x1))-

¢) Polindmio interpolador:

(x-1

P9 =135 ] +294 1 X=0

0-1) (1-0

gue é amesma expressdo oltidano exemplo 1 ceinterpolacéo linear.

-1.35x+ 1.35+ 2.94x = 1.59x + 1.35

Exemplo 3 Determinar o pdindmio de interpolagdo de Lagrange para afuncd conhedda pelos portos
tabelados abaixo e o resultado em P(0.5):

i Xj Vi
0 0 0
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Resposta: P»(0.5) = (0.5)> = 0.25

Exemplo 4 Determinar o pdindmio interpoador de Lagrange para afuncdo conhedda pelos portos da
tabela aaixo:

i Xi Vi
0 -1 4
1 0 1
2 2 1
3 3 16

Polindmio interpolador: Ps(x) =% - 4x + 1
5.5 Interpolagao Parabdlica Progressiva

Na interpolagé@® parabdlica progressva precisamos de n + 1 portos, onde n é o grau do pdindmio
desgiado. Em seguida, tomamos os portos mais proximos, do porio que queremos, na hora de montar a
tabela

Polindmio degrau O:
HDOIinémio grau OE
[eTE :

Po(X) = ag

GO -

Polindbmio degrau 1:

HDonnom.o grau OE H’olmomm grau 1E

G- %: passando por x,
TE B E

P1(X) = ap + a1.(X — Xo)

Polindmio degrau 2:

HDOI|n0m|o grau OE Efollnomlo grau 1E Eraollnomlo grau 2 E
G2 - 0+0 C
%:TE Epassando por on Hpassando por X, e por x1E

P2(X) = @ + a1.(X — Xo) + @.(X — X0).(X — X1)

Polinébmio degrau n:

Pr(X) = ag + &1.(X = Xg) + &2.(X = X0).(X = X1) + ... + &.(X = X0).(X = X1).(X = X2) ... (X = Xn-1)
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Impondo ge Pn(X) passe por todos os n + 1 portos da tabela, temos que:

Pr(X0) = f(x0)
Pn(Xl) = f(Xl)
Pn(x2) = f(x2)

Po%e) = f(%0)

Validade:
X= X0 Po(x) =a,= T (X)

f()(i)_a“ﬂa= f(Xl):Po(Xl)
X~ Xo X~ Xo

X=XO P = arax-x = f(X0a=

_ fFO0-P.x)
(X~ X (X~ %)

X= %0 P,(%) = &+ &%~ X) * &%~ %)%~ x) = F (X)0 &,

X= X0 Po(X) = 80+ @u(X, ™ X) -+ @ (X, = X~ X, = T (X)0
__FOQ-PLx)

A % XX~ X

Exemplo 1 Dados os pares abaixo, determinar a expressdo analiticadestes mesmos:

X -5 -3 1 2
(x) -8 -4 4 6

12Hipdtese:
X=X Po(X)=-8

22 Hipttese:
= - f(Xl)_PO(Xl)__4+8_ _ _
X=xhas X~ Xo _-3+5_2 0 P,(x) =-8+2(x+5) =2x+2
R Hipdtese:
f (Xz) - PuXx) 4—4
=y [ = - —0 O osn
XTxr& (X~ X)X~ X) (@+5)(1+3) P,(x)=2x+
A Hipdtese:
xxeas T 203 =0 DP,(x)=2x+2

(X~ X)X~ X)X~ X2 (2+5)(2+3)(2-1)

Logo a expressdo é: Py(x) = 2x + 2
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5.6 Diferencas Divididas

Sqja f(x) uma fungdo tabelada em n + 1 porios distintos Xo, X1, X2, ... X.. Definimos o operador
diferengas divididas por:

f[xo] = f(Xo)

fxox] = f[Xd:f[Xo] _ f(Xi):f(xo)
%% (4 =%)

fxoxaxg] = 12Xl = %]

X, =%

g = D] = %]
Xy =X

f[Xo,X1,X2,

Dizemos que f[Xo,X1,%2,...X(] € adiferencadivididade ordem k da funcéo f(x) sobre osk + 1 portos.

Conheddos os valores que f(x) assume nas portos distintos X, X, Xz, ... X,, Podemos construir a tabela:

Xi Ordem 0 Ordem 1 Ordem 2 Ordemn
Xo fxo] f[Xo,Xa] f[X0,X1,X2] f[X0,X1,X2 ... Xn]
X1 fxa] f[x1.%a] T[X1,%2,X3] -

X2 fx2] f[%2,Xa] xeXaxd] -

Xn-2 fXn2] f[Xn-2,Xn-1] f[Xn-2,Xn-1,%n] -

Xn-1 f[Xn-1] [ Xn-1,%n] = -

Xn Xl - - -

5.6.1 Propriedade do Operador Diferengas Divididas
Pode-se provar que & diferencas divididas stisfazem a propriedade de ser simétrico ncs argumentos.

Exemplo:

fx] = fx] _ flx] - flx]
X Xo =X

f[XoXa] = = f[X1,%q]

5.7 Interpolacdo de Newton com Diferencas Divididas

Pode-se provar que cala meficiente a,do pdindémio interpolador de Newton corresporde & operador
de grau n de diferencas divididas:

f{x] = @
fiXox1] = a1
T[XO,X1.X2] =ay

X0, X1, X2+ X%n] = @n

Pn(X) = @ + a1.(X = Xo) + @.(X = X0).(X = X1) + ... + @n.(X = X0).(X = X1).(X = X2) ... (X = Xn-1)

Pn(X) = f[xg] + f[Xo,Xa] . (X — Xo) + f[Xo, X1, X2] . (X—=Xg) . (X —X1) + ...
+ XX, ] - (X X0) . (X X1) - (X = %) . (X = )

5.7.1 Exemplos
Exemplo 1 Obter f(0.5) usando um pdindmio interpolador de Newton do segundo gau (3 portos).



Considere aseguinte tabela:

Xi -1 0 1 3
F(x) 2 1 2 10
a) Célculo das coeficientes de Py(X):
X |Ordem0|Ordem1 Ordem 3
Xo -1 2 -1 0
X1 0 1 1 0
X2 1 2 3
X3 2 5 5
Xa 3 10
onck:
f[xo] =f(x0) =2

fx] =f(x) =1
f[xs] =f(xo) = 2
f[xg] =f(xs) =5
f{xa] = f(xs) = 10

fxox] =
X =X, (% =%,) 0+1
fixag] = 1 = flxl _ 271 _ 4
X2 = X1 1-0
_ flxad=flxJ _5-2 _
flXg,Xg] = ——>—"52 === =3
[x2,x3] — o<1
flx] - flxd _ 10-5
f y = = =5
Do X3 3-2
FIx, %] = fX, %] _ 1+1
f| X1, R S ST B S L e
[X0,X1,%2] oy 1
o = XX = flax] o 371y
X3~ X1 2-0
X3, xa] = f[ X2, 5-3
fxoxaxg] = DX = flxexd _ 528 _ 4
Xa =™ X2 -1
f[Xo,X1, X2 %3] = Flxa e xal = o, %0, ] = 1-1 =0
X3~ Xo 2+1
xexons xg] = 1DeXexl = fhaexd _ 121 _
X4~ X1 3-0
fXoXeXo XaXe] = f X1, X2, Xa: Xal = flx0: X, X2, %] _ 0=0

X4~ Xo
b) Polinémio interpolador:

Py(x)=2-1(x+ 1) + L(x + 1)(x — 0)

FIx] - ] _ FOQ) - (%) _1-2 __
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Pax)=2—-(x+1)+x(x+1)
PyX)=2-x-1+x+x
Py(x) =X +1

¢) Resposta:
P,(0.5) = (0.5)>+ 1=1.25

Exemplo 2 Obter f(40) usando um pdindmio interpolador de Newton de grau 3 (4 porios). Considere a
seguinte tabela:

Xi 30 35 45 50 55
F(x) 0.5 0.574 Q707 Q766 Q0819

Resposta: P5(40) = 0.64305

Exemplo 3 Obter f(0.47) usando um pdindmio interpolador de Newton do segundo gau (3 portos).
Considere aseguinte tabela:

Xi 0.2 0.34 04 0.52 06 0.72
F(x) 0.16 022 027 029 032 037

Resposta: P2(0.47) = 0.27802

Exemplo 4: Obter f(0.5) usando um palindmio interpolador de Newton do garto grau (5 pontos). Considere
aseguinte tabela:

% -1 0 1 2 3
F(x) 1 1 0 -1 -2

Resposta: P4(0.5) = 1 - 0.375- 0.0625- 0.02344= 0.53906

5.8 Interpolagdo de Gregory-Newton

Muitas vezes 80 encontrados problemas de interpolacé cuja tabela de portos conheddaos tem valores
que sdo igualmente espagados, ou sgja

X=X0=X = X=X~ X2 = .= X = %1 =h
Assm X421 — X = h, paratodoi, sendoh uma wnstante.
X=Xa1+h-X=x+i*h

5.8.1 Diferencas Ordinarias ou Finitas

A%(x) =f(X)

AY(X) = f(x + h) = f(X)

D%H(X) = AM(x + h) = AY(X)

(%) = A™H(x + h) - A™(x)

Xi Ordem 0 Ordem 1 Ordem 2 Ordemn
Xo f(x0) A(xo) D(x0) Af(%o)
X1 f(x1) A(x) D%(x) -
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X2 f(x2) Alf(Xz) Azf(Xz) -
X N ) -
Xn-1 f(%n-1) (1) - -

Xn f(%n) - - -

5.8.2 Relagéo entre diferencgas divididas e diferencas ordinarias

Teorema: _Sex =X +j.h, paraj =0, 1, 2, ..., n, entdo f[Xo,X1,X2,... Xn] = %
Prova .
fxo] =f(xo)
(Do = JD =TT _ )= F06) - 106+ = 0x) _ A1 ()
% (4 =%) h h
M (G) _BH(K)

X %] = %, %] h h _ AF(X)
f = 1 2 0 1. = = 0
Do) X, = %o 2h 2h?

é por induz& podemos mostrar que estaregra évalida para valores maiores que 2.

5.8.3 Gregory-Newton usando Diferencas Ordinarias
Partindo daformula origina do método de Newton, que é

Pn(;<) = f{xo] + fXo,x1].(X = Xo) + f[X0,X1,Xa] .(X = X0).(X = X1) + ..+ f[X0,X1, X2, .. Xn] .(X = X0).(X = X1).(X = X2)...(X =
Xn-1,

podemos derivar anovaformula que utili za & diferengas ordinérias:

Pu =100 + 210 () 4 BTUO g g v 1O - ¢ -
2h nh

X2).(X = Xn-1)

5.8.4 Exemplos
Exemplo 1 Obter f(0.5) usando um pdindmio interpolador de Gregory-Newton (G-N) do segundo gau (3
portos). Considere aseguinte tabela:

Xi -1 0 1
f(x) 2 1 2 5 10

N
w

a) Tamanho dointervalo:
h=1

b) Célculo das coeficientes de Py(x):

X |Ordem0|Ordem1|Ordem 2| Ordem 3| Ordem 4
Xo -1 2 -1 2 0 0
X1 0 1 1 2 0
X2 1 2 3 2
X3 2 5 5
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[x [ 3 | 10 | |

¢) Polindmio interpolador:
Py(x) =2+ éLllE(x +1)+ %E(x + 1))

Py(x)=2—-(x+1) +x(x+1)
Py(X) =2-Xx-1+x+x
Pax) =x° +1

d) Resposta:
P,(0.5) = (0.5)2+1=1.25

Exemplo 2 Obter f(0.04) usando um paindmio interpolador de Gregory-Newton dosegundo grau (3 portos).
Considere aseguinte tabela:

Xi 0.01 003 005 007
F(xi) 1.01 109 125 149

Resposta: P,(0.04) = 1.16

Exemplo 3 Obter f(3.7) usando um padlindmio interpolador de Gregory-Newton doterceiro grau (4 portos),
onde f(x) = In(x). Considere aseguinte tabela:

Xi 1 2 3 4
F(xi) 0 0.6931 10986 13863

Resposta: Py(3.7) = 1.30225590
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6 Integracdo Numérica

6.1 Introducéo

Do porto de vista andlitico existem diversas regras, que podem ser utili zadas na prética. Contudo,
embora tenhamos resultados bésicos e importantes para & témicas de integragdo analitica, como o Teorema
Fundamental do Calculo Integral, nem sempre podemos resolver todcs os casos. Ndo podemos equer dizer
que para uma funcdo simples a primitiva também serd simples, pois f(x) = 1/x, que éuma funcéo algébrica
radonal, posai uma primitiva que ndo 0é; asua primitiva é afungé In(x) que étranscendente.

Quando ndo conseguirmos calcular a integral por métodos analiticos, mecéiicos ou géficos, entdo
podemos recorrer a0 método algoritmico. Em algumas stuagbes, sd podemos usar 0 método numérico. Por
exemplo, se nd0 poswirmos a expressio anditica de f, ndo podemos, em hipdtese nenhuma, usar outro
método que ndo o numérico. A integracéo numérica poce trazer 6timos resultados quando ouros métodos
falham.

A solugéo numéricade umaintegral simples é mmumente chamada de quadratura.

Sabemos do Célculo Diferencia e Integral que se f(x) € uma funcéo continua em [a, b], entéo esta
funcéo tem uma primitiva neste intervalo, ou sgja, existe F(x) tal que [ f(x) dx = F(x) + C, com F'(x) = f(x);
demostra-se que, nointervalo [a, b],

}f(x)dx =F(b)- F(a)

tais métodas, embora variados, ndo se glicam a dgurs tipas de integrandcs f(x), ndo sendo conheddas sias
primitivas F(x); para tais casos, e para aueles em que aobtencdo da primitiva, embora viavel, € muito
b

trabalhosa, podem-se enpregar métodos para o cdculo do \alor numérico aproximado ce J’ f(x)dx.

A aplicacdo de tais métodos é obviamente necessaria no caso em que o valor de f(x) € mnheddo
apenas em algurs portos, num intervalo [a, b], ou através de um gréfico.
b

Lembrando qie J’f(x)dx = "mZ f(Xi)Ax (Riemann), onde Xi O [x.1, X] partes de [a, b], com %o =
a N-e i1
a, X = b e Ax = | % - X1 |, para n suficientemente grande e Ax; suficientemente pequeno, Z f(X)Ax
i =

representa uma boa groximagio para I f(x)dx.

b
Convém lembrar, também, que, sendo f(x) ndo negativa en [a, b], J’ f(x)dx representa,

numericamente, a &eadafiguradelimitadapor y =0, x=a, x=b ey = f(x), como mostra afigura éaixo:
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y=f(x)

A= }f(x)dx

Quando f(x) ndo for somente positiva, pode-se mnsiderar f(x) em mdduo, para o calculo da area,
conforme figura eaixo:
y

y=f(x)

A

c b b
A=If(x)+J’|f(x)|dx ou A:I|f(x)|dx

A idéia bé&sica daintegracdo numérica é a substituicdo da funco f(x) por um pdinémio que a
aproxime razoavelmente nointervalo [a, b]. Assm o problemaficaresolvido pelaintegragéo de polindmios, o
b

que étrivial de sefazer. Com este radocinio podemos deduzir férmulas para aproximar I f(x)dx.

As formulas que deduziremos terdo a expressao abaixo:
b
If(x)dx = Aof(Xg) + Aaf(Xq) + ... + Anf(X0), % O [a,b], i=0,1,..,n

6.1.1 Férmulas de Newton-Cotes

Nas formulas de Newton-Cotes a idéia de pdindmio que groxime f(x) razavelmente é que este
pdindmio interpde f(x) em portos de [a, b] igualmente espagados. Consideremos a particdo dointervalo [a,
b] em subintervalos, de omprimento h, [x;, X+1], 1 =0, 1, ..., n-1. AssSm Xis1 — X = h = (b — a)/n.

b
As férmulas fechadas de Newton-Cotes sdo formulas de integragéo dotipox, =a, x,=be J’ f(x)dx =

Xn n

J’f(x)dx OAf(xg) + Agf(xa) + ... + Anf(xn) = ZAaf (xi), sendo s coeficientes Ay determinados de aordo
0 =

com o grau do pdindmio aproximador.

Analisaremos a seguir algumas das formulas fechadas de Newton-Cotes como regra dos retanguos,
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regra dos trapézios e regra de Simpson.

Existem ainda & formulas abertas de Newton-Cotes, construidas de maneira andloga & fechadas, com
Xo €% O (a, b).

6.2 Regrados Retangulos
Sgjaointervalo finito [a, b] no eixo x que éparticionado em n subinterval os igualmente espacados [X;,
Xi+1], COM Xo = @ € X, = b e hi = X411 — . Sgja f uma fungdo continua ou simplesmente Riemann integrével,

cujaintegra ndo é mnhecida.
b

Noso oljetivo é cdcular I f(x)dx pelo método ch aeados retdngulos. Tais retangulos podem ser

considerados de diversas maneiras, conforme mostra &s figuras abaixo:

(a) (b) (c)

No primeiro caso, figura (a), a &eade cada retanguo é f(x) - h;; no segund caso é f(x+1)-hi e no
altimo f((x + Xi+1)/2) « hi. Em qualquer caso a soma das éreas dos retangulos $ra uma groximagdo para
b

If(x)dx.

Subdvidindo ointervalo [a, b] em n subintervalos, pela regra dos retdnguos, que sera indicado pa
R(h), é dada pelas formulas:

n-1

R(hn) = 2 f(x)h ,ou
n
R(hn) = Z f(x,)h ,ou
n-1
R(hy) = Z fEC X Hy
S 0 2 0O
conforme for tomado o caso (a) ou (b) ou (c) dafigura aéma.

Como h; é mnstante, temos h= b;na. Entdo :

R(h) = “Z F(x)
ou i
R(hw) = hZ F(X.0)

ou
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R(hy) = hS fR X
= O C
215

Em geral, quando uili zarmos a regra dos retangu os iremos efetuar os céculos através do caso (c), ou

n-1
s R = by 1(%), sendo X = %

6.2.1 Exemplos
1
Exemplo 1 Calcular J’1+—X2dx . Considere n = 10 e 4 casas dedmais com arredondamento.
31+ x
a) NUmero de intervalos:
n=10
b) Tamanho dointervalo

h:'f’;na =(1-0)/10=01

c) iteragOes:

i Xi f(xi)

0 (0+0.1) =0.05 00499
1 (0.1+0.2)=0.15 01467
2 (0.2+0.3)=0.25 02353
3 (0.3+0.4)=0.35 03118
4 (0.4 +0.5) =045 03742
5 (0.5+0.6) =055 04223
6 (0.6 +0.7) = 0.65 04569
7 (0.7+0.8) =0.75 04800
8 (0.8+0.9) =0.85 04935
9 (0.9+1) =095 04993
P2 = 3.4699

RO1)=hY f(%) = (0.1).(34699 = 0.34699

d) métodoanaliti co:
Lox
[y

1 r_1
dx = =In(l+ x*)q ==(In(2) -In(1)) = 0,34657 .
k= ZIn( X)Eu 5(In(2)=In()
Exemplo 2 Quando réo for posdvel conhecer f(x) pode-se usar f(xi) = (f(x.1) + f(x))/2, para o clculo
anterior, ter-se-ia

a) NUmero deintervalos:
n=10

b) Tamanho dointervalo:

h:t’;na =(1-0)/10=01

c) iteracOes:
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i f(x) f(x)
-1 0 —

0 0.0990 00495
1 01923 01457
2 02752 02338
3 03448 03100
! 04000 03724
5 04412 04206
6 04698 04555
7 04878 04788
8 04972 04925
9 05000 04986
s - 3.4574

ROD)=hY (%) = (01)(34574 = 034574

1
Exemplo 3 Cacular J’x3dx, paran=8.
-1

Resposta: R(0.25) =h'y f(x) = (0.25).(0.0000 =0.0000
el
4

= =0.

1
Métodoanaltico: [ ’dx = %

oo,
N
|

-1

6.3 Regrados Trapézios

Sejaointervalo finito [a, b] no eixo x que éparticionado em n subinterval os igualmente espagadas [X;,
Xi+1], COM Xo = @ € X, = b e hj = X+1 — X. Sejaf umafuncéo continua ou smplesmente Riemannintegravel, cuja
integral ndo é mnhedda

Numericamente: A regra dos trapézios é obtida gproximando-se f por um polinémio interpdador do 1 grau
(20 invés de zero, como ma regra dos retanguos). Se usarmos a férmula de Lagrange para expressar o
padlindmio ps(X) que interpola f(x) em Xo € X, temos:

b=x1

jf(X)dX~ o= T 1)+ L e

a=Xo

Assm, It = g[f (%) + f(xi)], que é a éeadotrapézio de dturah =x; — Xo € bases f(xo) e f(xa).

Geometricamente: Podemos ver, conforme mostra afigura éaixo:

1(x) r(x"l) PiY)

f(x)

Xi Xis1
Interpretacé® geométricada regra dos trapézos
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A é&eade cada trapézo é (f(x) + f(xi+1))/2 - hi. A soma destas &reas ®rd uma groximagéo para

} f(x)dx.

6.3.1 Regrado Trapézio Repetida
Dividindo ointervalo [a, b] em n subintervalos, pelaregrados trapézos, o resultado, que serdindicado
por T(h), é dada pela formula:

T(h,) = Z(f(x)+f(X.ﬂ))h

. a ~
Como h; é mnstante, temos h=——. Entdo :
n

f(x)+ f(X.+1))

T(h)) = hZ(

ou

T(h,) =g[f (%) + 2 (%) + 2 (%) +...+ 2 (x,) + F ()]

6.3.2 Exemplos

3,6
Exemplo 1 Cacular Jidx pela regra dos trapézos e, depais, analiticamente. Considere n = 6 e 4 casas
dedmais com arredondamento.

a) Ndmero deintervalos:
n=6

b) Tamanho dointervalo:

h=L"2 _(36-30)/6=01
C) iteragOes:
i Xj f(Xi) Ci Ci. f(Xi)
0 30 0.3333 1 03333
1 31 0.3226 2 06452
2 32 0.3125 2 06250
3 33 0.3030 2 06060
4 34 0.2941 2 05882
5 35 0.2857 2 05714
6 36 0.2778 1 02778
p2 - - - 3.6469

T(h) =211 () + 21 (4) + 21 (%) +..+21 () + 1 ()]

T(0.1) = %‘1 (36469 = 0,182345
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d) métodoanalitico:

361 36
dex: In(x)] =In(3.6) - In(3.0) = 0.18232156
JoX 3,0

1
Exemplo 2 Cacular J’(2x+3)dx pela regra dos trapézos e, depais, andliticamente. Considere n = 1 e 4
0

casas decimais com arredondamento.
1
Resposta: T(1) = 3 8 =4

1 1
Métodoanaliti co: J’(2x+3)dx= x? +3x] =1+3-(0+0)=4
0 0
Como aregra dos trapézos aproxima por umareta ea fungéo integranda éf(x) = 2x + 3 (umareta), o
vaor daintegral obtido é exato.
2
Exemplo 3 Calcular J’xln(x)dx pela regra dos trapézos, considerando dversos vaores para n e, depais,
1
analiti camente.

a) NUmero deintervalos: n=1
Resposta: T(1) = % (1.3863 = 0.6932

b) Nimero ceintervalos: n =2
Resposta: T(0.5) = % (2.6027) = 0.6507

c) Ndmero deintervalos: n=4
0.25

Resposta: T(0.25) = 5 (5.1191) = 0,6399
d) Nimero ceintervalos: n=8

Resposta: T(0.125) = 0'1225 (10.1951) = 0,6372

x2In(x) _E]z: 2%2In(x) = x*
2

| = = 0.63620436
4 h 4 L

2
Método analiti co: J’xln(x)dxz
1

6.4 Regrade Simpson

A regrade Simpson é ohtida goroximando-se f par um palindmio interpolador de 2° grau, ou sgja, uma
pardboa

Numericamente: Novamente podemos usar a formula de Lagrange para estabelecer a formula de integragio
resultante da groximacé de f(x) por um pdindmio de grau 2 Seja pz(x) 0 pdindmio que interpola f(x) nos
portosXp=a, X1 =X +hex;=x +2h=h:

_ (Xx=x1)(x=x2) (X = Xo)(X = X2) . (X = Xo)(X = X1) .
POz PN e O g

Assm,
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} f(x)dx = }2 f(x)dx = }2 p2(x)dx =

fz(;:f) I(x = x1)(X = x2)dx — f :])2(1) I(x — Xo)(X — X2)dX +

f(Xz)><2 _ _
20 J;(x Xo)(X = x1)dx

Resolvendo as integrais obtemos a regra de Simpson:
X2 h
If(x)dng[ f (x0) +4f (x1) + f (x2)] = Is
Xo

Geometricamente: Podemos ver, conforme mostra afigura &aixo:
p,(X)

Interpretacdo geométricadaregra de Simpson simples

6.4.1 Regrade Simpson Repetida

Aplicando aregra de Simpson repetidas vezes nointervalo [a, b] = [xo, X,]. Vamos supar que Xo, Xy, ..,
Xn S80 portos igualmente espagados, h = xi:1 — X, e n é par (isto é wnd¢d necessiria pois cada parabola
utili zara trés portos consecutivos). Assm teremos:

}f(x)dx 0|sth) =g[f(xo>+4f(x1>+2f<xz)+4f(x3>+2f(x4)+...+4f(xﬂ)+ F(x,)]

6.4.2 Exemplos
1

Exemplo 1 Calcular uma groximagéo para J'exdx usandoaregra de Simpson com n = 10.
0

a) NUmero de intervalos:
n=10

b) Tamanho dointervalo:

h= b;a =(1-0)/10=01
C) iteragOes:
i Xi f(Xi) Ci Ci. f(Xi)
0 0.0 1 1 1
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1 0.1 11052 4 44208
2 0.2 12214 2 24428
3 0.3 13499 4 53996
4 0.4 14918 2 29836
5 0.5 16487 4 65948
6 0.6 18221 2 36442
7 0.7 20138 4 80552
8 0.8 22255 2 44510
9 0.9 24596 4 98384
10 10 27183 1 27183
> - — — 515487

S(ho) = 0—:;1[9"‘0 +4PM 4+ 222+ 43+ 4278 + 4”0+ 0] =1,71829

d) métodoanaliti co:
1
J'exdx = ex]:) =g-&=2718818-1=1718818
0

1

e dx, considerandon = 10.
X

1
Exemplo 2 Calcular o valor de 11, dado pela expressdo 4'!'

01

Resposta: S( ho) = 3

[ (x0) +4f (x1) + 2 (x2) + 4F (x3)+.. 42 (xe) + 4 (x9) +  (x10)] = 3,14157

1
1+x?

1 1
Método analiti co: 4J’ dx=4( arctg(x)] ) = 4.(arctg(1) - arctg(0)) = 3.1415955
0 0

2
Exemplo 3 Calcular J’xln(x)dx pela regra de Simpson, considerando dversos valores para n e, depas,
1

analiti camente.

a) NUimero deintervalos: n=2
Resposta: 5(0.5) = O—:f (3.8191) = 0,6365

b) NUmero deintervalos: n=4

Resposta: §(0.25) = O'TZS (7.6355 = 0.63629167

¢) Ndmero deintervalos: n=8

Resposta: §(0.25) = %25 (15.2711) = 0,63629583

2 2%%In(x) — x?

2 2 2
Métodoanalitico: [ xIn(x)dx= w —XZ]1 = 2 ]f = =0.63629436
1

1
Exemplo 4 Calcular uma groximagéo paraJ’x2+1 dx usandoSimpsoncomn = 2.
0
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Resposta: S(0.5) = O?5[1+ 4129 +2] = % =1.33333..

1 3 3 \3
Método analiti co: J'x2+1 dx= L+x]z=(£+1)—(g+0) -4 1.33333..
) 3 3 3 3

Como a regra de Simpson se groxima por uma pardbola e sendof(x) = x* + 1 uma parébola, o valor
daintegral ohtido é exato independente do nimero de subintervalos utili zado nocdculo.
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