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1 Introducao

Calculo Numéricoé a obtencao da solucdo de um problema pela g@ticde método numérico; a
solucao do problema sera caracterizada, entdanp@onjunto de nimeros, exatos ou aproximados.

Método Numéricoé um algoritmo composto por um numero finito derapbes envolvendo
apenas numeros (operacdes aritméticas elementateslo de funcdes, consulta a uma tabela de \&lore

consulta a um grafico, arbitramento de um valar.) et

Problema
Fisico

Modelagem

Modelagemé a fase de obtencdo do modelo matematico queestest comportamento do sistema

fisico.

Resolucdoé a fase de obtencdo da solugcdo através da daicks; métodos numéricos (este é o

objetivo de estudo dBalculo Numérico).

Modelo
Matematico

Resolugdo

Solucéo




2 Conceito de Erro

2.1 Introducgao

A nocao de erro esta presente em todos os cangpGsidulo Numérico. De um lado, os dados,
em si, nem sempre sdo exatos e, de outro ladopeaagdes sobre valores ndo exatos propagam esses
erros a seus resultados. Finalmente, os prépriogodo® numéricos, freqiientemente métodos
aproximados, buscam a minimizacao dos erros, prador resultados o mais proximo possivel do que
seriam valores exatos.

Erro é a diferenca entre o valor exato e o valor aptede.

No proximo capitulo, sobre representacdo de nisneais, iremos analisar varias situacdes em
gue ocorrem erros, quando utilizamos o computadm pealizar os calculos. A seguir, analisaremos 0s
erros que ocorrem durante as fases de modelagesolegéo e também sobre erros de arredondamento e
erros de truncamento.

2.2 Erros na Fase de Modelagem

Ao se tentar representar um fenbmeno do mundoofizozr meio de um método matematico,
raramente se tem uma descricdo correta deste fawwdnidormalmente, sdo necessarias varias
simplificagbes do mundo fisico para que se tenhanaaelo.

Exemplo: Estudo do movimento de um corpo sujeito a umaeagho constante.
Tem-se a seguinte equacao:

d=do+Vo* t+ 1/2 *a * 12
onde:
d :distancia percorrida
do : distancia inicial
Vo :Vvelocidade inicial
t :tempo
o :aceleracao

Determinar a altura de um edificio com uma bolideanetal e um crondmetro: 3s
d=0+0*3+1/2*9.8*3=44.1m

Este resultado é confiavel?
1. Fatores nao considerados:
* resisténcia do ar
» velocidade do vento, etc.
2. Precisao dos dados de entrada:
« Se o tempo fosse 3,5s d = 60.025m
* Variacao de 16,7% no crondbmetro36% na altura.

2.3 Erros na Fase de Resolucéo

Para a resolucdo de modelos matematicos muitass viemna-se necessaria a utilizacdo de
instrumentos de célculo que necessitam, para fuseionamento, que sejam feitas certas aproximacoes
Tais aproximacfes podem gerar erros, tais comaers@io de bases, erros de arredondamento e erros de
truncamento.

2.4 Erros Absolutos e Relativos

Erro absoluto(EA) é a diferenca entre o valor exato de um nunmeeoo seu valor aproximado
N’



N=N + EA (N>N - EAy>0
N<N - EAy<O0)

EAV=N-N’ Erro absoluto

Por exemplo, sabendo-se quél (3.14, 3.15) tomaremos pamum valor dentro deste intervalo e
teremos, entaoEA| = jt- 10| < 0.01.

Erro Relativoé definido como o erro absoluto dividido pelo vaproximado:

E -N' .
ER, = A - N-N Erro Relativo
N' N'

E claro queEAy sO poderéa ser determinadoNéor exatamente conhecido; como isso é raro, em
calculos numéricos costuma-se trabalhar com um@aldo maxima para o erro, ao invés do proprio
(indicando-se, entaok|| <, ondee € o limite).

Por exemplo, sa = 3876.373 e s6 desejamos a parte intgir@ erro absoluto sera:
Ay =|a-a'|=0.373

Se fizermos 0 mesmo com o numBre 1.373, teremos:
Ng=|B-B'|=0.373

Obviamente, o efeito de aproximacaof@dé muito maior do que e, mas o erro absoluto € o
mesmo nos dois casos. O erro relativo, entretpotte traduzir perfeitamente este fato, pois:

8 = %7763 [10,000096 < 18 3 = %BD 0,373 < 5*16

2.5 Erro de Arredondamento

Ao se aplicar um método numeérico, os erros devatssvalores iniciais, intermediarios e finais
conduzem a um erro global (diferenca entre o exa@btido) também chamado de arredondamento.

Erros iniciaissdo os cometidos no arredondamento dos dadoai#i€is erros intermediarios sao
decorrentes dos erros cometidos durante a aplichg&ioétodo numérico e os erros finais decorrerdes d
apresentacao final do resultado.

Os tipos de arredondamentos mais conhecidos séo:
* Arredondamento para baixo ou por falta;
* Arredondamento para cima ou por excesso;
* Arredondamento para 0 numero de maquina mais pxim

Critério de Arredondamento: no calculo manual, ao registrar um valor aproxioyaostuma-se
usar a seguinte regra:

1. somar meia unidade apds a ultima casa decimalsepan;
2. desprezar as demais casas.

Assim, com 2 numeros significativos tem-se:

V2 =1.414 .01.41 (1.414 ... + 0.005 = 1.419-..1.41)
Y2 =1.259..01.26 (1.259 ... + 0.005 = 1.264-..1.26)



O uso deste critério limita 0 erro a meia uniddddiltima casa conservada:

E=+/2 -1.41 =1.41421 .= 1.41 = 0.00421 < 0.005

Os valores aproximados obtidos podem ser infexiQralor aproximado por falta) ou superiores
(valor aproximado por excesso) aos exatos; 1.4%aéap aproximado, por falta, dé2 ; 1.26 é o valor de
3/2 , aproximado por excesso.

Para concluir este item de erro de arredondameeig-se ressaltar a importancia de se saber o
namero de digitos significativos do sistema deesgmtacdo da maquina que esta sendo utilizada para
gue se tenha a noc¢ao da precisdo do resultad@obtid

Além da precisdo decimal, o célculo do chamadoil®psia maquina nos da uma idéia da
exatiddo da maquina.

O € da maquina € o menor namero de ponto flutuanteju 1 +& > 1. Alguns métodos para
calculo des ndo déo seu valor exato, mas isto nem sempreess@o, pois 0 que importa é a sua ordem
de grandeza.

O programa abaixo, escrito na linguagem Matlalouta uma aproximacdo doda maquina:

Eps=1.0;
while (Eps +1>1)
Eps = Eps/ 2.0;
sprintf('A maquina acha que %1.25f%s',Eps,’ vale zero!")
end;

O programa acima, executado num Pentium, obteegainte resposta:
A maquina acha que 0.0000000000000001110223025 val e zero!
Logo, o numero de digitos significativos é 19.

2.6 Erro de Truncamento

S&o erros provenientes da utilizacdo de procepgesdeveriam ser infinitos ou muito grandes
para a determinacdo de um valor e que, por razaésgs, sao truncados.

Estes processos infinitos sdo muito utilizadosavaiacdo de fungbes matematicas, tais como,
exponenciacao, logaritmos, funcdes trigonométmcadrias outras que uma maquina pode ter.

Exemplo: Uma maquina poderia calcular a funcdo sene( exponencia¥) utilizando as seguintes
técnicas:

3 5 7
sengx) = x - ~ + X - X 4
3 5! 7!
2 3
g=1 + x + = + X 4
2! 3
Fazendo truncamento:
x> x> X n X
sengx) O x - R T T +(‘1)ﬁ



€0l + x + = + = + . +=

A solucgédo € a de interromper os calculos quanda determinada precisédo é atingida.

De uma maneira geral, pode-se dizer que o ertoudeamento pode ser diminuido até chegar a
ficar da ordem do erro de arredondamento; a pdgtise ponto, ndo faz sentido diminuir-se mais, @ois
erro de arredondamento sera dominante.



3 Representacdo dos Numeros Reais

3.1 Introdugao
Complexos (2+3v-1)
Ndmero Irracionais (1T V2)

Reais Inteiros (-1004; 2)

Racionai Ordinarios (32/7; 1/3)

Fracionario
Decimais (-3.15; 0.33...)

Algumas das propriedades basicas da aritmétidanda valem mais quando executadas no

computador, pois, enquanto na matematica algunerssao representados por infinitos digitos, no
computador isso ndo € possivel, pois uma palavraaiadria € finita e a propria memaéria também.

Exemplos: V2,43, ne%.

Se desejassemos calcular a area de uma circuciferda raio 100m, obteriamos 0s seguintes
resultados:

a) A = 31400
b) A= 31416 M
c) A=31415.92654 fn

Como justificar as diferencas entre os resultaéfog@ssivel obter o valor exato desta area?

Os erros ocorridos dependem da representacadidueros na maquina utilizada. A representacao
de um numero depende da base escolhida ou disporiveaquina em uso e do niumero maximo de
digitos usados na sua representacao.

O numeror, por exemplo, ndo pode ser representado atravésndaumero finito de digitos
decimais. No exemplo mostrado acima, o numeréoi escrito como 3.14, 3.1416 e 3.141592654
respectivamente nos casos (a), (b) e (c). Em cadadales foi obtido um resultado diferente, e o erro
neste caso depende exclusivamente da aproximacakhida parat, Qualquer que seja a circunferéncia,
a sua area nunca sera obtida exatamente, uma @ezéqum numero irracional.

Como neste exemplo, qualquer calculo que envolvaenos que nao podem ser representados
através de um numero finito de digitos ndo forrieo®mo resultado um valor exato. Quanto maior o
numero de digitos utilizados, maior sera a preadinla. Por isso, a melhor aproximacgéao para or\d#o
area da circunferéncia é aquela obtida no caso (c).

Além disso, um numero pode ter representacd@fert uma base e ndo-finita em outras bases. A
base decimal é a que mais empregamos atualmentecodmutador opera normalmente no sistema
binario.

Observe o0 que acontece na interacdo entre o aqaa@ridados do programa) e o computador: 0s
dados de entrada sdo enviados ao computador pgoiauso sistema decimal; toda esta informacao é
convertida para o sistema binério, e as operag@les tserdo efetuadas neste sistema. Os resuliaagiss f
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serdo convertidos para o sistema decimal e, fingknseréo transmitidos ao usuario. Todo este psoce
de conversédo é uma fonte de erros que afetam badsdinal dos célculos.

Na proxima sec¢éo, iremos estudar os processosrmersdo de numeros do sistema decimal para
o0 sistema binario e vice-versa. Estudaremos tanegbfamma de armazenamento feita pelos computadores
digitais.

3.2 Sistema de Numeracao

Existem varios sistemas numéricos, dentre os glestacam-se o sistema decimal (base 10), o
octal (base 8) e o hexadecimal (base 16).

Em um sistema numérico com bg%existem digitos e o maior #— 1. De um modo geral, um
namero na bas@ (8§a.1...aad0)s, 0<a< (B—1),k=1, 2, ...J, pode ser escrito na forma polinomial:

ap +apf .+ @+ af+ af’

Com esta representacdo, podemos facilmente cenvam nimero representado em qualquer
sistema para o sistema decimal.

3.2.1 Sistema de Numerag&o Decimal

No sistema de numeracéo usual, o sistema deadirsamos dez digitos O, 1, ..., 9. Um numero
maior que 9 é representado usando uma convencéaatrgué significado a posicao ou lugar ocupado por
um digito. Por exemplo, em virtude das posicoepadas pelos digitos individuais no numero 201% est
namero tem significado numérico calculado como:

2015 = 2*16 + 0*10° + 1*10" + 5¥10° = 2000 + 0 + 10 + 5 = 2015

Notamos que um numero € expresso como uma sonpotdacias de 10 multiplicadas por
coeficientes apropriados. No sistema decimal, a(béase do sistema. Existem 10 digitos, o maiorcsend
9. Em um sistema numérico com bgsexistemB digitos e o maior g -1.

3.2.2 Sistema de Numeracao Binario

No sistema binario existem apenas 2 digitb& 1. Como o0s circuitos eletrbnicos usados no
computador apresentam 2 estados possiveis, connenese chamar o estado desligado de 0 e o estado
ligado de 1. Cada digito de um namero representadsistema binario € denominaliv (contracdo de
Blnary digiT), o conjunto de 4its € denominadaibble e o de &its debyte termo bastante utilizado na
area de informatica.

3.2.2.1 Converséao do Sistema Binario para Decimal

Quando um numero € escrito no sistema binaridjg®s individuais representam os coeficientes
de poténcias de 2. Por exemplo, 0 numero decimal &Scrito em representacdo binaria como 10011,
pois este arranjo de digitos binarios significa:

10011 =1*2+ 022+ 0*22 + 1*2' + 1*2°=16+0+0+2+1 =19

3.2.3 Converséo do Sistema Decimal para Binario
A conversao de um numero decimal para binérigt& da seguinte forma:
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1910)= 10011,

O bit menos significativo de um namero binéario recelpetacdo de LSBLEast Significant Bjte
0 bit mais significativo de MSBMost Significant Bijt

3.2.3.1 Conversao de Nimeros Binarios Fracionarios em Decimais

Consideremos agora a conversdao de um numero riga@obinario (base 2) para um numero
decimal (base 10).

0.1250= 0*1 + 1*10* + 2*10% + 5*10°= 0.1 + 0.02 + 0.005 = 0.126
0.00L=0*2°+0*2 1+ 0*22+ 1*2°=0+0+ 0+ 0.125=0.126

0.10L=0*2°+ 1*21 + 0*22 + 1*2° =0+ 0.5+ 0 + 0.125 = 0.62b

3.2.3.2 Conversao de Nimeros Decimais Fracionarios em Binarios

Consideremos agora a conversao de um numeror@aioda base 10 para a base 2. Um namero
real entre O e 1 pode ter representacao finitaistensa decimal, mas representacao infinita noraste
binario.

No caso geral, sejaum numero entre O e 1 no sistema decimaldd®..d;...), sua representacéo
no sistema binario. Os digitos binartsd,, ...,d;, ... séo obtidos através do seguinte algoritmo:

Passo 0: ri=r;k=1
Passo 1: CalculerR
Se 2y =1, faga:dy = 1,
caso contrario, facdi = 0
Passo 2: Faga+1 = 2r— dk
Sery+1 = 0, pare.
Caso contrario:

Passo 3: k=k+ 1.
Volte ao passo 1.

Observar que o algoritmo pode ou ndo terminar apdsnumero finito de passos. Para
(0.125), teremosr; = 0.125.

k=1 2;=025 =  d;=0
r,=0.25-d; = 0.25

k=2 2’2:0.5 = dzzg
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k=3 2’3:1.0 = d3
la

Ol

Temos entdo 0.125= 0.00%, sendo portanto a representagdo binaria finitgpa¥ar = 0.1,
teremosr; = 0.1

k=1 2’1:0.2 = d]_:Q
r,=0.2

k=2 2’2:0.4 = dzzg
rs=0.4

k=3 2’3:0.8 = d3:O
k=4 2,=1.6 = d=1

k=5 2’5:1.2 = d5:l.
re=0.2 =r,

Comorg =r,, teremos que os resultados paide 2 e 5 se repetirdo e entép.=rs=rp, =0.2 e
assim indefinidamente.

Concluimos que: (0.9 = (0.000110011001D11..); e, portanto, o niamero (0;4)ndo tem
representacao binaria finita.

O fato de um numero néo ter representacao finitsistema binario pode acarretar a ocorréncia de
erros aparentemente inexplicaveis em calculosadesiem sistemas computacionais binarios.

Um computador que opera no sistema binario irfaaemar uma aproximacao para (,1yma
vez que possui uma quantidade fixa de posi¢coesguaraar os digitos de mantissa de um nimeroae est
aproximacao sera usada para realizar os calcufssdl pode, portanto, esperar um resultado exato.

Podemos agora entender melhor por que o resuldperacao:

1000

S=>o01
n=1

nao é obtido corretamente num computador. Supont maquina digital que trabalhe com apenas 9
digitos na mantissa, o numero (@l9eria armazenado como (0.0001109KlLeste numero representa
exatamente (0.09960937k)Portanto, todas as operagdes que envolvem;{&djiam realizadas com
esta aproximacao. Veremos na proxima secdo a egpagsio de numeros em aritmética de ponto
flutuante com o objetivo de se entender melhonaaae resultados imprecisos em operagcées numericas

1000
O programa em Matlab a seguir permite calc@aﬁ.l, sendo 100 o valor exato dessa somatoéria.
i=1

x=0;
for i=1:1000
x=x+0.1;

sprintf('x = %0.20f', x)
end
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Quando essa somatoria € efetuada utilizando o dawhuo valor €99.99999999999859300000
Se escrever um programa em linguagem C usamholgble (maior precisdo) o resultado sera
99.99999999999859310000

3.3 Aritmética de Ponto Flutuante

Usa-se, rotineiramente, duas formas para fazemazenamento dos numeros em maquinas:
ponto fixo (para valores inteiros) e ponto flutwafgara valores reais).

Uma maquina de calcular, ou um computador digigbresenta um numero real no sistema
denominado aritmética gmnto flutuanteNeste sistema, o nUmex@ representado na forma:

I3 B B B
onde:

B: € a base em que a maquina opera;

di: sdo nimeros inteiros contidos no intervalod< (B-1); i =1, 2, ...}; di Z0;

e representa o expoente [fle assume valores entre e< S,

[, S limite inferior e limite superior, respectivamenpara a variacdo do expoente.
G, b b ) e de manissa e ¢ a parte do t
7 ,82 ,33 7 é chamada de mantissa e € a parte do numero gresenta

0os seus digitos significativos teé o namero de digitos significativos do sistemarej@esentacao,
comumente chamado de precisdo da maquina.

Exemplo 1:No sistema de bage= 10 (decimal), tem-se:

1 2 5
0.125 :(— + — + ) 10
T BT T,
3 1 4 1 5
3.1415, = 0.31415 1ol=(— T S ) 10
° ¢ 12 100 10°  10°

Os nameros assim representados estdo normalizatipg, a mantissa € um valor entre 0 e 1. A
forma normalizada é utilizada nas operacdes enndlyv@onto flutuante em computadores digitais.

No sistema de bafe= 2 (binéario), tem-se:

1 0 1
1010:101Q=o.101-2“:(E + p + 53). v

410:10Q=O.1*2°’:% * 28

Exemplo 2: Numa maquina de calcular cujo sistema de reprag&otutilizado tenh@=2,t = 10,l =-15
eS=15, o numero 25 e 3.5 é assim representado:

250=1100% = 0.11001 * 2=0.11001 * 2** sendo(5),, = (07,

(£+i+9+2+1+9+2+2+2+%;*2101

2 2 2 2* 2° 2° 27 28 2° 2
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ou, de uma forma mais compacta:

1100100000 0101
Mantissa expoente

Cada digito € chamado de bit, portanto, nesta maag#o utilizados 10 bits para a mantissa, 4
para o expoente e mais um bit para o sinal da ssan{se bit=0 positivo, se bit=1 negativo) e unphara
o sinal do expoente, resultando, no total, 16 Qiis, sdo assim representados:

250= [o[1]1]o|o]|1]o]o]o[0|0]0]0[1]0]1
Valor da Mantissa Expoente
— Sinal da Mantissa Sinal Exp.

3.5=0.111* 2°

[of1]1]1]ofo]o]ojojo]ofofo]0]1]0]

O maior valor representado por esta maquina daswiexemplo 2 seria:

[oft]ajajafafajajaja]afofa[a[a[a]

que, na base decimal, tem o seguinte valor: 0.11mnm * 2** = 32734,
E o menor valor seria: ~ —-0.1111111111 * 2= - 32736,

Logo, os numeros que podem ser representados mésfaina estariam contidos no intervalo
[-32736; 32736)].

Nesta maquina, ainda, o valor zero seria repradergor:

[o[oJojojoJofojojojo]ofofofofo]0]

O proéximo numero positivo representado seria:

[o[1]ojojoJojojojojofofaf1[a]1[1]

0.1 * 2% =0.000015259

O subsequente seria:

[o[1]ojojoJofojojojofafafa[a]a[1]

0.1000000001 *2° = 0.000015289

Através desses exemplos pode-se concluir que furdondos numeros representaveis neste
sistema é um subconjunto dos numeros reais, ddatitervalo mostrado anteriormente.

Considere, por exemplo, uma maquina que oper&stens:
B =10; t=3; ed[-5,5].

Os numeros serao representados da seguinte f@ssa sistema:



0.ddod3 * 10e, 0< dj <9,di#0,e [—5, 5]

O menor numeranf), em valor absoluto, representado nesta maquina é:

m=0.100 * 10° = 10°

e 0 maior nimerao\{), em valor absoluto, €:

M = 0.999 * 16 = 99900

Considere o conjunto dos numeros r&eso seguinte conjunto:

G={XUOR|m<|x|<M}

Dado um numero rea| véarias situacdes poderao ocorrer:

15

1. x 0 G: por exemplox = 235.89 = 0.23589 * F0Observe que este nimero possui 5 digitos na
mantissa. Estéo representados exatamente nestanmégunimeros: 0.235*1@ 0.236*16.
Se for usado o truncamento, serd representado por 0.235*1@, se for usado o
arredondamentox serd representado por 0.236%1(Na proxima secdo, sobre erros,
estudaremos o truncamento e o arredondamento;
2. | x| <m: por exemplox = 0.345*10". Este nimero ndo pode ser representado nestamaaqui
porque 0 expoenteé menor que5. Esta € uma situacdo em que a maquina acusaréruga

deunderflow

3. |x| >M: por exemplox = 0.875*10. Neste caso o expoerege& maior que 5 e a maquina acusa
a ocorréncia deverflow

Algumas linguagens de programacdo permitem quead8veis sejam declaradas em precisédo
dupla. Neste caso, esta variavel sera representasiatema de aritmética de ponto flutuante da magu
mas com aproximadamente o dobro de digitos disp@na mantissa. E importante observar que, neste

caso, o tempo de execucao e requerimento de meadrnianta de forma significativa.

O C fornece trés tipos para nimeros de pontodhitu Cada tipo tem um intervalo e uma

precisdo especificada:

Tipo N° de bits Intervalo
Inicio Fim
float 32 3.4E -38 3.4E+38
double 64 1.7E -308 1.7E+308
long double 80 3.4E -4932 3.4E+4932

O tipo long double é o tipo de ponto flutuante commior precisdo. E importante observar que os
intervalos de ponto flutuante, na tabela acima&cestdicados em faixa de expoente, mas 0s numeros
podem assumir valores tanto positivos quanto negmti

3.4 Propagacao de Erros

Durante as operacdes aritméticas de um meétoderros dos operandos produzem um erro no
resultado da operacgéo; sermaa, B, b os valores exatos e aproximados, respectivaés,esy, 0S erros

dos operandos.

A+B=(a+B+(b+gE)=a+b+E+EK
A-B=(a+gR)-(b+g)=a-b+E-K

UEAMe=E+HB
UEAvs=E—-E&
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A*B=(a+k)(b+hk)=ab+ag+bE+EBE, U EAxe = ak + bE + B*Ea

Vejamos através de um exemplo, como 0s erros ittss@nteriormente podem influenciar o
desenvolvimento de um calculo.

Exemplo: Suponha-se que as operagfes abaixo sejam progessad uma maquina com 4 digitos
significativos e fazendo-sg; = 0.3491*10 ex, = 0.2345*18 tem-se:

(X2 +x1) =% = (0.2345*18 + 0.3491*10) - 0.3491*1¢
= 0.3491*16 - 0.3491*1¢
= 0.0000

Xo + (X¢ —X1) = 0.2345*18 + (0.3491*1d - 0.3491*10)
= 0.2345 + 0.0000
= 0.2345

Os dois resultados séo diferentes, quando naorideveser, pois a adicdo € uma operagao
distributiva. A causa desta diferenca foi um arretdonento feito na adica®,(+ x;), cujo resultado tem 8
digitos. Como a maquina s6 armazena 4 digitos,em@msignificativos foram desprezados.

Ao se utilizar maquinas de calcular deve-se edtarto a essas particularidades causadas pelo erro
de arredondamento, ndo s6 na adicdo, mas tambéoutnas operacdes.
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4 Zeros de Equacgdes Transcendentes e Polinomiais

4.1 Introducgao

SejaF(x) uma funcéo real definida num intervalo [a, b]a@ta-se raiz(es) desta fungdo em [a, b]
a todog (csi) [ (a, b) tal queé-(&§) = 0, como mostra a figura abaixo.

A

y f(x)

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
:
b X

L

4.1.1 Derivada de uma fungc&o num ponto

A funcdof : A - R diz-se derivavel no ponto de acumulagéd A quando existe e € finito o
limite:

, Ay f(x)- f(a) , f(a+Ax)- f(a)
Im — = Im ———— lim

Mx-0  AX X-a X—a Ax-0 AX

Quandd é derivavel ena, o limite € chamado derivada fieo pontca.

4.1.2 Tipos de Métodos
Pode-se dizer que sé@o dois os métodos para seadsheaiz(es) de uma equagao:

Método direto quando fornece solugdo em apenas um Unico pastoraiz é exata, a menos de
erros de arredondamento.

Exemplo: SejaF(X) = x* — 3x + 2. A solucdo direta pode ser obtida atravétaila de Baskara com a

—-b+ /b’ —4ac

expressaoX = > , que terd como conjunto solucéo {1, 2}.
a
a=1,b=-3;c=2; %f(x) = x"2 - 3*x + 2
delta = b*b - 4*a*c;
if (delta >= 0)

x1 = (-b + sqgrt(delta)) / (2*a);
x2 = (-b - sgrt(delta)) / (2*a);
sprintf('x1 = %15.8f\n",x1)
sprintf('x2 = %15.8f\n',x2)
else
sprintf('Nao possui raizes reais\n');
end

Método iterativoou indireto: € um processo de célculo infinito, recursivo, gume o valor obtido
a cada passo depende de valores obtidos em padsosras. Este tipo de método, na maioria dassyeze
ndo obtém solugdo exata para as raizes, mas sinsalogiio aproximada dentro de uma faixa de erro
considerada aceitavel.

E importante salientar, que normalmente, os métdtativos sdo mais precisos quando
executados em um computador que permite agilizaélzsilos matematicos, obtendo assim uma melhor
precisao.
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Exercicio: Calcular/4 e dev/2 usando o Método de Newton definido por:

X, = , paran=1, 2, 3, ...

onde: x: 0 numero a ser calculado a raiz
Xo. uma atribuicao inicial qualquer diferente de zgrar exemploxo = 1).

Como vimos anteriormente, o célculo das duassaieeuma equacéao do segundo grau, colocada
sob a formax + bx + ¢ = 0, s&o facilmente obtidas pela férmula de Baskantretanto, se colocarmos
uma expressao em que apareca uma equacao trangeermesolucdo ja ndo € tdo simples, como
demonstram os exemplos abaixo:

g€+x=0
cogx) —x=0
In(x) +x—2=0

Mesmo um polinémio de grau maior que trés ja e@o uma solucéo algébrica simples como a da
equacao do segundo grau, a ndo ser em casos lgaesclyamos analisar como enfrentar esse problema,
tdo comum em diversas areas da engenharia, dare@mias ciéncias, da fisica, entre tantas outras.

Essas equagbes, com enorme frequéncia, nos levaizes reais ndo racionais que, ao serem
representadas no computador, necessariamentegamdsforma aproximada, pelas razdes ja expostas no
capitulo anterior, tendo em vista que necessitadaninfinitos digitos, em suas mantissas, pararsere
representadas.

Além disso, em geral, estamos interessados enr eltes valores, essas raizes, com uma
determinada precisdo, com um erro toleravel, cayunahs casas decimais, sem a pretensao de obter
valores exatos. Isso € mais do que suficiente,garaioria dos problemas praticos encontrados.

Os métodos numeéricos a serem apresentados, padindalores inicialmente propostos, buscam
aprimorar esses valores, diminuindo os erros, apemdo-se, assim, dos valores das raizes procyradas
até que os erros sejam aceitaveis, podendo-setiganas sejam erros inferiores a valores pré-dedisi

Para se calcular uma raiz duas etapas devemgedss:

» Isolar a raiz, ou seja, achar um intervalo [aphbjyenor possivel, que contenha uma e somente
uma raiz da equacdfx) = 0;

* Melhorar o valor da raiz aproximada, isto €, refamaté o grau de exatidao requerido. Com a
abordagem iterativa precisamos determinar um iatenwicial para construirmos a sequéncia
{x} e teremos que a rai sera dada por:

X'=limx

| -

Além disto, temos que estipular critérios de paygmbis na pratica ndo calcularemos infinitos
termos, mas apenas o suficiente para atingirmaatedéo desejada.

4.1.3 Isolamento de Raizes

Nesta fase é feita uma analise tedrica e graficlunicaof(x). Para tal fim, usa-se freqientemente
um importante teorema da algebra.

Teorema Se uma funcagx) continua num intervalo [a, b] assume valoresinais opostos nos
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pontos extremos deste intervalo, istd(a). f(b) < 0, entdo o intervalo contera, no minimo, uaia da
equacad(x) = 0; em outras palavras havera, no minimo, umanai(l (a, b) tal qué(g) = 0.

4.1.3.1 Numero de Raizes Reais

Na secao anterior vimos como delimitar as raigas da=(x) = 0. Agora iremos verificar quantas
raizes existem no intervalo delimitado. Os métaalegguir ddo uma boa indicacdo sobre o nimero de
raizes do intervalo.

Teorema de BolzandSejaF(x) = 0 uma equacao algébrica com coeficientes eeais (a, b):

* Se F(a).F(b) < 0, entdo existe um numermpar de raizes reais (contando suas
multiplicidades) no intervalo (a, b).

* SeF(a).F(b) > 0, entdo existe um niumepar de raizes reais (contando suas multiplicidades)
Ou nao existeraizes reais no intervalo (a, b).

A determinacdo do numero de raizes de equacGescénradentes geralmente € quase impossivel,
pois algumas equacdes podem ter um numero infieit@izes.

N&o faremos maiores consideracfes sobre estetanp®itopico, por ndo ser o objeto de estudo
neste momento, e por merecer um trabalho a pagieda a extensdo de seu conteudo. Entretanto,
podemos salientar que o problema de isolar raizestitui-se daeenumeracaplocalizagdoe separacao
das mesmas.

4.1.3.2 Refinamento

Depois de isolar a raiz no intervalo [a, b], pessa calcula-la através de métodos numéricos.
Como veremos adiante, estes métodos devem foroewesequéncia {kde aproximacao, cujo limite é
a raiz exataf. Em cada aproximacaq, da raiz exatd&, usa-se um destes critérios e compara-se o
resultado com a tolerandgré-fixada.

A verificacdo, de que, esta "suficientemente" proxima da raiz, pode edéafde dois modos
diferentes (que podem levar a resultados difergntes

| f(xn) |< € ( abordagem pelo eixo y)
| Xn — Xn1 | < € (@bordagem pelo eixo x)

Observa-se que dependendo dos numeros envolvatmméelhavel usar os testes de erro relativo:
|Xn ~ Xha |

| Xn—l |

<€

4.1.4 Classificacdo dos métodos

Métodos de guebra Os métodos de quebra sdo os mais intuitivos gemaetente; contudo, sédo
0S que convergem mais lentamente. Estes métodosssén chamados porque a partir de um intervalo
gue contenha uma raiz da funcdo, vai-se particomagste intervalo em outros menores, que ainda
contenham a raiz. Dependendo da escolha do pontjuelera do intervalo, poderemos ter diferentes
métodos, tais como.

* Método da Bissecao;

* Método da Falsa Posicéo.

Métodos de ponto fixo Nos métodos de ponto fixo comegcamos de uma apagéminicialx, e
construimos a sequéncig}{na qual cada termo é dado per = {(x), onde é uma funcao de iteracao.
Conforme for, (dzetg teremos diferentes métodos de ponto fixo, tamsao
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* Método de Newton-Raphson;
* Método da lteracao Linear.

Métodos de multiplos pontos Os métodos de multiplos pontos constituem umargdinacao do
meétodo anterior, onde para determinar um popfoutilizamos varios pontos anterioreg: X1, ..., Xip.
Exemplo:

* Método da Secante.

4.2 Meétodo da Bissecao

Sejaf(x) uma funcéo continua no intervalo [a, b] e €ejsna raiz desta funcdo, sendo gue (a,
b), tal quef(€) = 0.

A

y

a
T
I
I
I

f(a)
Interpretacdo geométrica do método da bissecao

Dividindo o intervalo [a, b] ao meio, obtém-sg havendo, pois, dois subintervalos,Xd,e [,
b], a ser considerados. §&;) = 0, entdog = x;; caso contrario, a raiz estard no subintervalcecad
funcdo tem sinais opostos nos pontos extremosgjausef(a). f(x)) < 0 entadd, [ [a, 1], senad(a). f(x1)
>0 e O [xg, b].

O processo se repete até que se obtenha uma apgdxirpara a raiz exata ou seja, que o
critério de parada seja satisfeito. Ent&o, porg¢adytemos:

Algoritmo:

:a+b

X, :
2

paran=1, 2, 3, ...

Sef(a). f(x,) < 0, entdo teremds= x,, Senéd@ = X.

Critério de Parada:
| f(X.)|<erro
ou
|b-a|<erro

Restricdo: E necessario conhecer um intervalo que contentaoo desejadé.

4.2.1 Estimativa do Numero de Iteracdes

Considerando uma precis@oe um intervalo inicial [a, b] € possivel saberpraori, quantas
iteracOes serdo efetuadas pelo método da bisseed@me se obtenhab|- a | < €, usando o algoritmo
deste método.

Vimos que:

b~y — b, — &,

b —ac == ok
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Deve-se obter o valor detal queby — ax <€, ou seja,

boz_kao <& b, —ay

< 2K

— 3
log(bo - @) - log(e) <k * log(2)

log(b, —8) ~log(€) _
log(2)

Portanto, s& satisfaz a relagdo acima, ao final da iterdcemos o intervalo [a, b] que contem a
raiz €.

4.2.2 Consideracdes Finais

* As iteragBes ndo envolvem calculos laboriosos;

 Apesar de teoricamente seguro, 0 método pode tbasta Se ocorrer um erro de
arredondamento, mesmo que pequeno, N0 momento @& @quina avalia o sinal do ponto
médio, poderemos ter um intervalo que efetivameatecontém uma raiz;

» Pode ser dificil encontrar um intervalo [a, b],qakf(a).f(b) < 0, em equagdes com raizes de
multiplicidade par ou muito proximas;

A convergéncia € muito lenta, pois se o intervaloial é tal qudyy — ap >> € e see for muito
pequeno, o numero de iteracoksténde a ser muito grande;

* Deve ser utilizado apenas para diminuir o interegle contém a raiz.

4.2.3 Exemplos

Exemplo 1: Encontrar a raiz da funcé) = x.In(x) - 3.2 contida no intervalo [2, 3], coenro < 107

_ +
a) Algoritmo: X, :a_b

b) Escolha do intervalo:

f(2) =-1.81371 f(3) = 0.09584
¢U[2, 3]

c) Valor do erro:
erro < 102

d) lteragdes:

a Xa b f(a) f(Xn) X, —al |&=]f(x) |
2 2.5 3 -1.81371|-0.90927|0.5 0.90927
2.5 2.75 3 -0.90927|-0.418100.25 0.41810
2.75 2.875 3 -0.41810|-0.16385|0.125 0.16385
2.875 29375 | 3 -0.16385 | -0.03467|0.0625 | 0.03467
2.9375 [ 2.96875| 3 -0.03467(0.03042 | 0.03125| 0.03042
2.9375 | 2.953125 2.96875/-0.03467|-0.00217|0,015625| 0.00217

e) Resposta:
A raiz desejada € = 2,953125

Exercicio 1: Encontrar a raiz dx) = x* - 3, contida no intervalo [1; 2], cogrro < 102

Resposta: A raiz desejad&é 1.734375
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Exercicio 2: Encontrar a raiz da funcéx) =x* + In(x) contida no intervalo [0.5, 1], coerro < 102,
Resposta: A raiz desejad&é 0.65625
Exercicio 3: Encontrar a primeira raiz positiva da fung@o = e* — seng), comerro < 102

Resposta: A raiz desejad&é 0.59375

4.3 Método da Falsa Posicéo

Sejaf(x) uma funcao continua no intervalo [a, b] e €ejana raiz desta funcéo, sendo @ue (a,
b), tal quef(§) = 0.

No caso do Método da Bissec#pé obtido através da média aritmética entre ogexisa e b:
a+b
X, =
2
Na maioria das vezes a raiz esta mais proximandeas extremos do intervalo. Se partirmos do
principio de que a raiz deve estar mais proximpalto que apresenta o menor valor da funcao, entao,
em vez de tomar a média aritmética erstre b, 0 método da falsa posicdo toma a média aritmética
ponderada entr@eb com pesosf[b) | e ff(a) |, respectivamente:

« _a| f()[+b| f(a))|
" |f(b)|+|f(a)|

, Visto quef(a) ef(b) tém sinais opostos, temos entéo:

_af(h-bf(a) _ af(b)-bf(a)-af(@+af(@ _ ,_(b-a).f(a)
X~ b)- f(a) f(b)- f(a) f(b)-f(a)’

paran=1, 2, 3, ...

Graficamente, este método procura particionatervalo [a, b], na intersecédo da reta que une o0s
pontos (af(a)) e (b,f(b)) com o eixox. Este ponto é representado corpoEscolhe-se entdo um novo
subintervalo conforme for a variacdo do sinal da&.

O método da falsa posicéo aplicado na figura abairstra qué(x,).f(a) < 0, com isso, 0 novo
intervalo que contém pelo menos uma raiz real é gad (a,x;). Continuando o processo, determinamos
0 pontox; e verifica-se, agora, quig;).f(x,) < 0, dai o processo segue tendo o intervalo).

Apoés encontrar o pontay,, devemos verificar, como no caso da bissecao, raez &sta entre o
intervalo (axx;) ou i, b). Sef(a)f(x)) < 0, entdo teremds = x;, caso contrario terema@s= x;. A partir
dai 0 processo se repete até que o critério delgpara satisfeito.

Y [f(b' f(b
f(bﬂ) ( )
al X, >
0 Xy b X
// f(a)

Representacdo geométrica do método da falsa posicédo
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O algoritmo deste método também pode ser encanatadvés da analise dos tridngulos formados
pela reta (af(a)) e (b,f(b)) com o eixox. Seja o trianguld(a)x;a e o trianguld(a)f(b)f(b’), entdo, pela
propriedade da semelhanca de triangulos temos:

b—a:f(b)—f(a)D b-a =X1_an1—a:(b_a)(_f(a))D
X —a -f(a) f(b)y-f(a) -f(a) f(b)-f(a)

_ o (b-a)(f(2)

' f(b)- f(a)

Sef(a)f(x1) < 0, entdo teremds = x;, sendaca = x;. A partir dai 0 processo se repete até que o
critério de parada seja satisfeito.

Entdo, por inducao temos:

Algoritmo:

_(b—-a).f(a)

f(b)-f(a) Paran=1, 2, 3, ...

X,=a

Sef(a)f(x,) < 0, entdo teremds= x,, SENa@ = Xp.

Critério de Parada:
| Xn —Xp-1|<€rro (Xp=a ou Xp=bh)

Pode ser usado também o critéfit¢X,)| < erro

Restricéo:
E necessario conhecer um intervalo que contenhodesejadd,.

4.3.1 Casos especiais

Sef(x) € continua no intervalo [a, b] cofifa)f(b) < 0 entdo o método da falsa posicdo gera uma
sequéncia convergente.

Se uma fungéo é cdbncava ou convexa em [a, b]eay 8 segunda derivada existe em [a, b] e
f”(X) ndo muda de sinal nesse intervalo, entdo no médedfalsa posicdo teremos sempre uma das
extremidades fixa. Este caso especial também é duadeMétodo das CordasA figura abaixo mostra
graficamente os quatro casos que podem ocorrer:

(x>0 b é ponto fixo (x>0 a é ponto fixo
= iX = iX
f(a)<0ef(y>0_ ~°P f(a)>0e f(h<o o°P
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f'(x) <0 ) , f'(x) <0 ) ,
= a € ponto fixo = b é ponto fixo
f(a)<0ef(h>0 f(a)>0ef(h<O

4 A

f(a)

Método da falsa posicdo com uma das extremidaxias fi

4.3.2 Considerag0es finais

* Se o0 ponto fixo existir e for razoavelmente préxid#oraiz, o método tem boa convergéncia;
caso contrario, pode ser mais lento que a bissecao.

4.3.3 Exemplos

Exemplo 1: Determinar pelo método da falsa posicdo a menppasitiva da funcdo de quarto grigx)

=x* — 26¢ + 24 + 21 até que o erro absoluto seja igual ou infeaid.01. Os calculos devem ser
efetuados com 2 casas decimais e com arredondamento

(b-a).f(a)
f(b)-f(a)
f(x) = x* - 26¢ + 24x + 21
f(x) = 4C -5 + 24

' (x) = 12¢ - 52

a) Algoritmo: x =a-

b) Escolha do intervalo:
Em primeiro lugar, deve-se procurar o intervaldeopossivelmente esteja a primeira raiz
positiva. Através da analise do valor da funcaoproseiros pontos do eixo dedemos que:

f(0) = 21,f(1) = 20,f(2) =-19, logo, entre (1, 2) existe uma raiz positiva.

c) Valor inicial:
a=1 b=2

f"(1)=-40 ' (2)=-4 - f"(1)f (2) > 00 a concavidade ndo muda.
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temosf” (x) < 0, f(a) > 0 €f(b) < 0, portantob € ponto fixo.

d) Valor do erro:
erro< 102

e) lteragdes:

1o @O @29 20 o
(f@-f@) ~ (-19-20 ~ -39

|xs—a|=]1,51-1|=0,51>erro
f(a)f(x1) = (20).(3,16) = 63,2 > 0, portanto a raiz estanmervalo &, b), entdoa =x;

(- (2-153(F(A5) _, o (049(310 _, o, (159 _, o
(2~ f(159) -19-(319 2216

X2=15

[X2 =% |=]12,581,51|=0,07 ®rro
f(@)f(x2) = (1,51).(1,58) =2,3858 > 0] a=x

g (2-158(f(159) _, oo (042(029 _ oo 010 _, o

X3=15
(f(2)- (1,58) -19-(0 29 -19,24

[Xs =X | =11,59-1,58 | =0,01 <rro

f) Resposta:
& = 1,59 é a primeira raiz positiva do polinémio.

Exercicio 1: Calcular a raiz aproximada para a equdfdo= cosk) +x, come < 0.001.
Resposta: & =-0.7391 é a raiz procurada da equacéo.

Exercicio 2: Calcular a raiz negativa para a fung@g = € + x, com oerro < 0.01. Sabe-se que a raiz
esta contida no intervale-1, 0].

Resposta: & =-0.5677 € a raiz procurada da equacao.

4.4 Meétodo da Iteracdo Linear
Sejaf(x) uma funcdo continua no intervalo [a, b] e €ejana raiz desta funcdo, sengl@l (a, b),
tal quef(¢) = 0.

Por um artificio algébrico, pode-se transforni@) = 0 em duas funcdes que lhe sejam
equivalentes.

y =X

f =0 >
) {y = g(x)

ondeg(x) é chamada dieincdo de iteracao
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y=g(x) y=

f(x)

v

Interpretacdo geométrica do método da iteracaarine

Sendoxy a primeira aproximagéao da rdjzcalcula-sey(xg). Faz-se entaog = g(xo), X2 = 9(X1), X3
= g(x2) e assim sucessivamente.

Entao, por inducao, temos:

Algoritmo:

X, = 9(X,4) paran=1, 2, 3, ...

Critério de Parada:
| Xa = Xn-1 | < €I10

Melhor extremo:
Empiricamente, sabe-se que o método tem sucessdaj|gifx) | < 1 em todo intervalo.
O extremo mais rapido para iniciar o método € agpaka o qual o modulo da primeira
derivada € menor.
Se|g'(@) | < |g'(b) | entdo = a, sendo =b.

4.4.1 Casos de convergéncia
Sejaf(x) = x* - 5x + 3. Possiveig(x):

o= X3 909 = (5x-3)"
g(x) - 5X;3 g(x) - 2—3
X X“ =5

Como podemos ter varias funcdgék), vamos estabelecer algumas condicbes para que 0s
resultados sejam satisfatorios.

Vamos observar graficamente o problema e verifiggr ha funcdeg(x) que ndo séo indicadas
para a escolha.

Convergéncia monotbnica Convergéncia oscilante
0<g'(®¥<1 -1<g’'(®¥) <0
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Convergéncia no método da iteragéo linear

4.4.2 Consideracbes finais

* A maior dificuldade neste método € encontrar umgdo de iteracdo que satisfaca a condicéo
de convergéncia;

* Teste de ¢'(x) | < 1 pode levar a um enganoxs@ao estiver suficientemente proximo da raiz.
A velocidade de convergéncia dependera g€} |: quanto menor este valor maior sera a
convergéncia;

* Devemos observar que o teste de errg, (-|xn.1| < erro ) ndo implica necessariamente que |
Xn — & | < erro, conforme vemos na figura abaixo:

yA 7/ y=X

y=g(x)

=<V

& Xn X1

4.4.3 Exemplos

Exemplo 1: Dada a funcadi(x) = x* + 3x — 40, obter sua raiz contida no intervalo [4.5, 5p8lo MIL,
com umerro < 10%.

a) Algoritmo: x, =g(X,_;)

b) Escolha da funcéo de iteracéo:
y=Xx
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_ x*-40 ,_ —2X , A .
= y'= —— - divergéncia oscilante
-3 3
40 , -40 A .
y= y=— convergéncia oscilante
X+3 (x+3)
-3 , .
= 4/40-3x ' - convergéncia oscilante
Y Y 2+/40-3x ?

c) Melhor extremo (valor inicial):

3
= +40-3x - -
y y 2*4/40-3x

y(4.5)=-0.2914 y(55)=-0.3094 O X% =45

d) Valor do erro:
erro< 10*

e) lteragdes:
x1 = 5.14782
Xp = 4.95546
X3 = 5.01335
X4 = 4.99599
xs = 5.00120
Xe = 4.99964
X7 = 5.00011
Xg = 4.99997
X9 = 5.00000 %o —Xg | = 0.00003 <erro

f) Resposta:
A raiz desejada € = 5.00000

Exercicio 1: Dada a funcaof(x) = x* + 3x — cos) — 2.45, obter sua raiz contida no intervalo [0.5, 1]
pelo MIL, com umerro < 102

Resposta: A raiz desejad&é 0.8161

4.5 Método de Newton-Raphson ou Método das Tangente s

Sejaf(x) uma funcdo continua no intervalo [a, b] e €gjena raiz desta funcdo, senglal (a, b), tal
quef(§) = 0 ef (x) # 0.

f(x,)

a & Bl~O b:X0

f(a)
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Interpretagdo geométrica do método de Newton

Tomemos = b. Entdo temos:
f(x f(x
= 06) O Pl =00 0 =100
Xo =% (%)
Se |xl —xo| <erro, entdox; € a raiz desejada, sendo deve-se calgul@ue é obtido com base no
(%)
(%)
Se |x2 —xl| <erro, entdox, € a raiz desejada, sendo deve-se calcdar..., x,, até que

mesmo raciocinio anteriox, = X, —

|X, = X,4| < erro. Entéo, por inducéo, temos:

Algoritmo:

_y (%)

_ ) aran=1, 2, 3, ...
n n-1 fl(xn_l) p

Critério de Parada:
X, = X,4|<erro

Restricéo:
E necessario conhecer um intervalo que contenhodesejadd,.

Melhor extremo:
Para decidir qual o melhor extremo do intervalobfjaa iniciar o método, basta verificar
gual dos extremos possui funcéo e segunda deroaadanesmo sinal:

f(x). (%) > 0 Para = {extremos do intervalo}

45.1 Consideragdes finais
* Requer o conhecimento da forma analitic'@g, mas sua convergéncia é extraordinaria.

45.2 Exemplos

Exemplo 1: Calcular a raiz positiva da equaci) = 2x — senk) — 4 = 0, com errc 10°, usando o
método de NR.
_ (%)

a) Algoritmo: x, =X, F(x)
f(xX) = 2x—senk) — 4
f'(X) = 2— cosk)
' (X) = senK)

b) Escolha do intervalo:
f(2) =-0.9093 f(3) = 1.8589
f(2).f(3) <0 - ¢ 2, 3]

c) Melhor extremo (valor inicial):
f(2) =-0.9093 f(3) = 1.8589
'(2) = 0.9093 f'(3) =0.1411
X =3

d) Valor do erro:
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erro< 10°

e) lteracOes:
_ _3 1.8589 _

x=3 = = 23783
f'(3) 2.9900
|x1 - %o | = | 2.3783 3 | = 0.6217 serro
x:=23783- (23783 _5 3755 00653_, opps
f'(2.3783 27226
|2 — %1 | = | 2.3543 2.3783 | = 0.0240 erro
xo= 235431 (23549 _ 5 55,5 00002_, 40,
f'(2.3543 8

|Xs — %o | = | 2.3542- 2.3543 | = 0.0001 erro

f) Resposta:
A raiz desejada € = 2.3542

Exercicio 1: Obter a raiz clibica de 5, usando o método NR sersim< 10°,

f(x) =x°-5
f(x) = 3¢
f'(x) = 6x

Resposta: A raiz desejad&é 1.7100
Exercicio 2: Calcular a raiz negativa dg) =xC — 5x° + x + 3, com err 10%.

f(X) =x° -5 +x + 3
f(x)=3¢-10k+ 1
f'(x) = 6x — 10

Resposta: A raiz desejada€é= —0.64575

Exercicio 3: Seja a funcaf(x) = senk) — tg(x). Deseja-se saber uma das raizes desta func@mdeabe
gue esta contida no intervalo (3, 4). Todos os t@cdevem ser realizados com 4 casas decimais com
arredondamento e erro nao superior a 0.001.

f(x) = senk) - tg(X)
f'(x) = cosk) — seé(x)
f(x) = —senk) — 2seé(x) tg(X)

Resposta: A raiz desejadaé= 3.1416

4.5.3 Condicdes de Newton-Raphson-Fourier

Segundo Newton, para haver a convergéncia a uma&maseu método, bastaria que o intervalo
(a, b) em andlise fosse suficientemente pequenatu@o, Raphson e Fourier concluiram que um
intervalo pequeno é aquele que contém uma e somemderaiz. Com isso, algumas condicbes foram
estabelecidas para que tal exigéncia fosse valida:
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12) Sef(a).f(b) > 0, entédo existe um numero par de raizes (eamando suas multiplicidades) ou

nao existe raizes reais no intervalo (a,T@ofema de Bolzanpo
22) Sef(a)f(b) < 0, entdo existe um numero impar de raizes (eantando suas multiplicidades)

no intervalo (a, b)T{eorema de Bolzanp
3) Sef'(a). f(b) > 0, entdo o comportamento da funcdo nestevalte podera ser apenas

crescente ou apenas decrescente, e nunca os @dtsrsando;
42) Sef'(a).f'(b) < 0, entdo a funcéo terd o comportamento dereiscer ora decrescer;

52) Sef"(a).f"(b) > 0, entdo a concavidade ndo muda no inteeml@analise;
62) Sef"(a).f"(b) < 0, entdo a concavidade muda no intervalo reflise.

Portanto, haver4 convergéncia a uma raiz no iakeita, b) se e somente se:
f(a).f(b) <0, f'(@).f'(b) >0 e f'(a).f"(b) > 0.

Exemplo 2: Seja a funcéd(x) = x¥* - 9.5« + 8.5, obter a raiz contida no intervalo [8, 95 €alculos
devem ser realizados com 4 decimais com arredontareesrro ndo superior a 0,001.
_ %)
' (Xq-1)
f(x) =x* - 9.5+ 8.5
f(X)=2x-9.5
"(x)=2

a) Algoritmo : X, =X,

b) Escolha do intervalo:
f(8) =-3.5; f(9) = 4
f(8).f(9) <0 - ¢ 18, 9]

c) Melhor extremo (valor inicial):
f(8)=-35 {9 =4 f(8).f(9) <0
f(8)=6.5 (9 =85 {18).f(9)>0
f'(8) =2 f'(9) =2 f18).f19) >0
X =9

d) Valor do erro:
erro< 10°

e) lteragdes:
Xi=9-1O) _g_ 4 _g5o94
f'(9) 85

| X1 =% | =]8.5294 9 | = 0.4706 >=erro

f(85299 _ g0, 02214
f'(8.5294) 7.5588
|% — % | = | 8.500% 8.5294 | = 0.0293 erro

X2=85294~ =8.5001

f (85009 _ g, 00008
f'(8.500) 7.5002
| % — % | = | 8.5000- 8.5001 | = 0.0001 <o

Xs=85001- =8.5000

f) Resposta:
A raiz desejada € = 8.5000
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Exgrcicio 4:Calcular a raiz da equacfi®) =x° — x + 1 = 0, contida no intervale-2, 1], com umerro <
10°.

f) =xC—x+1
() =3¢-1
f (x) = 6x

Resposta: A raiz desejad&é —1.3247

4.6 Método da Secante

Uma grande desvantagem do método de Newton éessidade de se obter a derivaflx) e
calcular o seu valor numérico a cada iteracao.

Para contornar este problema podemos substitidaleulo da primeira derivadfi(x,) pelo
guociente das diferencas, usando assim, um mouar Ibaseado nos dois valores calculados mais
recentemente:

(%)~ T (%)
X, = Xy

f'(x,)

ondex, eX,.1 sdo duas aproximacdes para a raiz.

Substituindo o valor aproximado da derivada acerfancao de iteracao fica:

Y f ()
X1 =0 = )
Xo— Xo-1
Xn+1:xn—(xn_xn_1)'f(xn) ,paran=1, 2, 3, ...

f(x0) - f(x-1)

Para iniciar o método necessitamos de duas apagkies X, €x;) para a raiz.
A
y f(x)

f(x,)

[}
v

f(x,
Interpretacdo geométrica do método da secante
Neste método partimos das duas aproximacdesigigia x; e determinamos a reta que passa
pelos pontosx, f (X)) € &, f (x1)). A interseccao desta reta com o exfornece o ponta,. Em seguida
é calculado uma nova aproximacao para a raiz & plag pontos X, f(x1)) e (2, f (x2)). O processo se
repete até que seja satisfeito o critério de parada

Observe que neste método ndo necessitamos ddectstiza que € fundamental no método da
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falsa posicao que exige quéx,). f(x.1) < 0. E importante salientar também que a raiz e@essita estar
entre as duas aproximacoes iniciase(Xs).

A convergéncia deste método é mais rapido que tdoéda bissecdo e o da falsa posicéo,
contudo, pode ser mais lento que o método de NeR&mhson.

Algoritmo:

=X - (Xn - Xn—l)' f (Xn)

X
n+1 n f(Xn) _ f(xn—l) , paran=1, 2, 3, ...

Critério de parada:
| Xne1 = X0 [ < €1TO

4.6.1 Exemplos
Exemplo 1: Calcular a raiz da funcaffx) = x* + x — 6, sendog = 1.5,x, = 1.7 e cerro< 102
X, = X 4)- F(X
a) Algoritmo : X,q = X _( n n 1) ( n)
f (Xn) - f (Xn—l)
b) Valor inicial:

X=1.5 X1 = 1.7

c) Valor do erro:
erro < 102

d) lteracOes:

@.7-15).f 0.7) —17- 02)(-14)) — 17_ﬂ =2.0357

X2=17- . .
f@7)-f (@5 -141-(-225 084
| X2 —x1|=]2.035F 1.7 | = 0.3357 ®rro
X3 = 20357 (2.0357-17).f (20357 _ 2 0357— (0.3357)(0.1798 _ 19977
f (20357 - f (1.7) 0.1798-(-14))
|Xs =Xz | =] 1.997F 2.0357 | = 0.038 &r710
Xa=19977— (1.9977-2.0357). f (1.9977) _ 19977— (-0038(-0.0119 _ 20000

f (19977 - f (2.0357) ' -0.0115- (0.1798
|Xs — X3 | = | 2.0006- 1.9977 | = 0.0023 &rro

e) Resposta:
& = 2.0000 é a raiz procurada.

Exercicio 1: Calcular a raiz da fungaf(x) = 3x — cosk), sendax = 0,x; = 0.5 e cerro< 10”. Efetue os
calculos com 5 casas decimais com arredondamento.

Resposta: & =0.31675 é a raiz procurada.
Exercicio 2: Calcular a raiz da funcgéaf{x) = X2 — 4, sendog = 1,% = 2 e oerro< 0,05.

Resposta: & =1,5914 é a raiz procurada.
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4.7 Método Misto

O método misto, consiste na aplicacdo sequencsaihsitodos NR e Falsa Posicao, nesta ordem.

O método NR é aplicado no primeiro passo, sempaata do melhor extremo. Entdo, com o novo
resultado obtidax," , determina-se qual valor dos extremos do intersaté substituidof(a). f(x,') < 0
-~ b=x, sendm = x!') e entdo aplica-se 0 método da Falsa Posicaosltado obtido enx’ sera

utilizado na proxima iteracéo pelo método NR, maesé feito o teste do erro para verificar o Gdtde
parada.

Assim, por inducdo, seguem-se as iteracfes seguiQieando o critério de parada for satisfeito,
tira-se a média aritmética simples do resultadalldma iteracdo de ambos os métodos e obtém-se a
resposta desejada.

Algoritmo:

_ X X
m 2 ’

param=1, 2, 3, ...

Critério de parada:

F N
X, — X, |Serro

4.7.1 Exemplos

Exemplo 1: Determinar pelo método misto, a raiz da funff@p= 10sernx) + cosk) — 10x contida no
intervalo [0.5, 1], com tolerancia de 2@ calculos com 4 casas decimais com arredondamento
N F
. X + X
a) Algoritmo: x, =%

f(x) = 10senx) + cosk) — 10x
f'(X) = 10cosK) — senk) — 10
f'(X) = (-10)senK) — cosk)

b) Valor do erro:
erro< 0.0002

c) Escolha do intervalo:
f(0.5) = 0.6718 f(1) =-1.0450

d) lteragdes:

Melhor extremo:
f(0.5) = 0.6718 f(1) =-1.0450
f*(0.5) =-5.6718 f*(1) =-8.9550 O x)' =1

10 _; (L0450

i =0.8078
f'@) ~ (-54389

X, =1

extremo a trocar:  f(a).f(x.') =f(0.5).f(0.8078) = (0.6718}0.1594) < 0
0a=0.5 b =0.8078

¢~ o5 (08078-05)* f (05) _ /. (0.3079 * (06719

= . = 0.7488
f (0.8079 - f (05) (-0.1594 - (0.6718
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| xF — x" | =]0.7488- 0.8078 | = 0.0590 erro

extremo a trocar: f(0.5).f(0.7488) = (0.6718)(0.0521) >0

0 a=0.7488 b =0.8078
x) = 0.7488—M = 0.7488—m =0.7643
f7(0.7488 (-3.3557)
extremo a trocar: f(0.7488).f(0.7643) = (0.0521}0.0008) < 0
0 a=0.7488 b =0.7643
XE = 0.7488- (0.7643-0.7489 * f (0.7489 _ 0.7488— (0.0159 * (0.052) _ 0.7641

f(0.7643 — f (0.7489 ' (-0.0008 - (0.052))
| x5 —x) | =]0.764% 0.7643 | = 0.0002 erro

e) Resposta:

F= 0.7641+ 0.7643 _ 07642

2

Exercicio 1: Dada a funcaf(x) = x*+ 3x — cosf) — 2.45, obter sua raiz contida no intervalo [0.5pdlp
método misto, com erro 102 e calculos com 4 decimais com arredondamento.

f(x) =x% + 3x— cosk) — 2.45
f'(x) = 2 + 3+ senx)
f'(X) = 2 + cosX)

_ 082+ 082

Resposta: & =0.8200

4.8 Meétodo para Equacgdes Polinémiais

4.8.1 Introducao

Embora qualquer um dos métodos estudados anteritgrpessam ser usados para encontrar zeros
de um polinbmio de qualquer grau, o fato de osnpaiios aparecerem com tanta freqiéncia em
aplicacdes faz com que seja dedicada uma atengéoi&s

Normalmente, um polinbmio de graw escrito na forma:
Pn=a,+ax+ax +...+ax" paraa,#0

Sabemos da algebra elementar como obter os zeromdgolinbmio do segundo gr&gd(x), ou
seja,n = 2. Existem férmulas fechadas, semelhantes a farpara polinébmios de grau 2, mas bem mais
complicadas, para zeros de polindmios de grau .3Agidra, parar = 5, em geral, ndo existem férmulas
explicitas e somos for¢cados a usar métodos itesapara encontrar os zeros dos polinémios.

Muitos dos teoremas da &lgebra séo Gteis na tacdlo e classificacdo dos tipos de zeros de um
polindbmio. O estudo sera dividido em localizacaoalees e determinacdo das raizes reais.

4.8.2 Localizacao de Raizes
Vejamos alguns teoremas que serdo Uteis para eéloealizacdo de raizes.
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Teorema Fundamental da Algebra: Bgx) € um polindmio de gram = 1, ou sejaPq(X) =

a, +ax+a,x*+...+a x", paraa,,a,,a,,...,a, reais ou complexos, com=0, entdoP,(x) tem pelo
mMenos um zero, ou seja, existe um nimero comg@eabqueP,(§) = 0.

Para determinarmos o numero de zeos reais de lindp@ com coeficientes reais, podemos
fazer uso daegra de sinal de DescarteBado um polinbmio com coeficientes reais, 0 nUntEr@eros
reais positivosp, desse polinbmio ndo excede o numede variagdes de sinal dos coeficientes. Temos
ainda ques —p € um numero inteiro, par e nao negativo.

Exemplos: Dados os polindbmios a seguir, determinar o nurder@izes reais positivas:
a)Ps(X) =+3C -2 X+ %+ 1

sev—-p=0,p=2
=S>V=2= p ou
sev—-p=2 p=0

b) Ps(X) = + 3 — 2¢ + 4¢ —x— 1

sev—-p=0,p=3
=>V=3 = p: ou
sev—-p=2,p-=1

C)P/(x) =+x +1

+ +

(I
0

=>v=0ep:{v-p<0 = p=0}L

Para determinar o nimero de raizes reais negatieggomamod,(—x) e usamos a mesma regra
para raizes positivas:

a)Ps(x) = +3¢—2¢ -3+ X +1
Ps(x) = -3 -2¢+xX - X%+ 1

sev—-neg=0,neg=3

=Vv=3 = neg
sev—-neg=2,neg=1

b) Ps(X) = + 3 — 2¢ + 4¢ —x— 1
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Ps(-x) = =3+ 2C + &% +x—1

sev—-neg=0,neg=2

=V=2 = neg
sev—-neg=2,neg=0

C)P;(X) = +x +1
P/(x) =—x"+1

- +
L |
1

Neste caso, vimos que nao existe zero positivo.ofeaimdaP;(0) = 1# 0. Temos entédo que,=
1 e neg {v—-neg=0 = neg= 1}, ou sejaPy(x) = 0, ndo tem raiz real positiva, 0 zero néo & eaiem
apenas uma raiz real negativa donde tem trés radpeglexas conjugadas.

4.8.3 Determinacao das Raizes Reais

Estudaremos um processo para se calcular o valoénazonde um polinbmio, isto porque em
qualquer dos métodos este célculo deve ser feitbaummais vezes por iteracao.

Por exemplo, o Método de Newton, que veremos airsegy cada iteracdo deve-se fazer uma
avaliacao do polinbmio e uma de sua derivada.

4.8.3.1 Método para Calcular o Valor Numérico de um  Polinémio
Para exemplificar o método, estudaremos o pro@sasando um polinémio de grau 4:

Pa(x) = a,x* +a,x* +a,x* + ax+a,

Este polinbmio pode ser escrito na forma:

P4(X) = (((aax + ag)x + @g)x + al)x + a0
conhecida como forma dparénteses encaixados

Temos entdo, no caso de 4, que

P,(¥) = ((ax +a)x+a)x+a)x+a,

Para se calcular o valor numéricoRIéx) emx = ¢, basta fazer sucessivamente:

bs=a4
bs =az +bac
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b, =a, + bsc
b1 =a; + by
bg=ap +biC
— P(c) = by,

Portanto, par®,(x) de graun qualquer, calculamdg,(c) calculando as constantesj =n, n— 1,
..., 1, 0 sucessivamente, sendo:

bn = an
by =& + bjic j=n-1,n-2,..,1,0

e by sera o valor d€,(x) parax =c.

Podemos calcular o valor d&,(x) em x = ¢ usando os coeficientds obtidos anteriormente.
Tomando como exemplo o polinbmio de grau 4, temos:

P4(X) = a,x* +a,x° +a,x* + ax+a, = P’4(X) = 4a,x° +3a,x* + 2a,x + 4, .
Usando os valores @gdo calculo anterior e dado que ja conhetmpb, by, bs e ba:

P 4(X) =4a,x’ +3a,x” +2a,Xx+4a
= 4b,c® +3(b, - b,c)c® +2(b, - ho)c+ (b, —b,o)
= 4b,c® -3b,c® +3b,c* - 2b,c* + 2b,c+b, - b

Assim,P’4(x) = b,c® +b,c® +b,c+hb,
Aplicando o0 mesmo esquema anterior, teremos:

Ca=by

Cs=bhs+cqaC
Co=hy+csC
ci=b; +cc

Calculamos, pois, os coeficientgs =n, n—1, ..., 1 da seguinte forma:

Ch =bn
G =bj + gcC j=n-1n-2,..,1

Teremos entée> P’(C) = cs.

4.8.4 Método de Newton para Zeros de Polinbmios
SejaPy(x) = a, x" +a X" +---+a,x* + a X+ a, uma aproximacao inicial para a raiz procurada.

Conforme vimos, o Método de Newton consiste enemlasver aproximacgdes sucessivas [fasa
partir da iteracéo:
P(x
Xier1 = X — M parak=0, 1, 2, ...
P'(X,)

Exemplo 1: Dada a equacao polinomigl— 3.%" + 7.4¢ — 10.8¢ + 10.& — 6.8 = 0, temos que:
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Ps(1) = -2.1
Ps(2) = 3.6

Entéo, existe uma raiz no intervalo (1, 2).
Partindo de x= 1.5 e considerando< 0.02, o Método de Newton para polinémios fornece:
P'(x) = 5* — 14.8¢ + 22.2¢ — 21.6+ 10.8

((((x—3.7x + 7.4x—10.8x + 10.8x — 6.8

as=1

a=-3.7

az=7.4

a, =-10.8

a; =10.8

8 =—-6.8

b5 =1 cs=1

by=-3.7 + 1(1.5) = —2.2 Ca=-2.2+1(1.5) =-0.7
bs=7.4-22(15)=4.1 c3=4.1-0.7(1.5) = 3.05

b, = -10.8 + 4.1(1.5) = —4.65 C, = -4.65 + 3.05(1.5) = —0.075
b; =10.8 — 4.65(1.5) = 3.825 c1 = 3.825-0.075(1.5) = 3.7125

bo = -6.8 + 3.825(1.5) = —1.0625
P(1.5)=-1.0625 e P'(1.5)=3.7125

M :15_%):

. 1.5 — (-0.2862) = 1.7862
P'(L5) (3.7125)

X1 =Xo—

|% —%o | =| 1.7862 — 1.5 | = 0.286 %>

b5 =1 cs=1

b, =-3.7 + 1(1.7862) = -1.9138 C,=-1.9138 + 1(1.7862) = —-0.1276
b;=7.4-1.9138(1.7862) = 3.98158 C3 = 3.98158 — 0.1276(1.7862) = 3.75366
b, =-10.8 + 3.98158(1.7862) = -3.68812 c; =—-3.68812 + 3.75366(1.7862) = 3.01667
b; =10.8 — 3.68812(1.7862) = 4.21228 c1=4.21228 + 3.01667(1.7862) = 9.60065

bo = —6.8 + 4.21228(1.7862) = 0.72398
P(1.7862) = 0.72398 e P'(1.7862) = 9.60065

P(1.7862)_ ; 1g0, _(0.72398)_

Xo = Xq — —— =g = 1.7862 — (0.07541) = 1.71079
P'(1.7862) (9.60065)

|% —x; | =] 1.71079 — 1.7862 | = 0.0754% >

b5 =1 cs=1

b, =-3.7 + 1(1.71079) = -1.98921 €y =-1.98921 + 1(1.71079) = -0.27842
b;=7.4-1.98921(1.71079) = 3.99688 C3 = 3.99688 — 0.27842(1.71079) = 3.52056
b, =-10.8 + 3.99688(1.71079) = -3.96218 c; =—-3.96218 + 3.52056(1.71079) = 2.06077
b; =10.8 — 3.96218(1.71079) = 4.02154 c1=4.02154 + 2.06077(1.71079) = 7.54707

by =—6.8 + 4.02154(1.71079) = 0.08001
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P(1.71079) = 0.08001 e P'(1.71079) = 7.54707

_ PL71079)_, 7 (0.08001)_

X3 = X2 . =1.71079 — (0.01060) = 1.70019
P'(1.71079) (7.54707)

| Xs—%2 | =1]21.70019 — 1.71079 | = 0.0106 <
A raiz procurada é: 1.70019

Exercicio 1 Calcular a raiz positiva do polindmi(x) = 2¢ — 2¢ + 3x — 1, comerro <= 10% pelo
método de Newton para polindmios.

P'(X) = 6 — 4x + 3

A raiz procurada é: 0.39661
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5 Sistemas Lineares

5.1 Introducgao

Sistemas Lineares sdo sistemas de equacOesnt@guacbes e incognitas formados por
equacoes lineares. Um sistema linear copguacdes B incognitas € escrito usualmente na forma:

A Xt & Xt ot a X.=h
A Xt & Xt ot A, X"l

A Xt 8 X%t an X= b

onde
a; - coeficientes kKism 1<j<n
X :incognitas ]
bi : constantes [

A resolucdo de um sistema linear consiste em lealos valores de&j, j = 1, 2, ...,n, caso eles
existam, que satisfacam msequacdes simultaneamente.

Usando notacdo matricial, o sistema linear podesgeesentado p@X = B, onde

au & " a h
M| @ @ " @ b

Anu Ame 7 Amn b

€ chamada matriz completa ou matriz aumentadastknsh.

Au A T Gn
A= doi A T Aa

€ a matriz dos coeficientes

am:l. amZ am
Xu
X= X2 € 0 vetor das incognitas, e

B= b, € 0 vetor constante (termos independentes).

5.1.1 Classificacdo Quanto ao Numero de Solucdes
Um sistema linear pode ser classificado quantai@aeero de solugdes em:
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determinado (o sistema linear tem solucao Unica)

e Compativel- 1. . . . e -
indeterminado (o sistema linear admite infinitalsigoes)

* Incompativel- (o sistema linear ndo admite solucao).

Quando todos os termos independentes forem nigtosg, sey; = 0,i = 0, 1, ...m, o sistema é
dito homogéneoTodo sistema homogéneo é compativel, pois adgnpefo menos a solugéo trivial €
0,j=0,1,2,..n).

5.2 Métodos Diretos (Algoritmos Diretos)

Um método é dito direto quando a solucédo exatl sistema linear é obtida realizando-se um
namero finito de operacdes aritméticas. Sdo exesnptmhecidos a Regra de Cramer, o Método da
Eliminacdo de Gauss (ou triangulacédo) e o Métodaodean.

5.2.1 Regra de Cramer

Seja um sistema linear com numero de equa¢debagualimero de incognitas (um sistema
n), sendoD o determinante da matri&, e Dyj, Dy2, Dxs, ..., Dxn OS determinantes das matrizes obtidas
trocando emM, respectivamente, a coluna dos coeficienteg;d®, X3, ..., X, pela coluna dos termos
independentes, temos que:

O sistemaS serd compativel e terd solucdo Unica se, e sonsenkz # 0. Neste caso a Unica
solucao des é dada por:

A aplicacdo da Regra de Cramer exige o calculo tié& determinantesdetA edetA;, 1<i<n);
paran = 20 o numero total de operacdes efetuadas set&Ql* 19 multiplicacdes mais um numero
semelhante de adi¢cbes. Assim, um computador queeeberca de 100 milhdes de multiplicacbes por
segundo levaria 3 x 2@nos para efetuar as operacdes necessarias.

Com isso, a regra de Cramer € inviavel em fungitethpo de computacdo para sistemas muito
grandes.

5.2.1.1 Exemplos
Exemplo 1:Resolva o sistema abaixo pela Regra de Cramer:

Xt Xt %=1
2%~ Xt X=0
X +2X— X3=0

Calculando os determinant®sD,;, Dy> € Dy3 temos:

1 1 1 1 1 1 11 1 1 1
D=2 -1 1|=7 D=0 -1 1/=-1 Dy=12 0 1|=3 D=2 -1 0=5
1 2 - 0O 2 - 1 0 - 1 2
Entdo, x; = Dua - _—1, Xo = De - §, e X3 = De — > e a solucao do sistema é
D 7 D 7 D 7
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Exercicio 1 Resolva o sistema abaixo pela Regra de Cramer:

2X1+ Xo— X3=0
X1+ 2Xe+ X3= 3
31— Xo— Xz3=-2

A solucao deste sistemaxé ( 0, 1, 1]

5.2.2 Método da Eliminacdo de Gauss

O método da eliminacdo de Gauss consiste em aramaf 0 sistema linear original num outro
sistema linear equivalente com matriz dos coefiegiriangular superior, pois estes sao de resmluca
imediata. Dizemos que dois sistemas lineareses@ivalentesquando possuem a mesma solugéo. O
determinante de sistemas lineares equivalenteigsais.

Com f - 1) passos o sistema lineaX = B é transformado num sistema triangular equivalente:
UX = C, o qual se resolve facilmente por substituicdes.

Vamos calcular a solucdo AX =B em trés etapas:

12 etapa:Matriz Completa
Consiste em escrever a matriz completa ou aunhecka sistema linear original.

28 etapa:Triangulagao
Consiste em transformar a matiz numa matriz triangular superior, mediante uma
sequéncia de operacdes elementares nas linhagsiia ma

3 etapa:Retro-substituicdo
Consiste no calculo dos componemgsk, ..., Xn, solucdo dAX = B, a partir da solucdo
do ultimo componente(), e entdo substituirmos regressivamente nas eqaagteriores.

Teorema: SejaAX = B um sistema linear. Aplicando sobre as equacOete déstema uma
sequéncia de operacdes elementares escolhidas entre

1) Trocar a ordem de duas equacg0des do sistema,;
i) Multiplicar uma equacéao do sistema por uma constado nula;
iii) Adicionar um multiplo de uma equacéo a uma oedq@acao;

obtemos um novo sisteniX = C e os sistema&X =B eUX = C sdo equivalentes.

5.2.2.1 Resolucdo de Sistemas Triangulares
Seja o sistema line&X = B, ondeA: matrizn x n, triangular superior, com elementos da diagonal
diferentes de zero. Escrevendo as equacdes detstieaj temos:

A Xt A Xt As Xt ot @ X.=h
Ao Xot Qs Xt A X, =0
A Xot T A X"

amX»= Db,

Da ultima equacéo deste sistema temos:
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Xn-1 pode entéo ser obtido da penultima equacéo:
_ b~ aninXn
Xn1=————

an-1,n-1

e assim sucessivamente obténmkse ..., %o, e finalmentex;:
— bh—anXe— asXs™ "~ a X
a1l

X1

5.2.2.2 Estratégias de Pivoteamento
O algoritmo para o método de eliminacao de Gaarpser o calculo dos multiplicadores:

My = B i=k+1,..nek=1,23,..n1
akk

a cada etapldo processo. Sendo o coeficieatgchamado de pivé.
O que acontece se 0 pivo for nulo? E se o piv@ezgiroximo de zero?

Estes dois casos merecem atencdo especial popassivel trabalhar com um pivé nulo. E
trabalhar com um piv6 proximo de zero pode reswdtarresultados totalmente imprecisos. Isto porque
em qualquer calculadora ou computador os calci@ostetuados com preciséao finita, e pivés proximos
de zero sdo origem a multiplicadores bem maioresaqunidade que, por sua vez, origina uma ampliacéo
dos erros de arredondamento.

Para se contornar estes problemas deve-se adosastratégia de pivoteamentou seja, adotar
um processo de escolha da linha e/ou coluna pivotal

Esta estratégia consiste em:

1) no inicio da etap& da fase de escalonamento, escolher para pivaneste de maior modulo
entre os coeficientesy, i =k, k+ 1, ...,n;

i) trocar as linhak ei se for necessario.

5.2.2.3 Classificacdo do Sistema Triangular

SejaU um sistema triangular superior escalonadondequacdes & incognitas, teremos as
seguintes possibilidades:

i) m=n - sistema compativel e determinado;

i) m<n - sistema compativel e indeterminado.

Se durante o escalonamento surgir equacgdes ddxipo 0x; + ... + &, = by, entdo:
i) Seby, = 0, entdo eliminaremos a equacao e continuanessalonamento;
ii) Seby, # 0, entdo conclui-se que o sistema é incompativel.

5.2.2.4 Exemplos
Exemplo 1 Resolver o sistema abaixo pelo método de Gauss.

X1+ 2X2+ X3=3
2X1+ X2—X3=0
X=X —=Xz=-2
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12 etapa:Matriz completa:

1 2 113

|
M=|2 1 -1!0
3 -1 -11-2

22 etapa:Triangulacéo:

Iremos se referir as equacdes comg:(fifimeira equacao), ;Hsegunda equacgao) e assim por
diante. O componentés) indica o pivé.

W oz 13 e 5
_ B |
Es E;gEl ~ |0 -3 -3/-6| -~ Es=Es--E - |0 (-3) -3/-6
«— - I |
E: - E2—<ks 0 -7 -4'-11 0 O 313

3 etapa:Retro-substituicédo:
Da terceira linha temosx3=3=>x3=1
Substituindot; na segunda linha temoBx, — 3(1) =6 = x, =1
Substituindot; e xo na primeira linha temosxi+ 2(1) + 1(1) =3=x; =0
A solucdo deste sistemaxé ( 0, 1, 1]

Exercicio 1: Resolver o sistema abaixo pelo método de Gauss:

0,25¢+ O 5¢+ xs= Q25
0,091+ Q X2+ x3= Q49
0,0x:+ Qx>+ x3= Q81

A solucdo deste sistemaxé ( 1, -2, 1J
Exercicio 2: Resolver o sistema abaixo pelo método de Gauss:
0x;, +1x, —2%x, =0

Ix, =3X, =1, =2
—1x +4x, -1x, = -2

5.2.3 Método de Jordan

Consiste em aplicar operacdes elementares solrquagdes do sistema linear dado até que se
obtenha um sistema diagonal equivalente.

5.2.4 Exemplos
Exemplo 1: Resolver o sistema linear pelo método de Jordan:
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X1+ X2+2Xs=4
2X1— X2— X3=0
X1—Xe— Xz3=-1

12 etapa:Matriz completa:

1 1 2! 4

|
M=|2 -1 -1 0
1 -1 -11-1

22 etapa:Diagonalizacao:

O 1 2 4 1 1 2} 4
E:— B72R - |10 -3 —55—8 - Es=Es-=-E; - |0 (-3 _55_8 -
BoBTR 0 -2 -3/-5 0o 0o Wil
E - Bt E - %’i% EleiEa Lo o
37 - |0 -3 0:-3 - Ez « 3E2 -~ 10 1 051
Eo— Bor15Es 00 %i% Ea < 3Es 00 11l

3 etapa:Calculo da solucdo do sistema:
Da primeira linha temos; = 1

Na segunda linha temosi= 1

Na terceira linha temoss = 1

A solucao deste sistemaxé (1, 1, 1]

5.3 Fatoracdo LU-Crout-Cholesky-Doolitle

A base do método chamaéfatoracdoou Decomposi¢dd.U, esta apoiada na simplicidade de
resolucao de sistemas triangulares.

Seja o sistema line&x=b

O processo de fatoracdo para resolucdo destenaistensiste em decompor a mathizdos
coeficientes em um produto de dois ou mais fateremm seguida, resolver uma sequéncia de sistemas
lineares que nos conduzira a solucéo do sisterearloriginal.

Tal processo geral de eliminacdo é conhecida cogtodu de Crout (oCholeskypara o caso particular
de matrizes simétricas positivas definidas). Arina pode ser decomposta no prodatelL U, ondeL é
uma matriz triangular inferior @ € uma matriz triangular superior, quando a mémriznao singular (Det
(A) # 0). Além disso, se atribuirmos valores fixos desnentos da diagonal, sejald€l; = 1 no Método
de Doolitle) ou enU (u; = 1 no Método de Crout), esta decomposicao seca.un

Suponhamos que seja possivel fatorar a mAtritos coeficientes num produto de uma matriz
triangular inferior com diagonal unitadiae uma matriz triangular superidr isto é:
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A=LU

Nestas condicfes, o sistetAa = b pode ser reescrito na formdaJx = b, o que permite o
desmembramento em dois sistemas triangulares

Ly=b e Ux=y

Resolvendo o primeiro sistema, calculamos y gsedo no segundo sistema, fornecera o vetor
procuradax.

Dessa maneira, conhecidase U, o sistema sera resolvido com’Dperacdes (dois sistemas
3

, : 2n ~ .
triangulares), o que representa um ganho substarwigparado com ass— operacbes do método da

eliminacao de Gauss.

5.3.1 Calculo dos Fatores Le U

Os fatored eU podem ser obtidos através de formulas para oselesi; e u;, ou entdo, podem
ser construidos usando a idéia basica do méto&tirdaacao de Gauss.

Veremos a seguir como obtee U através do processo de Gauss.

Dada uma matriz quadradade ordemn, sejaA« a matriz constituida das primeirladinhas e
colunas deéA. Suponha qudetAy) # 0 parak = 1, 2, ..., i — 1). Entdo, existe uma Unica matriz triangular
inferior L = (m;), comm; = 1, 1<i <n, e uma Unica matriz truangular supefibr (u;) tais queLU = A.
Ainda maisdefA) = upjUzo...Unn.

Para a solucao d&x = b, pode-se decompérsegundo o Método de Crout, da seguinte maneira:

all a12 a13 b1 Ill O O 1 u12 u13
aZl a22 a23 b2 = |21 |22 O O 1 u23

Ay B, Agp:b, I3y 13, 15O O 1

tal queA = L.U. Ent&o, o sistema torna-sdJ.x = b.
FazenddJ.x =y, resolve-se primeirb.y = b e depoidJ.x =y.

Para um sistema 3x3 podemos escrever:

a, @, as:b l, O Of1 u, ug : Yy
8, A, Ayib, =l I, 00 1 uy:y,

aGl a82 a33 b3 |31 |32 |33 O O 1 y3

Esta multiplicacdo de matrizes pode ser usadadediar os valores db Ui g y, em termos dos

valores®i
I, =a;,
I,y =ay Uy, =a, /1,
I312331 U13:813/|11 yl=b1/|11
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Y, = (b, =1,,¢)/1,,
33 = 853 = laglis =5l Ya = (05 = 15,C = 15,C,) /155

Note que o calculo dg” pode ser feito da mesma forma que o calculo de u.
A sequéncia de operacdes é :

1). Calcular a primeira coluna de L, calcular an@ira linha de U ey
2). Calcular a segunda coluna de L, calcular arsdmlinha de U ey

e assim sucessivamente.
Os valores d& sao obtidos por substituicdo sucessiva a parfjr(tex = y)

X3 =Y

Xy = Y2 ~UxXs

Xy =Y T UpsXs — U X,

Note que, o vetor ¢ também pode ser obtido demstparcialL.y = b por substituicdes

sucessivas.
Sugere-se usar 0 processo "tipo escada” para anardze U na mesma area de memoaria, o que

torna o processo mais eficiente,

a, &, a; : Db lyy Uy Ug oY
Ay Ay Ay b=l L, Uy Y,
Ay A A by oy la I 1 Y

De uma forma geral, para sistemas de ordem n:
- Operacgbes com o primeiro pivo: k=1
I =2 i=1,23,..,n
Uy =8y /1y, j=2,3,..,n+1
- Operacbes com pivd genérico: k = 2,3,...,n
i k (i=kk+1,...,n)
j>k (j=k+1,...,n+1)
Exemplo 1: Resolver o sistema linear a seguir usando a fgiotaJ:

Xi+2X2—Xz3=2
2X1+3X2—2X3=3
X1—2X2+X3=0

1 2 -1
SejaA={2 3 -2
1 -2 1

Calculando osn; e uj, usando o processo de Gauss sem estratégia degmento parcial. Para
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triangularA, temos:

Etapa 1:
Pivo=al) =1
(0) (0)
Multiplicadores: M1 = % =2 2 Mgy = % -1 1
1 1 a; 1
Ent&o:
E - E O 2 -1
E,- E,-2E, - AP=|0 -1 0
Es < Es— El 0 -4 2

Uma vez que os elementas, e al) sdo nulos, podemos guardar os multiplicadoresasest
posicoes, entao:

1 2 -1
AW = 2" -1 0

1/-4 2
Etapa 2:

Pivo =a$) =-1

o _
Multiplicadores: Mg2 = % -4 4
a,, -1
Entao:
E: - E 1 2 -1
BB - A%z[0 () O
Es « Es—4E, 0O O 2
1 2 -1
AP=12 -1 0
1 4 2
Os fatores L e U sao:
1 00 1 2 -1
L=12 1 0 e U=l0 -1 0
1 4 1 0O 0 2

Para resolvermos o sistefa= (2, 3, 0J, resolvemosy =b
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1 0 0][y,] [2 yi=2
2 1 0[.|y,|=|3 ou 2y1+y2=3 = VYi=2;¥o=-1;y3=2
1 4 1)y, 0 yi+4y2+y3=0

y=(2-1,2)

e, com estes valores, calculamxagravés déJx =y

1 2 -1)|x 2 X1+ 2X2— X3 =2
0 -1 0 |.[x|=]|"1 ou -X2=-1 = Xs=1L;xo=1;x,=1
0 0 2]|x 2 2X3 =2

A solucao do sistema® = (1, 1, 1J

Exercicio 1: Resolver o sistema linear a seguir usando a fgorhU:

X+ 2X+4x3=1
Xi+ X2+ 2X3=2
41+ 3X2+2X3=3

A solucao do sistema#® = (-3, 5, 0)
Exercicio 2: Resolver o sistema linear a seguir usando a fgorhU:

X1+ Xo+2X3=4
2X1— X2— X3=0
X1— Xo— X3= -1
A solucdo do sistema® = (1, 1, 1J

5.4 Métodos lterativos (Algoritmos Iterativos)

5.4.1 Método de Gauss-Jacobi ( Algébrico )

Seja o sistema abaixo:
AuXit QX - ta X, = D,

A Xt B Xttt @ X= D
anlxl+anzx2+"'+annxn:bn

Pode-se afirmar que o mesmo € convergente, setamsisestiver ndorma_diagonalmente
dominante, isto é:




& =|a.+|a.*Ha] adzlad+lad+aw
.l z|ad +| &+ al ou adzla e+ +lau
. 2|au +|a,*+an azlad tladt - +an

Entéo, isola-se em cada uma das equac¢fes ordengdaomaa das incognitas.

1 1 0 0 0
K= Lbrax-ad--a P

1
K= tb-a’-a K- a )

W _ ©

1
X a—(bﬂ—a,né”— Qo X " B X

onde,X.”, x\?,...,.x!? sao as atribui¢des inicial do método.

Condicoes de Parada:

j -1 ~ j ~ ~ .
Se para tOdMJ) - )‘ <erro, entdoy'” s&o as solugdes do sistema.
n n

5.4.1.1 Exemplos
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Exemplo 1: Resolver por Gauss-Jacobi, com 4 decimais cond@mamento e erro menor ou igual a

0,01 o sistema abaixo:

X+8 —-z=16
oxX-y+z=7
X+y+52=18
a) Verificacdo da convergéncia:
ox—-y+z=7
X+8 —-z=16
X+y+52=18
b) Isolamento das incégnitas:
1
X=—(7+y-z
5 (7+y-2z)
1
y=—-(16-x+2)
8
1
==(18 —x—
= ( y)
C) Atribuigéo inicial:
xX%=0 y=0 29=0

d) lteracoes:

X(l):%(7+y<0)_z(0)):%(7+0—0):1,1667

=2 (16 %042 =1 (16-0+0)=2
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z(l):é(18—><(°)—y(°)):%(18—0—0):3,6

x(2)=1(7+2—3,6)=o,9

»

Yo = %( 16 - 1,1667 + 3,6 ) = 2,3042

[ —

Z9==(18-1,1667-2) = 2,9667

(3]

X = %( 7 +2,3042 — 2,9667 ) = 1,0562

yd = %( 16 — 0,9 + 2,9667 ) = 2,2583

[ —

Z==(18-0,9-2,3042) = 2,9592

(3]

X = 1( 7 +2,2583 — 2,9592 ) = 1,0498

»

Y@ = %( 16 — 1,0562 + 2,9592 ) = 2,2379

29 = é( 18 — 1,0562 — 2,2583 ) = 2,9371

x®) = %( 7 +2,2379 - 2,9371) = 1,0501 X -xX* | = 0,0003 <rro
VO = %( 16 - 1,0498 + 2,9371) = 2,2359 yF -y*® | = 0,002 <erro
29 = é( 18 — 1,0498 — 2,2379 ) = 2,9425 2% - 29| = 0,0054 <erro

A solucao deste sistema é: (1,0501; 2,2359; 2)9425

Exercicio 1. Dado o sistema, pede-se sua solugdo por GaudskJamum 4 decimais com
arredondamento e erro menor ou igual a 0,02.

10x+y+z=12
X+ 5+ 9=15
2X+8y—4=6

A solucao deste sistema é: (0,9975; 1,0051; 0)9916

5.4.2 Método de Gauss-Jacobi ( Matricial )

Baseado no algoritmo anterior, 0 método consistieamsformacao do algoritmo em um sistema de
matriz. Portanto, no algoritmo:

C=Lb-Fax®

j#i
a mesma situacdo pode ser escrita na forma:
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X' =(b-a.X"-a X’--a X"
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(k-1)
n )

A Xy = (0, -8 X —an X -

(k-1)

SR ann—l Xn—l )

Sendo A a matriz dos coeficientes, odde D + | + S, no qualD é a matriz diagonal, a matriz
inferior eSa matriz superior, a expresséo anterior poderéesscrita na forma:

D X"=B-(S+l) X**

Multiplicando ambos os termos pela matriz inveraaiggonal,

D'D X"=D"B-D"(Stl) X"'0
0 X(k) :_D—l(S_H ) X(k—l)

-1
*D B
X“=J X""+E
onde
J=-D"(S+I)
E=D'B
5.4.2.1 Exemplos
Exemplo 1:Seja o sistema abaixo:
X+y—5=-6
4x-y+z=19
X+3y—-z=14

obter a sua solucédo por Gauss-Jacobi Matricial 8otkecimais com arredondamento e erro menor ou
igual a 0,05. Admitir solucéo inicial nula.

a) Verificacdo da convergéncia:

4X-y+z=19
X+3y—-z=14
X+y—5=-6

b) Obtencéo do Algoritmo:
0 00O

0 -1 1 40 0 19
| =|{1 00/ S=0 0 -1l D=|03 0| B-=|14
110 00 O 00 -5 -6

v 0
D'=| 0 0

00 %

ok o

Entao,
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¥ 0 0lfo-1 1] [0 ¥ Y
J=|o —% o-1o—1=—%o %
0 0 % 1 1 0 % ‘ 0
%0 0 | 19 1%
E=l0 % o ||14]=|14
0 o-% -6 %
Entao,

(k) ° % _% (k-1) 1%
X"=7 0 J X"+
¥ O %

c) Atribuicao inicial:

0
X =0
0
d) Iteracdes:
4750 5617 4850 4951 5031
XY=\ 4667|0 X @ =| 3483|0 X ¥ =| 3822|0 X “ =| 4057|0 X ® =| 3995
1200 3083 3020 2934 3002
4,998 0,033
0 X®=|3991 X~ X"|=| 0,004/ <erro
3,005 0,003

A solucao deste sistema é: (4,998; 3,991; 3]005)
Exercicio 1: Dado o sistema abaixo:

5x-y =13
2x+ 4y =14

obter a solugcdo por Gaus-Jacobi Matricial com 4ndgis com arredondamento e erro menor ou igual a
0,005. Admitir solucéo inicial nula.

A solucao deste sistema é: (3,0004; 1,9985)

5.4.3 Método de Gauss-Seidel ( Algébrico )

Derivado do método de Gauss-Jacobi, este métoliradi cada iteracdo os valores ja prontos na
prépria iteracéo, para tentar assegurar convergénais rapida, ou seja,



55

1 -1) G (k—l))

Xik) = a (bl_aux;k_l)_als)ék TAuXs T A Xn
1

= L brad ax e a™
2

= Lbrand-ax-and
3

Xo = ai(bn "X T8 Xe " BeXs T B X

Portanto, o algoritmo do método pode ser expresso p

(k)_i _n (k)—’i>j
X' 07 HAX ey gy

j#i

5.4.3.1 Exemplos
Exemplo 1: Resolver por Gauss-Seidel, com 4 decimais cond@ndamento e erro menor ou igual a
0,005 o sistema abaixo.

X+8 —-z=16
oX—-y+z=7
X+y+52=18
a) Verificacdo da convergéncia:
oxX—-y+z=7
X+8/—-z=16
X+y+52=18
b) Isolamento das incégnitas:
1
=—(7+y-z
5 (7+y-2z)
1
=—(16—x+z
8( )
1
z=—-(18 —x—
= ( y)
C) Atribuigéo inicial:
xX¥=0 y=0 29=0

d) lteracoes:
x(l):%(7+0—0):1,1667

yd = %( 16 — 1,1667 + 0 ) = 1,8542

= é( 18 — 1,1667 — 1,8542 ) = 2,9958

x@ = %( 7 +1,8542 — 2,9958 ) = 0,9764



56

Yo = %( 16 - 0,9764 + 2,9958 ) = 2,2524

722 = %( 18 — 0,9764 — 2,2524 ) =2,9542

X = %( 7 +2,2524 — 2,9542 ) = 1,0497
Y& = %( 16 - 1,0497 + 2,9542 ) = 2,2381

= %( 18 — 1,0497 — 2,2381 ) = 2,9424

x4 = %( 7 +2,2381 —2,9424 ) = 1,0493 x4 -x¥ | = 0,0004 <rro
v = %( 16 - 1,0493 + 2,9424 ) = 2,2366 Y4 -y | =0,0015 <rro
= %( 18 — 1,0493 — 2,2366 ) = 2,9428 2 - 2% | = 0,0004 <erro

A solucao deste sistema é: (1,0493; 2,2366; 2)9428

Exercicio 1: Resolver por Gauss-Seidel, com 4 decimais cond@ndamento e erro menor ou igual a
0,01 o sistema abaixo.

xX+y—-z=13
x+8 +z=30
2X-y+5=21

A solucdo deste sistema é: (2,0001; 3,0003; 4)0000

5.4.4 Método de Gauss-Seidel ( Matricial )
Seja o sistema abaixo,

(k-1) (k-1) _ (k-1)

anx(lk) = bl_ ApX: ~dAiXs -+~ & Xn
&Xe = auX - @&X' - a X

(k) _ (k) (k) (k)
nn Xn - bn - anl Xl - an2 X2 T ann—l Xn—l

gue pode ser representado na forma matricial:

D X¥=B-1 X"-S X" 0(D +1)X®=B-S X"’

Multiplicando ambos os membros pela inversa Det(l ), temos:

D+D'D+NXY=D+1)'B-(D+1)'8 X"

X" =—(D+1) SX" "+(D+1) B
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(k) _ (k-1)
X' =G X +*F
onde,
G=-(D+1)"S
F=(D+1)"'B
5.4.4.1 Exemplos
Exemplo 1: Dado o sistema abaixo,
X+ 6y=-21
5x-y=19

obter suas solugbes por Gauss-Seidel Matricial 8omkecimais com arredondamento e erro inferior aalig
0,005. Admitir nula a solucéo inicial.

a) Verificacdo da convergéncia:
S5x—-y=19
X+ 6y=-21

b) Obtencéo do Algoritmo:

SERET I
= RIEIE

1
1

19
-21

i :‘é,o }Oé] . :—1:1} ) !’169/%5]

w_|0 }/ k-1 1%
0 ¥4 ®9s

c) Atribuicao inicial:

o [0
X()_M

d) lteracoes:

o _| 3800 @ _| 2973 ® _| 3001 @ _| 3000
X _[— 4133}DX _[— 3996}DX _[— 4;)00}DX _[— 4000}

0,001
= <erro
0,000

(4 (3
X=X
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A solucdo deste sistema é: (3;'-4)

Exercicio 1: Dado o sistema abaixo:

5x-y=13
2x+ 4y =14

obter a solucdo por Gaus-Seidel Matricial com 4ndais com arredondamento e erro menor ou igual a
0,005. Admitir solucdo inicial nula.

A solucéo aproximada deste sistema é: (3,000898)D

5.4.5 Segunda Abordagem da Férmula Matricial do Mét  odo Gauss-Seidel

Decompde-se a matriz de coeficiente@sem:

A=L+D+U
Onde:
L — Matriz Triangular Inferior
D —Matriz Diagonal
U — Matriz Triangular Superior
0 0 O 0] d, 0 O 0 | 0 a, a a, |
a 0 O 0 0 d,, O 0 0 0 a, a,,
L=|a;;, a;, O Of D=0 0 d,; O uUu=0 0 O
: N .o : : : .o oo A
ay @, - 8y O 0 0 - 0 d,] 0 0 - 0 0 |
(L+D+U)x=b

Lx+Dx+Ux=b
Dx=b-(L+U)x
x=D7'b-D*Lx-D'Ux

x4 = D - DHLx*P — piy x®
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5.4.5.1 Interpretacdo Geométrica do Caso 2% 2

Considere o Sistema Linear:
X +X, =3
X —3X, =-3

O esquema iterativo utilizando o Método de Gausdebé dado por:
o 1
Xl(k ) — = (@3- Xék))
1
(k+1) — 1 (k+1)
X2 - 5 (3+ 3X1 )

Parak=0ex =[0 0]":

¢ =3
xP =2

Parak=1ex"” =[3 2]":
=1
x{? = %

o @ =11 4/1T-
Para k=2 ex [1 é].

x® = %
x§ = 1%

A solucdo exata é dada por= [% %]T.

Esse processo iterativo até a convergéncia podentegpretado geomeétricamente num grafico com a
componentex, na abscissa e a component@a ordenada.

X2
T x1+x2=3 q

x1-3x2=-3 (1,4/3) ]

(0,0) (0,3) x1
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Observacao 1 Verifica-se pelo grafico acima que a sequéncts, x®, x@, ......, x* esta convergindo

para a solucdo exata=[ % %]T :

Observacao 2 A sequéncia gerado pelo Método de Gauss-Seigende fortemente da disposicao das
equacOes. Esta observacdo pode ser melhor eraemaidificando a ordem das equacdes do exemplo
anterior.

Considere 0 mesmo Sistema Linear anterior, porédifit@ndo a ordem das equacdes:
X, —3X, =—-3
X +X, =3
O esquema iterativo utilizando o Método de Gausdebé dado por:
XY = (-3+3x)
X = (3-xY)
Parak=0ex” =[0 0]":
K =3
x{) =6
Parak=1ex” =[-3 -6]":
x® =15
xg) =-12

X2

3 | (6,15)

5+ Xx1+x2=3 A

x1-3x2= -3

©.-3) (0,0) x1

5.4.5.2 Estudo da Convergéncia do Método de Gauss-S eidel

Existem dois critérios de suficiéncia para a cogé&ecia do Método de Gauss-Seidel. O
critério de linhas e o critério de Sassenfeld. i@o de linhas é o mesmo da Método de Gauss-lacob
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Critério de Linhas

Seja o sistema line#x = b, comA dimensdonxn e seja:

=W

Sea= maxa, <1, entdo o método Gauss-Seidel gera uma sequé_d@i}i convergente para a solucao
::Ln

do sistema dado, independentemente da escolhaaidrapcao inicialx® .

A matriz que satisfizer o critério de linhas € chdande diagonal dominante estrita.

5.4.5.3 Critério de Sassenfeld

Seja o sistema line#&x = b, comA dimensaonxn e seja:
_ || *|au] +[an] + oot [y

By
|
eparaj =23...........] n:
. ‘ajl‘ﬁl +‘aj2‘ﬂ2 O +‘a”_1‘,8j_1 +‘ale+1 +oens +.‘ajl‘
B; =
2y

Define-sef = mftx,[z’j :
j=Ln

Se < 1], entdo o Método de Gauss-Seidel gera uma sequénmai@rgente para a solucdo do sistema,

gualquer que seja o vetor inicial. Além disso, qaamenor for o valor def mais réapida é a
convergéncia.

Exemplo: Verificar as condi¢gbes de convergéncidétodo de Gauss-Seidel no sistema abaixo:

2% + X, +3%, =3
X, +X; =1
X + 3%, =3

a) Critério de Linhas

+ :
a, = %3 =2>1 nao satisfaz.

b) Critério de Sassenfeld
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+
B = %3 =2>1 nio satisfaz.

Como a convergéncia do Método de Gauss-Seidelténiente dependente da posicdo das equacdes,
pode-se trocar a posi¢ao das equacoes.

Tentativa 1: Troca-se a primeira equacao pelaitaregquacao.
X + 3X; =3
X, +X; =1
2% + X, +3%, =3

a) Critério de Linhas

+
a, = 0—13 =3>1 ndo satisfaz.

b) Critério de Sassenfeld

+ -
B = % =3>1 ndo satisfaz.

Tentativa 2: Troca-se a primeira coluna pela teaospluna na equacéo anterior.
3%, +0X, + X, =3
X; =X, +0x, =1
X, + X, +2% =3

a) Critério de Linhas

PRI Wl

a, = 033<1 satisfaz.

1 ndo satisfaz.

[
I

b) Critério de Sassenfeld
B, :% = 033<1 satisfaz.

1

B, = = 033<1 satisfaz.

[ —
o

3&+1D}

_"3 " 3._
Bs >

<1 satisfaz.

olh

Com a ultima modificacdo o sistema passa a seretgante para qualquer vetor inicial.
ModificacGes desse tipo sdo puramente académisas dificeis de serem realizadas em sistemas reais.
Principalmente pelas dimensdes dos problemas,taesiol num grande esforgco computacional, e das
incertezas quanto a sua eficiéncia.

Exemplo : Verifigue a convergéncia do sistema abpedo critério de linhas e Sassenfeld.



2%, + %X, =3

Xt %=

Critério de Linhas

1
a, == .
17 2 N3o satisfaz
a, =1

Critério de Sassenfeld

1
/81=§
1 Satisfaz
1x=
Ve -_2_1
21 2

Exemplo : Verifique a convergéncia do sistema abppido critério de linhas e Sassenfeld.

X, + 05x, - 01x; + 01x, = 0,2

02X, + X, — 02X, — 01x, =-26
- 01x, - 02x, + x; + 02x, =10
01x, + 03x, + 02X, + X, =-25

5.4.6 Método da Sobrerelaxacdo Sucessiva

x D = x4 yy(RED — %)
N 1
(k+1) — _ (k+1) _ (k)
% =—=(b - > a X 2.3 %)
q; i<i S
1<w< 2 - Utilizado para aumentar a velocidade de convergénci

0<w<1 - Utilizado em sistemas com dificuldades de converigépelo Método de gauss Seidel.
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5.4.7 Condi¢cdes Necessaria e Suficiente para Conve rgéncia do Método de Gauss-Jacobi e
Gauss-Seidel

Teorema

SejabdO" e A=(M —-N) OO"é nao singular. SM é nao-singular e o raio espectral de
M N satisfacap(M N) < lentdo o processo iterativo definido pdrx“™® = Nx* +b converge para
x = Ab para qualquer vetox© .

p(M ™N) =maxA|: A 0A(M *N)}

Para o Método de Gauss-Jacobi:
(L+D+U)x=b

Lx+ Dx+Ux=b
Dx=b-(L+U)X

Dx“™ =b-(L+U)x"

M =D
N =—(L+U)

Para o Método de Gauss-Seildel:

(L+D+U)x=b

Lx+ Dx+Ux=b
Lx+Dx=b-UX

(L+ D)X(k+1) :l_)—Ul((k)
M =(L+D)

N=-U

5.4.7.1 Comparagio dos Métodos de Solucdo de Sistem as Lineares AX =D

Métodos Diretos:

1. Processos finitos (convergéncia para qualquemséstéio-singular);

2. Apresentam problemas com erros de arredondamento;

3. Utiliza-se técnicas de pivoteamento para ameniggrablemas de arredondamento;

4. O processo de triangularizacdo destroi a espassidiad matriz de coeficientes. Técnicas de
Esparsidade séo utilizadas para amenizar o enctordammatriz.

5. Para matrizes cheias a solugédo requiaperacbes sem considerar o pivoteamento.

Métodos lterativos:
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Provavelmente mais eficientes para sistemas dealgrporte, principalmente com a utilizacdo de
computacédo de alto desempenho (vetorial e paralela)

Tem convergéncia assegurada apenas sob certag@esdi

Conserva a esparsidade da matriz de coeficientes;

Os métodos de G-J e G-s requerami operacdes por iteracoes;

Poucas vantagens adicionais sdo conseguidas egdeslpara vetores independentes adicionais com
a matriz de coeficientes mantida constante, commaso da fatoracao LU,

Carregam menos erros de arredondamento no pro¢esso, em vista que a convergéncia uma vez
assegurada independe da aproximacéo inicial. Senssrerros da Ultima iteracdo afetam a solugéo.
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6 Interpolacao

6.1 Introducéo

A interpolacao é outra das técnicas bem antigesieas do calculo numérico. Muitas fungdes sao
conhecidas apenas em um conjunto finito e discletoontos de um intervalo [a, b], como, por exemplo
a tabela abaixo que relaciona calor especific@yda & temperatura:

Xi Xo X1 X2 X3 Xa X5 X6 X7

Temperatura°C) 20 25 30 35 40 45 50 55

Calor especifico | 0.999(00.99852 0.99826 0.99818 0.99828 0.99849 0.99878 0.99919
Tabela 1 - Calor especifico da agua.

A partir desses dados suponhamos que se questdaral

a) o calor especifico da agua a 325
b) a temperatura para a qual o calor especift0¥837.

A interpolacéo tem o objetivo de nos ajudar naltgsio deste tipo de problema, ou em casos em
gue possuimos um conjunto de valores obtidos atm@d@élguns experimentos.

Interpolar uma funcad(x) consiste em aproximar essa funcdo por uma ouingab g(x),
escolhida entre uma classe de funcfes definijoldoa e que satisfaca algumas propriedades. A funcao
g(x) € entdo usada em substituicdo a furi@go

A necessidade de se efetuar esta substituicade surgarias situacdes, como por exemplo:

a) quando sdo conhecidos somente os valores raaséta fungdo por um conjunto de pontos
(n&o dispondo de sua forma analitica) e é necessddular o valor da fungcdo em um ponto nao taleela
(como é o caso do exemplo anterior).

b) quando a funcdo em estudo tem uma express@muéeabperacées como a diferenciacdo e a
integracdo sao dificeis (ou mesmo impossiveis)edens realizadas. Neste caso, podemos procurar uma
outra funcédo que seja uma aproximacgéo da funcém eladjo manuseio seja bem mais simples.

As fungdes que substituem as func¢des dadas poelede sipos variados, tais como: polinomiais,
trigonométricas, exponenciais e logaritmicas. N@&@mos considerar apenas o estudo das funcoes
polinomiais.

6.1.1 Conceito de Interpolacéo
Seja a funcay =f(x), dada pela tabela 1. Deseja-se determir(xi), sendo:

a) X O (Xo, X7) e X #x, 1=0,1,2,..,7

b) X 0 (Xo, X7)

Para resolver (a) tem-se que fazer uma interpold€dsendo assim, determina-se o polinémio
interpolador, que é uma aproximacgdo da funcao ddbelPor outro lado, para resolver (b), deve-se
realizar uma extrapolacao.

Consideremosn(+ 1) pontos distintosxy, X1, Xz, ..., X,, chamadosos da interpolacdoe os
valores dd(x) nesses pontofXo), f(x1), f(x2), ..., f(Xn).

A forma de interpolacdo d€x) que veremos a seguir consiste em se obter uneandetda
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funcaog(x) tal que:
9(%0) = f(xo)
g(x1) =f(x1)
90) =1(x2)
9(x) = (%)

Graficamente temos:

A
y
g(x)
(% T0) X 109))
(%, f(x)
0 o) | | U % 100)
f(x)
/ (%, T(%)
0 Xo Xy X%, X3 % Xs X

Interpretacdo geométrica para 5

6.2 Interpolacao Linear
6.2.1 Obtencéo da Férmula

Dados dois pontos distintos de uma fungad(x) : (Xo, Yo) € &1, Y1), deseja-se calcular o valor de
y para um determinado valor deentre ¥ eXx;, usando a interpolacdo polinomial.

O polindbmio interpolador € uma unidade menor queldmero de pontos conhecidos. Assim
sendo, o polindbmio interpolador nesse caso tena hrasto €,

P1(X) =aix + ag

Para determina-lo, os coeficientge a; devem ser calculados de forma que tenha:

P1(X0) =f(X0) = Yo
P1(x1) =f(x1) =y1

ou seja, basta resolver o sistema linear abaixo:

AaXot = Yo . .
ondea; ea sdo as incognitas e
Xt a= W
Xo 1 3 ) -
A= € a matriz dos coeficientes.
Xi 1

O determinante da matrix é diferente de zero, sempre gget X;, logo para pontos distintos o
sistema tem solucéo Uunica.

O polindmio interpoladoP;(X) = a;x + a tem como imagem geomeétrica uma reta, portanto
estaremos aproximando a fund@q por uma reta que passa pelos dois pontos cordseid Vo) e i,
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Y1)

A figura abaixo mostra, geometricamente, 0os dorggs, Ko, Yo) € ¢, Y1), € a reta que passa por
eles.

p,(X)

6.2.2 Exemplos

Exemplo 1: Seja a funcéogy = f(x) definida pelos pontos (0.00; 1.35) e (1.00; 2.94gterminar
aproximadamente o valor &@.73).

P1(X) = aix + ap € o polinbmio interpolador de®° lgrau que passa pelos pontos dados. Entdo
teremos:

a) Pontos utilizados:
(0.00;1.35) e (1.00; 2.94)

b) Célculo dos coeficientes:
Pi(0)=a- 0+a=135 - ap=1.35
Pi(l)=a;- 1+ap=2.94 - a; =1.59

¢) Polindmio interpolador:
P1(x) = 1.5% + 1.35 (equacéo da reta que passa pelos paados)d

d) Resposta:
P1(0.73) =1.59 0.73 + 1.35
P1(0.73) = 2.51

O resultado obtido acima esta afetado por doistie erros:

a)Erro de arredondamento Ex) - € cometido durante a execucéo das operacfesasaale um
resultado ser arredondado.

b) Erro de truncamento (Et) - € cometido quando a formula de interpolacdorautkzada é
escolhida, pois a aproximacdo de uma funcdo codhegenas através de dois pontos dados é feita por
um polinémio de 1grau.

Exercicio 1: Dada a funcaf(x) = 10 + 2x + 1 com os valores dé0.1) ef(0.2) determinaP,(0.15) e o
erro absoluto cometido.

Polindbmio interpolador:  Py(x) = 2.15% + 0.986
P1(0.15) = 1.3085
Ea =-0.0034375

Exercicio 2: Calcular o calor especifico aproximado da agu2,a &, usando os valores da tabela 1.

Usando as temperaturas’3D e 35 C.
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Polindbmio interpolador:  P1(x) =—-0.00001& + 0.99874
P1(32.5) = 0.99822

6.3 Interpolacdo Quadratica

6.3.1 Obtencéo da Formula
Se conhecermos trés pontos distintos de uma fueg#o o polindmio interpolador sera:

Py(X) = apx® + awX + ag
O polinbmioP,(x) € conhecido como funcéo quadratica cuja imagesmggica € uma parabola,
portanto, estaremos aproximando a funig&opor uma parabola que passa pelos trés pontogciools
(X0, Yo), (X1, Y1) € (K2, Y2)-

Para determinarmos os valoresagden; e a; € necessario resolver o sistema:

A x§ +ao +a0=Yo
Xt taxg tap =y
axs taetap =Y

ondeay, a; eap SA0 as incognitas e 0s pontrs Yo), (X1, Y1) € &2, y2) sdo conhecidos.

A matriz dos coeficientes é:

x5 Xo 1
V=|x x 1
x5 X2 1

Como os pontos séo distintos, entdo o sistematdmgdo unica.

6.3.2 Exemplos
Exemplo 1: Utilizando os valores da funcdo seno, dados pehela abaixo, determinar a funcao

guadratica que se aproximaf¢ = 2serix , trabalhando com trés casas decimais.
X sen(x) f(X)
0 0 0.000
n 1 0.328
6 2
n V2 0.560
4 2

a) Pontos utilizados:

(0;0) (176; 0.328) (v4; 0.560)

b) Célculo dos coeficientes:
Py(X) = ax + agX + ao

P2(0) =az-0?+a1-0+ao=0
PoT) =ae. (7f +au. (7)+ a0 = 0328
P7) = az. (7f +au. (7)+ 20 = 0560
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Da primeira linha temos g@g = 0. Logo, 0 sistema passa a ser:

0274a2+ 0524a:1 = 0328
0617a2+ 0785 = 0560

Resolvendo o sistema acima encontraremos a sofygarimada:
a; =0.333 a; = 0.452 ap=0

c¢) Polinémio interpolador:
P,o(x) = 0.333x* + 0.45%

Exemplo 2: Determinar o valor d§0.2) e o erro absoluto ocasionado pela aplicagdorpolagéo
quadratica, no célculo deste valor, usando os esl@belados da funci@) = x* — 2x + 1. Utilizar duas
casas decimais.

X f(X)
0.5 0.25
0.3 0.49
0.1 0.81
a) Pontos utilizados:
(0.5;0.25) (0.3;0.49) (0.1;0.81)

b) Célculo dos coeficientes:
Py(X) = @’ + ayX + ag

025a2+ 05a1+ a0 = 025
009az2+ 0.3a1+ao = 049
00laz+0.1a:+ a0 = 081

Resolvendo o sistema pelo método de Gauss, vem:
a;=1.00 a; =-2.00 ap=1.00

c¢) Polinémio interpolador:
Pax) =X —2x+ 1

d) Resposta:
P,(0.2) = (0.2§ - 2.(0.2) + 1
P,(0.2) = 0.64

Céalculo do erro absoluto:

Ea =(0.2) - P»(0.2)
Ea=0.64-0.64
Ea= 0

Podemos observar que o polindbmio interpoladouélig funcdo dada. Isto ocorre porque a funcao
dada é polinomial de°2grau e, a partir de trés pontos da funcdo, comssgudetermina-la sem erro.
Contudo, podera existir o erro de arredondamento.
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Exercicio 1: Usando trés pontos da Tabela 1, determinar o eajmcifico aproximado da agua & 81

Pontos utilizados: (20; 0.99907), (30; 0.998263@& (.99828)
Polindmio interpolador:  P,(X) = 0.0000041% - 0.000288% + 1.00318
P2(31) = 0.99822

6.4 Interpolacdo de Lagrange

As interpolacdes vistas anteriormente sdo castieydares da interpolacdo de Lagrange. Vamos
estudar agora o polindmio interpolador de grau menagual an, sendo dados + 1 pontos distintos.

Teorema:Sejam ¥, yi), i = 0, 1, 2, ...n, n + 1 pontos distintos, isto &,# X; parai # j. Existe um
unico polindémioP(x) de grau menor ou igualmatal queP(x) =y, para toda.

O polinémioP(x) pode ser escrito na forma:

Pn(X) = @ + arix + a + ... +aX"

ou Pix=> g X
i=0
P(x) €, no maximo, de gray sea, # 0 e, para determina-lo, deve-se conhecer os wailaa®), a;,
...,&. ComoP,(X) contém os pontosi(y;), i =0, 1, ...n, pode-se escrever qig(x) = V.

Com isso temos:

ataXtaxt+axy,
2 n
ataxtaxt+axy,

ataxtaxt+axy

Resolvendo o sistema acima, determina-se o poim&y{x). Para provar que tal polinbmio é
unico, basta que se mostre que o determinante tte ados coeficientes das incognitas do sistema, é
diferente de zero. A matrix é:

Mas o determinante da matrid € conhecido como determinante das poténcias ou de
Vandermonde e, da Algebra Linear, sabe-se queaeué& dado por:

det(A) = |_| (X~ X;) - Comox; # X parai # j, vem quede{A) # 0.

1>]
Logo, P(x) é unico.

Exemplo: Sejam os valoresy = 1,X; = 0, = 3 exz = 2. Determinar:n X—x )

1>]

[106=x) = (1= X0) (X2 = X0) (X2 = X1) (X3 = X0) (X = X1) (Xa = Xp) =

1>]
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=EDER)EB)MDE)EL) =12

Este valor é igual ao determinante da matriz:

Y
N W o R
©
N

6.4.1 Obtencéo da Formula
Sera mostrado, agora, a deducédo da férmula dpatéedo de Lagrange.

SejamXp, Xg, X2, ...,%n, (N + 1) pontos distintosg =f(x),i =0, 1, ...n.

SejaPr(X) o polinbmio de gra n que interpolaf emxXy, ..., X.. Podemos representBx(x) na
forma P(X) = yoLo(X) + yiLi(X) + ... +ysLn(X), onde os polindmio&y(x) sdo de graun. Para cada,
gueremos que a condicBg(x) =Y seja satisfeita, ou seja:

Pn(X) = YoLo(X) +YyiLa(X) + ... +¥aLn(X) = Vi

A forma mais simples de se satisfazer esta condiganpor:

0 se kzi

. e, para isso, definimds(x) por

Lk(xi):{l se k=i

= (X = Xo)(X = Xa)...(X = Xi- 1)(X = Xk+1)...(X = Xn)
(XK= Xo)( XK= X)...( %= X-)( X= Xo...( X X

Como o numerador dg(x) € um produto de n fatores da forma:

(X=-x),i=0,1,..ni#zk entdolLy(x) € um polindmio de gran e, assimP,(x) € um polindémio
de grau menor ou igualra

Além disso, para =x;, 1 =0, ...,ntemos:

Pax) = 3 i Le(x) =yiLi(x) =

k=0

Entdo, a interpolacédo de Lagrange para o polinaméopolador é:
Pi() = Y Y L (X)
k=0

= (x=%)

=8 (X = X)
2k

ondeLy(X) =
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Pn(x):Zn: Yi© 129

k=0 =8 (X = X)
2k

, € a formula da interpolacao lagrangeana.

6.4.2 Exemplos:
Exemplo 1: No caso da interpolacao linear, visto anteriormet#@mos dois pontos distintosp, (f(xo)) e
(X1, f(x1)) comnigual a 1.

a) Pontos utilizados:
(0.00; 1.35) e (1.00; 2.94)

b) Célculo dos coeficientes:
P1(X) = YoLo(X) + y1L1(X), onde

_ (x=x)
LX) = (Xo = X1)
_ (X—x0)
LX) = (X1 = Xo)

(X—=x) N (X = Xo)

(Xo— x1) ! (X1 = Xo)

Assim,P1(X) = Yo

gque é exatamente a equacao da reta que passa, jee)) e &, f(x1)).

c¢) Polindmio interpolador:

Py = 1.355 7D 4 5 94*=0)
(0-1) -0

gue é a mesma expressao obtida no exemplo 1 dedlaedo linear.

=-1.3%+1.35+2.94=15%+1.35

Exercicio 1: Determinar o polindmio de interpolacédo de Lagrapge a funcdo conhecida pelos pontos
tabelados abaixo e o resultado B(@.5):

N[~ |of|-
N[~ |o|X
I TS

Resposta:  P»(0.5) = (0.5 = 0.25

Exercicio 2: Determinar o polinémio interpolador de Lagrangeapsfuncéo conhecida pelos pontos da
tabela abaixo:

i X; Vi
0 -1 4
1 0 1
2 2 1
3 3 16

Resposta: Ps(x) =X —4x+1
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6.5 Interpolacdo Parabdlica Progressiva
Na interpolacdo parabdlica progressiva precisameos+ 1 pontos, onda é o grau do polinbmio

desejado. Em seguida, tomamos 0s pontos mais pséxitlm ponto que queremos, na hora de montar a
tabela.
Polindmio de grau O:

Polinbmio grau 0
GO -
CTE

Po(X) = ag

Polindbmio de grau 1:

Polinémio grau O Polindbmio grau 1
Gl - +
passando por X,

CTE

P1(X) =ag + a1.(X — Xo)

Polindmio de grau 2:

[ponnﬁmio grau 0] Polinbmio grau 1) (Polinbmio grau 2

+
CTE passando por X, passando por X, € por X

P2(X) = &g +&u.(x — X) + @2.(x — X0).(X ~ Xa)

Polindbmio de graun:

Pn(X) = a0 + a1.(X = %) + @2.(X = X0).(X = X1) + ... +@n.(X = X0).(X = X1).(X = X2) ... X = Xn-1)

Impondo quéP,(X) passe por todos os+ 1 pontos da tabela, temos que:

Pn(Xo) = f(Xo)
Pn(x1) = f(x1)
Pn(Xz) .: f(Xz)

Pa(xe) = (%)

Validade:
X= % Po(x) =a,= f(X)

f(xl)—aoDa _FO0-P(x)

= 1D l( 1): + l( l_ ):f )D l: ql
X=x0P.(x)=a tax-x = f(X)0a =" =
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f (Xz) - Pl(XZ)
X= X0 P,(X) =@t (X~ X + @ (X~ X)X~ X) = f(xz)Daz:(x = %)X, = X,)

X= X0 PaX) =@t @~ X * @ (X ™ X)X, = %) = T (X))
f (X))~ Pra(X)
(Xn B XO)(Xn B Xn—l)

Exemplo 1: Dados os pares abaixo, determinar a expresséitiGndestes mesmos:

=
N

Xi -5 -3
f(x) -8 -4 4 6

12 Hipotese:

X =X,H Po(x)=-8

22 Hipotese:
X = )QD a: f(X)]zl:E:(Xl)::gigzz DPl(X):—8+zX+ 5: X+ 2
32 Hipotese:

—vOaAa-= f(XZ)_Pl(Xz) __ 4-4
XX AT X)X~ x) @51+ 3

=0 OP,(x)=2x+2

42 Hipotese:
A FOO)-Pax) 6-6
XX B X)X~ X)X XD (2+5(2+ 3(2-)

=0 0O P,(x)=2x+2

Logo, a expressao é;(x) = 2x + 2
6.6 Interpolacdo de Newton com Diferengas Divididas

6.6.1 Diferencas Divididas

Sejaf(x) uma funcdo tabelada em+ 1 pontos distintogy, X1, X2, ... X,. Definimos o operador
diferencas divididas por:

fixol = f(xo)
fx]= fIx] _ )= F(x)
X =X (% = %)
f[Xl,Xz]— f[XO'Xl]

X; = Xo

fixox] =

f[ X0, X1, %] =

FIX, X, X, ] = X0 X X]
Xn = %o

f[Xo0, X1, X2, ... %n] =
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Dizemos qud[xo,x1,%2,..X] € a diferenca dividida de orddoda funcad(x) sobre ok + 1 pontos.

Conhecidos os valores qf@) assume nos pontos distintas x;, Xz, ... X,, podemos construir a

tabela:
X; Ordem O Ordem 1 Ordem 2 Ordemn
XO f[XO] f[XO)Xl] f[XO)XLXZ] f[XO,X]_,XZ e Xn]
X1 f[xal f[x1,%2] f[X1,%2,%3] -
X2 f[x2] f[X2,%s] f[X2,%3,Xa] -
Xn-2 f[Xn-2] X2 Xn1] | (X2 X0-1,%0] -
Xn-1 f[Xn-1] f[Xn-1,%n] - -
Xn HES - - -

6.6.2 Propriedade do Operador Diferencas Divididas

Pode-se provar que as diferencas divididas sagisfaa propriedade de semmétrico nos
argumentos

Exemplo:
fIx]— %] _ fIx]- fIx]
X =% Xo =%

f[Xoxd] = = f[x1,%q]

Pode-se provar que cada coeficieatedo polindbmio interpolador de Newton corresponde ao
operador de gran de diferencas divididas:

fixo] = a
f[xo.x1] = a1
f[xO,xl,XZ] =a

f[XoX1: X2 .. Xn] = @n

Pn(X) = a0 + a1.(X = Xg) + @.(X = X0).(X = X1) + ... +an.(X = X0).(X = X1).(X = X2) ... X = Xn-1)

Pn(X) =f[x0] + f[Xo,Xa] . (X = X0) + f[Xo,X1,X2] . (X = X0) . (X — X1) + ...
+ XXXz, - Xn] - (X = X0) - (X = X1) . (X=X2) ... (K= Xn-1)

6.6.3 Exemplos

Exemplo 1: Obterf(0.5) usando um polinbmio interpolador de Newtonsggundo grau (3 pontos).
Considere a seguinte tabela:

Xi -1 0 1 2 3
F(x) 2 1 2 S 10

a) Célculo dos coeficientes &g(x):

X | Ordem 0| Ordem 1| Ordem 2 | Ordem 3| Ordem 4
Xo -1 2 -1 1 0 0
X1 0 1 1 1 0
Xo 1 2 3 1
X3 2 5 5
X4 3 10
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onde:

f[xo] = f(x0) = 2
flx] = f(x) = 1
f{xo] =f(x2) =2
f[xs] = f(xs) =5
f{xq] = f(xq) = 10

fIxd=flx] - ) -f(x) _1-2_

f[XO,Xl] =
%% (% = %) 0+1
fxd-f[xd _2-1
[ x Xo| = — -1
b X2~ X 1-0
o = T~ flxl _5-2 _ 4
X3~ Xz 2-1
_ flx)d - f[xg _ 10-5 _
el = = =5
o ~ X3 3-2
f[X0,X1,%2] = f[xl’xz] B f[XO,Xl] _ 1+1 _1
X; =X 1+1
f[X1,X2,%3] = flxo, xd = flxs x4 _ 3-1 _ L
X3~ X 2-0
f[X2,X3,X4] = f[xs, Xa] = f[ %2, Xd] - 5-3 _q
X4~ X2 3-1
f{Xo0,X1, X2 Xa] = Flxo xo, xd = flxo %o xd _ 1=1 _
X3~ Xo 2+1
f{X1, %2, X3, Xa] = flxo xa % = flxs xa xd _ 1-1 _
X~ X 3-0
(Do = T XX d = flxo xs xa X3 _ 0=0 _

X4~ Xo 3+1
b) Polindmio interpolador:

Po(x) =2-1(x+ 1) + 1k + 1)(x - 0)
Po(X) =2-(x+ 1) +x(x+ 1)

Po(X) = 2—x—1 +x% +X

Pa(X) =% + 1

c) Resposta:
P,(0.5) = (0.5 + 1 =1.25

Exemplo 2: Obterf(40) usando um polinémio interpolador de Newtorgoku 3 (4 pontos). Considere a
seguinte tabela:

Xi 30 35 45 50 55
F(x:) 0.5 0.574 0.707 0.766 0.819
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a) Célculo dos coeficientes &g(x):

Pegar os pontos mais proximos do ponto que dessjamo

X | OrdemO | Ordem 1 | Ordem 2 | Ordem 3
Xo 30 0.5 0.0148 | -0.0001 0

X1 35 0.574 0.0133| -0.0001
X2 45 0.707 0.0118
X3 50 0.766

Como o polinbmio obtido n&o ter4 grau 3, devemoslbsr um novo conjunto de pontos:

X | Ordem O | Ordem 1 | Ordem 2 | Ordem 3

Xo 30 0.5 0.0148 | —0.0001 |-0.0000004
X1 35 0.574 0.0133 |-0.000105
Xo 45 0.707 0.0112
X3 55 0.819

b) Polindbmio interpolador:

P3(x) = 0.5 + 0.0148(- 30)- 0.0001k — 30)(x — 35)— 0.0000002 — 30)(x — 35)(x — 45)
c) Resposta:

P3(40) = 0.5 + 0.0148(10) 0.0001(10)(5)- 0.0000002(10)(5)0b)

P3(40) = 0.64305

Exercicio 1: Obterf(0.47) usando um polinémio interpolador de Newtonsdgundo grau (3 pontos).
Considere a seguinte tabela:

Xi 0.2 0.34 0.4 0.52 0.6 0.72
F(x) 0.16 0.22 0.27 0.29 0.32 0.37

Polindbmio interpoladorP,(x) = 0.27 + 0.1666%(— 0.4) + 1.04166%(— 0.4)x — 0.52)
P2(0.47) = 0.27802

Exercicio 2: Obter f(0.5) usando um polinémio interpolador de Newtonqimrto grau (5 pontos).
Considere a seguinte tabela:

X -1 0 1 2 3
F(x) 1 1 0 -1 -2

Polindbmio interpolador:
P =1 + 0.+ 1) + (;j (c+ 16 + [%j (x+ )R- 1) +[;—jj (x+ DO - - 2)
P4(0.5) = 1- 0.375- 0.0625- 0.02344 = 0.53906

6.7 Interpolacdo de Gregory-Newton

Muitas vezes sdo encontrados problemas de intedmwleuja tabela de pontos conhecidos tem
valores que sdo igualmente espacados, ou seja:

X1I=X0=Xo = X1 =X3— X2 = ... =X —Xn1 =h
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Assimx+1 — % = h, para todo, senddh uma constante.

X =X1th-X=X+i*h

6.7.1 Diferencas Ordinarias ou Finitas
A% (x) =f(x)

AM(xX) =f(x + h) = f(X)

A*(x) = AM(x + h) — AY(X)

A.”f(x) = A"H(x + h) = A™(x)

Xi Ordem O Ordem 1 Ordem 2 Ordem n
Xo f(xo) A(xo) A%(xo) A™(xo)
X1 f(x1) A'f(x1) A*f(x1) -

X2 f(x2) Af(xo) A*f(xp) -
Xn-2 f(Xn-2) AY(Xn.2) AN%f(Xn.2) -
Xn-1 f(Xn-1) A (%01) - -

Xn f(Xn) - - _

6.7.2 Relacao entre diferencas divididas e diferen¢  as ordinarias

Teorema:Sex =X +j.h, parg =0, 1, 2, ...n, entad{xe,xe,Xe;... Xn] = An]:r(l)“(()) _
Prova: -
fixo] = f(xo)
f[XoXa] = f[Xl]— f[XO] - f(Xl)— f(XO) _ f(x0+h)— f(XO) _ Af (XO)
X = Xy (% = %) h h
Af (%) AF(X,)
_fuxl=fex] . h T h _A(x)
f[Xo0,X1,%] = 1 72 1l _ _
o] X, = Xo 2h 2h?

e por inducdo podemos mostrar que esta regradavadira valores maiores que 2.

6.7.3 Gregory-Newton usando Diferengas Ordinarias
Partindo da formula original do método de Newtpre €

Pa(X) = f[xo] + f[Xo.Xa].(X = X0) + f[Xo. X1, X2].(X = X0).(X = X1) + ...+ f[Xo,X1,X2,... Xn].(X = X0).(X = Xp).(X —
X2)eee(X = Xn-1)

podemos derivar a nova formula que utiliza as €eifeas ordinarias:

Pn(x) = f(xo) + (X = X0).(X = Xa).(X —

X2)..(X = Xn-1)

%.(X - X) + Azfrf;(o) (X = X0).(X = Xq) + ... + %

6.7.4 Exemplos

Exemplo 1: Obterf(0.5) usando um polinémio interpolador de Gregogmftbn (G-N) do segundo grau
(3 pontos). Considere a seguinte tabela:



Xi -1 0 1 2 3
f(xi) 2 1 2 5 10
a) Tamanho do intervalo:
h=1
b) Calculo dos coeficientes &g(x):
X | Ordem 0| Ordem 1| Ordem 2| Ordem 3| Ordem 4
Xo -1 2 -1 2 0 0
X1 0 1 1 2 0
X2 1 2 3 2
X3 2 5 5
Xa 3 10
c¢) Polinémio interpolador:
-1 2
P,(X)=2+| —|[(x+1)+ X+ 1)(X
209 (J( ) (2.12]( )®)

P(X) =2-(x+1) +x(x+ 1)

Pa(X) =2-x—1+X +X

Pa(x) =x° + 1

d) Resposta:
P,(0.5) = (0.5 +1=1.25

Exercicio 1: Obterf(0.04) usando um polinémio interpolador de Gregdewton do segundo grau (3

pontos). Considere a seguinte tabela:

Xi

0.01

0.03

0.05

0.07

F (i)

1.01

1.09

1.25

1.49

Polindmio interpolador®,(x) = 100 + 1
P,(0.04) = 1.16
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Exercicio 2: Obterf(3.7) usando um polinébmio interpolador de Gregogwhbn do terceiro grau (4
pontos), ond&x) = In(x). Considere a seguinte tabela:

Polindbmio interpoladorP;(x) = 0.6931.%— 1) - 0.1438.k— 1)(x — 2) + 0.0283X - 1)(Xx — 2)(Xx — 3)

Xi

1

2

3

4

F (i)

0

0.693

1

1.0986

1.3863

P5(3.7) = 1.30225590

6.8

Uma funcéo spline intervalar € um polinbmio conétid sobre certas condi¢cdes de continuidade.

Interpolagdo Splines: Linear, Quadratica, Cubic  a
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6.8.1 Spline Linear

i=12-,n)

Para um conjunto de dados chamados r%"s’ Yo , a spline linear é definida por

s(¥) =ax+b, for xO[x,%,], i=12-,n-1 (1.1)

A condicéo €, s(x)=V, e (Xa) = Yin produzz(n_z) equacdes para 0s pontos interior ao dominio
de x. Acrescentada a estas condigbes duas condi¢cbegpariss extremos do dominio de sao

estabelecidas produzindo um total d@'~2 equacdes concordar con®N~2 incégnitas:

3,b,1=12--n-1 Aplicando essas condi¢Ges obtém-se:

— X~ Xy X=X _ Yia Y
X) =y, +y, =y +0 Fiy vy x0O[x, x,
S( ) y| Xi _Xi+1 y|+1 Xi+1_Xi y| Xi+1_xi ( Xl) [Xl XI 1]

(1.2)

Esta equacao resulta em linhas retas juntando poigimhos.
Observa-se que,S ) € o polinbmio de interpolacdo de Lagrange paramuato de dados:

(x.¥:) e (X1 Vi) . A eq(1.2) é a solucao intervalar aproximada limsste em uma dimenséao.

Exemplo 1.1. Calcular a spline linear do conjuréadddos abaixo:

i |1(2]3 (4|5
x|{0|5|7 |8 10
y|0|2|-1|-2|20
Spline Linear
x=-5 _x-0
X) =0——+2——=25x, xU[0,5
si(X) 05 %5 g [0, 3]
Xx=-7 ,X-5
X)=2——-1——=-15x+ 95, xU[57
(9 =2—-1-— [5.7]
X—8 X=7
X)=-1——-2——=-x+6, xU[7,8
809 =-1o— -2 — [7.8]
5,00 = 22710, 20 X78 _11x-90, xO[810]

8-10 1C-8



Linear Spline Interpolation
T T T T T T
O data points
—— linear spline
4 interpl: linear

20

15+ interpl: MATLAB function. ]
Type "help interpl” in MATLAB
window for its usage and options.

Figura 1.1 Spline Linear.
Pseudocodigo: Matlab

(2) Input dados x(i) ,y(i), i = 1,n; Plot usandmbblos usandplot;

(2) Fori=1,n-1,do
A = linspace(x(i),x(i+1),nint) % Divide cadatervalo em “nint” pontos
Call cl1=linear_spline % Call a funcao lineadirsgam
Call c2=interpl % Call a fungdo do MATLAB (dm;default: linear)
Plot c1
Plot c2

Enddo

A funcéo“linear_spline.m” é contruida de acordo com o seguinte algoritmo:

(1) Input X, onde se deseja determinar o valoy;de

Avalie se x esta fora do intervalo; se sim papeagrama; se nao, prossegue;
(2) Calcule o intervalo onde o valor de x reside;
3 Calcule y de acordo com a eq(1.2).

function f = linear_spline(x,y,xx)

n=length(x); % No.de dados em ordem crescente
if (xx<x(1)) | (xx>x(n));
error('x esta fora do intervalo!); % erro
end;
% procura do intervalo onde xx reside
fori=1:n-1;
if (xx>=x(i)) & (xx<=x(i+1));
m=i;
break;

82
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end;
end;

% Calcule y(XX) eq(1.2).

f = y(m)*(xx-x(m+21))/(x(m)-x(m+1)) ...
+y(m+1)*(xx-x(m))/(x(m+1)-x(m));

Examplo 1.2 Calcule as splines intervalar line@as 0os dados:

i [1]2]3]4 [5] 6
x|0[1]2|3 |45
y 1|1]1]1]1]1

Avalie o resultado segundo o gréafico na Figura 1.2

Linear Spline Interpolation

T T
data points
1 I e i S I B A Y O . p .
I A L L L e e e - ||near Spllne
4 interpl: linear

0.6 B

0.4 8

0.2 B

0.4 1

-0.6 B

-0.8 8

Figure 1.2 Spline Linear.

E claramente notado em ambos os exemplos as sghielinhas retas. Estes conjuntos de dados
serdo usados em todo este material com o objetivmhparar os diferentes tipos de splines.
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6.8.2 Spline Quadrética

Uma spline quadrética para cada intervalo € defin@mo:

s(x)=ax?+hx+c, forxO[x,X,], i=12--,n-1 2.1)
A qual é posta certas condicdes para satisfazmraicées de se’@ C-.
Para a condicéo de set & obtém:
s(X) =¥, S$(Xu) =Y 1=12.n-1 (2.2)
Para a condicéo de setse obtém:
S (Xu1) =S (Xu0), 1=32--,n=2 (2.3)

Dos trés requerimentos acima, existém-4 condicdes. Porém as splines quadraticas requeotainde
3n-3 condi¢bes, de forma que ha necessidade de umac@ona ser adicionada. Usualmente usa-se,
S1(x1) = 0 como condicdo. Com isso se obtém a entdo ath@mapline natural quadratica. Certamente
outras condi¢cdes podem ser usadas, tal cdr®)s= Sn-1(Xn ).

Para determinar a equagdo da spline, primeiro dethet S; (X ), entdo desde qué(s é uma spline
linear para o conjunto de dados ¢, i = 1,2,..., n), obtém-se

s(xX)=d., X=X +d, X —X _ (d,, —d)x—d x +dx,
Xi+1 - Xi Xi+l - Xi Xi+l _ Xi
:di"'l_di (X_Xl)+d|

i+l N
agual é uma equacdo linear para a inclinacaod}slop
Integrando enx, obtém-se

d,—d
= (X=X 2"'di =X)*TY
$09= 5Ty (XX +d(x=x) +y o

Nesta solucdo é a constante de integracdo é addcutdizando a condicao de contornd:C (x) =Y, :

Uma spline quadratica € definida uma vez qugiCE;sejam conhecidos.

Fazendo = x+1, obtém-se
d.,, —d, )

— (X — %)+ (X =X ) Y,

2o (% T A5 mx)

O qual conduz a:

yi +1 =

d,=2Y"Y g j=12..n-1

Xivg =X (2.5)
A eq(2.5) descreve um esquema recursival; $econhecido, entad.; pode ser calculado pela eq(2.5).
Varias condi¢cdes podem ser aplicadas para diter

» Para a entdo chamada Spline Natu(flal,: 0
» Sed; = d,, entdad; pode ser calculado por
d1:d2 =2y2_yl—d12dl: Yo=Y
X =X X, =% (2.6)
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* Sed; =d,, entédod; pode ser calculado por

n-1 —
- dﬁZ[(-l)”’”l—yi“ yj n par
d :d =2 _1n—i+1yi+1_yi _ _1nd i=2 Xi+1_xi
,=d, =2) | ()T - (-D)d, =
i=2 '+1_)§
sensolucap nimpa 2.7)

Esta condi¢cdo ndo pode ser aplicada quarglam namero impar.
Pseudocddigo do algoritmo em Matlgnadratic_spline.m”é como segue:

Q) Input os pontog(i) ,y(i), i = 1,n; Plot estes pares usando simbolos com a fuplo&o
(2) Fori=1, n-1,do
A = linspace{(i),x(i+1),nint) % Divide cada intervalo e “nint” pontos
Callcl=quadratic_spline witk; = 0; % Spline Natural Quadratica
Callc2=quadratic_spline witk; = dy;
Plotcl
Plotc2
Enddo

A funcéo“quadratic_spline.m” é construida de acordo com o seguinte algoritmo:

(1) Inputx onde se deseja calcular o valor interpolgdo
Avaliar sex esta fora do intervalo; se sim, pare o programaa®, prossegue;
(2) Calcule o intervalo ondepertence;
(3) Calculed;; Calculed; (Equacéo (2.5));
(4) Calculey de acordo com a equacao (2.4).

function f = quadratic_spline(x,y,xx,ioption)

n=length(x); % No. de dados em ordem crescente
if (xx<x(1)) | (xx>x(n));
error('x esta fora do intervalo!"); % Erro

end;
% declara o tamanho da matriz para d=ds/dx
d=1:1:n;
% Calcule d(1)
if ioption==1;

d(1)=0.0; % Spline Quadratica Natural
else;

dd(1)=(y(2)-y(1))/(><(2)-X(l)); % para d(1)=d(2), eq(2.6)
end;
% Usa algoritmo recursivo eq(2.5) para calcular tod osl d(i)
fori=2:n;

dd(i)=2-0*(y(i)-y(i-1))/(X(i)-X(i-1))-d(i-l):
end;
% Calcular qual o intervalo que reside xx
fori= 1l:n-1;

if (xx>=x(i)) & (xx<=x(i+1));

m=i;
break;

end;
end;
% Calcule y(xx) para spline quadratica eq(2.4).
f = (xx-x(m))*( 0.5*(d(m+1)-d(m))*(xx-x(m))/(x(m+1) -x(m)) ...

+d(m) ) + y(m);



Examplo 2.1. Dado os mesmo dados do examplo Iclilea spline quadratica.

Usando a spline natural quadratica, odge 0, entdo se obtém

d,=22"% 0=08 d,=2-1"2_0g=-38
0 7-5
d,=2-2%1,38-18 d,=229"2_18-202
s (X) = 08-0 (x-0)?+0(x-0)+0=008x>, x[][0,5]
2(5-0) B ’
_3.8_0.8 2 2
S, (X) :ﬂ(x—S) +08(x—5)+2=-115x"+123x—-2895 xO[57]
5,(x) = 8% 38 72 _ag(x-7)-1= 28x° - 94x+1628, x(I[7,8]
28-7)
s,(X) = %(x—&2 +18(x—8)—2=46x* - 718x+2736, x[1[810]

86

Os resultados das splines devido a condizéo d,, sdo plotados na figura 2.1. Préxime 0, a spline
natural tem uma curva achatada devido a derivadaem® x = 0. A outra spline tem uma inclinacéo
linear no primeiro intervalo. Para todos os intewsale dados, estas duas splines sdo diferentésram

as diferencas sejam pequenas.

Quadratic Spline Interpolation
20 T T T T T /)

O data points
— natural quadratic spline
~_ quadratic spline with d1:d2
15 8
10 8
>
/
5¢ / 8
/

- — = —— h = /
0= h / -
_5 L L L 1 L L 1 L L

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Figure 4.2.1. Spline Quadratica.
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Exemplo 2.2. Utlizando os dados do exemplo 1.Zrdads splines quadraticas.

A Unica mudanca necessaria no sciiptadratic_splinel.m”é trocar o conjunto de dadogy pelos da
tabela do exemplo 1.2. As splines séo plotadasguaaf 2.2. Note que as splines natural e as splines
devido a condicaal; = d, sdo exatamente as mesmas. Isso é causado pelguatambas as opcodes
produzem o mesmo resultadh:= 0.

Também, as splines noel5 intervalos tém grandes oscilacdes. Seria desgjavaltransicdo suave no 3
intervalo e as splines apresentam esta transicaotu@o devido a depressdo no intervalo 4, existem
oscilacBes no’4 5 intervalos. Geralmente, quando a ordem do polinéspline é maior este problema
torna-se mais severo.

Quadratic Spline Interpolation
1.5 T T T T T
O data points

— natural quadratic spline
1 ___ quadratic spline with d1:d2 ]

0.5

o
1
T

-1.5

Figura 2.2. Sline Quadratica.

6.8.3 Spline Cubica Natural

Geralmente, uma fung&né chamada de spline do giasobre™ =Xz <" <*n e

(1) sO[x, X,
M = _ .
2) 8" 1= 012, k-1 554 todas funcdes continuos[ﬁ(b ] ondes? ¢ a j-ésima derivada;

(3) € € um polindmio de gra& Kem cada interval([)xi’ Xi+1].

Sek=3 a spline € chamada de spline cubica. As curvatladas pelas derivadas segundas podem ser
aproximadas por funcdes lineares em um intervaldeeotando os valores nos pont?)('s como

& =s(x).1 :12,---,n, elas podem ser aproximadas pelo polindmio intedms de Lagrange no
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conjunto de dado§%+& 1512 contudo
S() =6 +g " i=12-,n-1
i X Xig =X (3.1)

Integrando enx duas vezes, obtém-se

Z (%1 = %) + o(x= X ) +d(%; —X)

s (X) =%(x—xi)3 e
i i (3.2)

Ondeh; = x+1 - X ec ed sdo constantes de integracao.

Aplicando a condicdo Cobtém-se:

h 6 h 6 (3.3)

A qual conduz a

e+ e, i+ e|+ hi i hi

S0 =22 (x=X)° + (% = X)% + (2 -y o)+ (BT, - %)
6h 6h h 6 h 6 (3.4)

Logo a spline cubica € definida desde que se detarose's.

Os valores des podem ser determinados da condic&dodé continuidade. Diferenciando a equacao

anterior, obtém-se

()= 85 (xmx )2 = 8 (x4 (Yo Bally _ Y&y
$09 = 5 (%) = (0 =07 + (G =) - (=T

e

e|+1hi _ th +b
6 3 '

, e 2 Ya eyh Yy, _&h, _
V=S p2 i _Salby Vi —_
5 (%) 2h, o h 6 ) (hi 6 )

onde
bI:yi+l_yi’ i:l,2,---,n—l

h (3.5)

Também

iy =8 Yo &Ny Vi _Gahoy _ &ah | 6Ny
X)=——h% + - - - = + +b
%—1( |) 2hi_1 i-1 (hi_l 6 ) (hi_l 6 ) 6 3 -1
Fixando s(x)=s_(x) paratodos os pontos no interior do infena@btém-se
h.e,+2(h_+h)e +he,=6(b -b,), i=23-,n-1 (3.6)

Um sistema linear tridiagonal de equagdes em teldr;lesincégnitasq 's. Existen!! incgnitas e~ 2
equacdes. Duas condi¢des adicionais sdo neceggaréadeterminar as splines cubicas. Quando etas sa
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=6 _O, as splines resultantes sdo chamadasptiee cubicanatural. Essas equacfes podem ser
rearranjadas como:

e =0
h.oe.+ye+he,=v =23, n-1
& =0 (3.7)
onde
- =2(h . +h
4 (l_l ') i=23--,n-1
v =6(b —b ) 3.8)

O algoritmo do cédig6cubic_splin.m” é muito similar adlinear_spline.m”, entdo o algoritmo
para a funcatécubic_splinl.,m” serd representado aqui.

(1) Input x onde se deseja calcular a interpolgc@alesejado; % s =y aqui.

(2) Avaliar sex esta for a do intervalo; se sim, pareo programaa®, prossegue;
(3) Calculeh; eb; (eq(3.5));

(4) Calculeu; ev; (eq(3.8));

(5) Fixee; = 0, entéo calcule (eq(3.7))

(6) Calcule em que intervalo resige

(7) Calculey com a eq(3.4).

Example 3.1. Dado os pontos do exemplo 1.1, okdeliee natural cubica.

Para calcular a 2lerivadas, primeiro determine
hi=5h=2h=1h=2
b;=0.4,=-15k=-1,b=11

Usando os dados acima se pode calcular®svi's como
U= 14, u=6.0, w=6.0

Vo=-11.4,4=3.0, w=72.0

Entdo da eq(3.7), obtém-se

14 2 0\(e,) (-114
2 6 1|/e|=| 30
0 1 6)le) | 720

Os valores de;, e;, e e, pode ser obtido usando o algoritmo de ThomassBstleres juntamente com
e;= es = 0 fornecem:

€ =-0.672115384615383=-0.99519230769231¢4 =12.33173076923077

As splines cubicas natural séo plotadas na figute Bs funcbes Matlabsplin€ e “interpl’ com as
opc¢Oes corretas sdo usadas para produzir as megiass. Duas outras condigbes sao adicionadas
nestas funcbes Matlab como segue
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S1(3) (x;) = Sés) (x;), and Srg%)z (X)) = Srg3—)1(xn—1)

Cubic Spline Interpolation
20
O data points |
—— natural cubic spline i
--- interpl:spline '
15+ + spline .
f
10 [
4
> /’
51 Foo
- :
ot e +
0~ S ¥ i
a
-5
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
X

Figura 3.1. Spline Cubica.

INTERPOLACAO por SPLINE CUBICA

xi -> Valores de x
ci -> Coeficientes Linear

bi -> Coeficientes Linear

ai -> Coeficientes Cubic

fpa -> Primeira Derivada em a

0.0000
fpb -> Primeira Derivada em b

0.0000

0.00 5.00 -0.0224 0.0000 0.0000 0.9601
5.00 7.00 -0.0829 -0.0560 1.2240 -0.1683
7.00 8.00 2.0553 -0.1659 -0.8341 -4.0553
8.00 10.00 0.0000 1.0276 -5.1106 10.0000

Exemplo 3.2. Dados os pontos do exemplo 1.2, @lsteplines cubicas.

As splines sdo plotadas na figura 3.2. Todas &ésespapresentam resultados melhores que
aguelas gerados pela spline quadraticas. As o8esagdo menores. As splines naturais aqui apresenta
melhores resultados que os gerados pplitie’ e “interpl: spliné no 1 e 5 intervalos.




Cubic Spline Interpolation
1.5 T T T T T
O data points
—— natural cubic spline
--- interpl:spline
+ spline

14

0.5

Figura 3.2. Spline Cubica.

function f = cubic_spline(x,y,xx)
%

%echo off; clear; clc; format long;
%

%
n=length(x); % No. dados em ordem crescente.
if (xx<x(1)) | (xx>x(n));
error(‘for a do intervalo de x!'); % Erro
end;
%
% Inicialize h, b, u, v.
h=1:1:n-1;
b=1:1:n-1;
u=1:1:n-1;
v=1:1:n-1;
%
for i=1:n-1;
h(i)=x(i+1)-x(i); % Calcule h(i)
b(i)=(y(i+1)-y(i))/h(i); % Calcule b(i) usando e q(3.5)
end;
%
% Calcule u(i), v(i) usando eq(3.8)
u(2)=2.0*(h(1)+h(2));
V(2)=6.0*(b(2)-b(1));
for i=3:n-1;
u(i)=2.0*(h(i)+h(i-1));
v(i)=6.0*(b(i)-b(i-1));
end;
%
% Condicoes para Spline Cubica Natural
e(1)=0.0;
e(n)=0.0;
% Calcule e(i) usando eq(3.7)
sub(1:n-2) =h(1:n-2); % diagonal inferior
dia(1:n-2) =u(2:n-1); % diagonal principal
super(1:n-2) = h(2:n-1); % diagonal superior
rhs(1:n-2) =v(2:n-1); % lado direito



%
[xs]=triDiag(n-2,sub,super,dia,rhs);
e(2:n-1)=xs;
%
% Calcular intervalo onde xx reside
fori=1:n-1,
if (xx>=x(i)) & (xx<=x(i+1));
m=i;
break;
end;
end;
%
hm=x(m+1)-x(m);
Xt1=xx-x(m);
xt2=x(m+1)-xx;

% Calcule y(XX) cubic spline usando eq(3.4).

f = (e(m+1)*xt1"3+e(m)*xt2"3)/(6.0*hm) ...
+xt1*( y(m+1)/hm-hm*e(m+1)/6.0) ...
+xt2*( y(m)/hm-hm*e(m)/6.0 );

function [xs]=triDiag(dim,sub,super,diag,rhs)

for i=1:dim-1 %Elimination
m=sub(i)/diag(i);
diag(i+1)=diag(i+1)-m*super(i);
rhs(i+1)=rhs(i+1)-m*rhs(i);

end

x(dim)=rhs(dim)/diag(dim); %Back Substitution

for i=dim-1:-1:1
x(1)=(rhs(i)-super(i)*x(i+1))/diag(i);

end

XS=X;

%************** CUB'C SPLINE 1 kkkkkkkkkkkkkkkkkk
%
%
clear all; clc; format long;
%
for iexample=1:2;
if iexample==1;
%x=[-2-1012];
%y=[4-1218];

x=[0. 5. 7. 8. 10.0]; % data points for Examp
y=[0. 2. -1. -2. 20.];

else;
x=[0. 1. 2. 3. 4. 5.]; % data points for Exam
y=[1.1.1.-1.-1.-1.];

end;

figure;

plot(x,y,'ko"); % Plot original data points

hold;

n=length(x)-1;
nint=11; % Use nint points in plotting for each

for i=1:n; % loop for each data interval

a=linspace(x(i),x(i+1),nint); % Divide each d
for i1=1:nint;

c1(i1)=cubic_spline(x,y,a(i1)); % Call cub

c3(i1)=interpl(x,y,a(il),'spline"); % Call

% op

c4(il)=spline(x,y,a(il)); % Call MATLAB fu

end;

le 3.1

ple 3.2

data interval

ata interval into nint points

ic_spline function

MATLAB function interpl.m with
tion 'spline’

nction spline.m

92
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plot(a,c1,'k"); % Plot points due to cubic_sp line

plot(a,c3,'k:"); % Plot points due to interpl 's spline

plot(a,c4,'k+"); % Plot points due to spline function
end;

legend('data points','natural cubic spline’, ...
'interpl:spline’,'spline’,0) % Create legend
xlabel('x"), ylabel('y"),title('Cubic Spline Int erpolation’); % Title for plot
grid;
end;

6.8.4 Consideracdes Gerais sobre Interpolagéo

Splines de crescente ordem séo obtidas aumentandiem de continuidade nos pontos através
de todos os intervalos, splines quadratica requerag primeiras derivadas sejam satisfeitas no®$gon
de extremos dos intervalos, splines cubica regsi€ledvadas segundas, etc. Splines de ordem magor g
3 séo raramente usadas em aplicacOes praticasn Baémento da ordem paga o esfor¢o para gera-la?

Observando os graficos estes revelam que paranondaior que 1 h& oscilacbes através dos
dados. A comparacéo das splines é mostrada nasdigul e 4.2. E possivel observer que as splines
guadraticas, em geral, oscilam mais que as sptiflegas quando comparadas com as splines lineares.
Entdo aumentando a ordem nem sempre aumenta Eg0ssi Entdo qual spline escolher?

A Selecédo de uma spline apropriada depende deag@ib. Se procura interpolar os dados por si
s0, talvez a spline linear € a melhor escolha.sSgados forem de natureza cubica a spline cubréaase
melhor escolha. Se desejar conhecer derivadas attssduma spline linear gera saltos nos pontos,
portanto algum grau de suavidade seria desejantioEhovamente, a escolha devera ser feita emdunca
da aplicacdo. Em projetos, as splines permitemizagho local através dos dados e a spline cubéca é
escolha usual.

Como as splines se comparam aos polinbmios ifntan@es de Hermite que também tratam de
derivadas? E muito importante entender o seguiniesito: splines concordam através das condi¢des de
derivadas nos pontos extremos dos intervalos, Bé@wvadias dos dados por si s6. Em outras palavras,
splines sao fungdes discretas as quais aproximanadss preenchendo os dados nos intervalos: as
condicbes de suavidade nos pontos de juncdo saguaadas assim como nos pontos gerados no interior
do intervalo. Por outro lado, a interpolacdo denter requer derivadas de dados, isto é, as desvsdia
partes dos dados, i.é., posicao, velocidade, ag@ler A Unica relacdo entre spline e interpolago d
Hermite € que ambos sdo polindmios.

Spline Comparison Figura 4.1
20 : : : : : : D Comparacao
O data points de Spline.
—— natural cubic spline
—— natural quadratic spline /
15+ | =— linear spline

10+ / i




15

0.5

Spline Comparison

O data points
—— natural cubic spline
- -~ natural quadratic spline
—— linear spline
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Figura 4.2
Comparacao
Spline.
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7 Ajuste de Curvas

Uma das formas de se trabalhar com uma funcamid&fipor uma tabela de valores € a
interpolacao polinomial. Contudo, a interpolacao éa@conselhavel quando:
a) E preciso obter um valor aproximado da funcdo egural ponto fora do intervalo de
tabelamento, ou seja, quando se euxdrapolar.
b) Os valores tabelados sdo resultados de algum exg@o fisico ou de alguma pesquisa,
porque, nestes casos, estes valores poderdo @ynbsrinerentes que, em geral, ndo sao
previsiveis.

Surge entdo a necessidade de se ajustar a estdeduabeladas uma funcdo que seja uma "boa
aproximacao" para os valores tabelados e que @eexitapolar com certa margem de seguranca.

O problema do ajuste de curvas no caso em questama tabela de pontas,(f(x1)), (X2, f(x2)),
ey &my T(Xm)) COM X4, X, ..., Xm, Pertencentes a um intervala, p], consiste em: escolhidasfuncoes
01(X), 92(%), -..,0n(X), continuas emg| b], obtern constantesiy, a,, ..., 0, tais que a funcad(x) = a19:(X)
+ 0202(X) + ... +0rgn(X) S€e aproxime ao maximo ).

Genericamente, no caso linear, estaremos suponeloos) dados serdo aproximados por uma
funcgéo do tipo:
fO) Do(X) = 0191(X) + a2g2(X) + ... +0nGn(X)

onde as funcoag(X), 92(X), ...,0n(X) S@o preestabelecidas.

Dizemos que este é um modelo matematico lineajugoos coeficientes a determinay, ao, ...,
an, aparecem linearmente, embora as fungdes, gx(X), ..., gn(X) possam ser fungdes néo linearex,de
como por exemplag(X) = €, ga(xX) = (¢ + 2), g3(x) =ser(x), etc.

A escolha das funcbes pode ser feita observargtéfito dos pontos conhecidos ou baseando-se
em fundamentos teodricos do experimento que nogderna tabela.

Portanto, dada uma tabela de pontasf(x1)), (X2, f(X2)), ..., &n, f(Xy)), deve-se, em primeiro
lugar, colcoar estes pontos num gréafico cartesi@ografico resultante é chamadiiagrama de
dispersdo Através deste diagrama pode-se visualizar a gueamelhor se ajusta aos dados.

Exemplo: Seja a tabela:

[ 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Xi -1.0 | -0.75| 0.5 -0.2% 0 0.2 0.% 0.75 1{0
f(x) 2.1 1.3 1.1 0.2 0 0.5 0.6 1.5 2.2

O diagrama de disperséo sera conforme mostradxoaba

2.5 4

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15
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Portanto, é natural escolher apenas uma fuggdp = x* e procurar entdd(x) = ax’ (equacao
geral de uma parabola passando pela origem).

Se considerarmos uma experiéncia onde foram medidoos valores de corrente elétrica que
passa por uma resisténcia submetida a varias 'ngilecando os valores correspondentes de comente
tensdo em um grafico, poderemos ter:

A

\Y

3
v

neste caso, existe uma fundamentacao tedricaoptawlo a corrente com a tendée R, isto é,V é
uma fungéo linear de

Assim,gu(x) =i e (i) = aga(i)

O problema é determinar qual parabola com equagise ajusta melhor ao primeiro grafico e
gual reta, passando pela origem, melhor se ajossagundo grafico.

No caso geral, escolhidas as funcggs), g2(x), ..., gn(X) temos de estabelecer o conceito de
proximidade entre as funco@éx) ef(x) para obter as constantes as, ..., Q.

Uma maneira é impor que o desvi(] — ¢(x)) seja minimo, para= 1, 2, ....,m. veremos a
seguir o método conhecido comi@todo dos Quadrados Minimos

7.1 Método dos Quadrados Minimos

O Método dos Quadrados Minimos € provavelmentecaidg de aproximagdo mais usada na
analise numérica e em problemas praticos. Ist@ge thnto a sua simplicidade quanto ao fato deeque
geral, buscamos aproximacgodes para dados que sadasiettidas experimentalmente com um certo grau
de incerteza. Veremos que o método dos quadradusmad comtempla a possivel existéncia de erros
nos dados a serem aproximados. O critério de apepdo consiste em minimizar os residuos.

Chamaremos dix) a funcdo que sera convenientemente aproximadauioa funcaap(x). No
caso dos quadrados minimos lineares, partimospiadsie de que temos algumas informagfes sobre o
comportamento d¢(x). Poderiamos saber, por exemplo, ¢i(})¢ € uma reta, ou seja:

d(X) = ag + ax

A gquestdo é encontrar qual é esta reta, ou sefgs géo o0s valores dg e 0, que ajustam 0s
pontos conhecidos.

Num outro exemplo, vamos procurar valores para, e az que tornam a funcéo:

d(X) =0g +ax + 03X
uma boa aproximacgéao dos dados.
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Sejam dados os pontas,(f(x1)), (X2, f(x2)), ..., &n f(Xm)) € asn fungdesgi(X), g2(X), ..., Gn(X)
escolhidas de alguma forma. Considerando que o nolgegpontosn, tabelados, € sempre maior ou igual

an o numero de func¢des escolhidas ou o nUmero decdésa; a se determinar.

Nosso objetivo € encontrar os coeficierdgsay, ..., 0, tais que a funcad(x) = a1g1(X) + a202(X)
+ ... +0n0n(X) Se aproxime ao maximo fg).

Sejadk = f(xk) —¢(xx) 0 desvio enx,. O conceito de proximidade é quieseja minimo para todo
=1, 2, ...m. No método dos quadrados minimos consiste emhesoada;'s de tal forma que a soma dos
guadrados dos desvios seja minima.

7.1.1 Ajuste Linear Simples
Dada uma tabela com valores %, f(x)), i = 1, 2, ...,m, queremos encontrar a reta que melhor

ajusta esta tabela, no sentido dos quadrados nmeni@mno o ajuste sera feito por uma reta, tomaremos
01(X) = 1 ega(X) = x., isto é:

f(X) Od(X) = ag + ax

O residuo para cada pari{ ay) e para cada serar(ay, oz; X) = f(X) — oy — axx. Assim, pelo
meétodo dos quadrados minimos devemos procyran, que minimizam a funcao:

<r, r> (0y, 0p) = <f(x) —01 — X, f(X) —a1 —0x> = Z(f (X)—a,—a,x )2 -
i=1

Do Calculo Diferencial sabe-se que a condicdossgre do ponto critico é que as derivadas nele
se anulem, esto é:

0
— <, r>=

<r,r>=0
oa, oa,

ou ainda, procedidas as respectivas derivacdespnassao K r> temos:

m m

_ZZ(f(Xi)_al_azxi)zo € _ZZ(f(Xi)_al_azxi)Xi =0

i=1 i=1

Apoés o desenvolvimento, estas duas equacdes foumasistema linear com as incognitase
02, que podem ser reescrito na forma:

Zm: f (xi)—Zm:O/l —Zm:azxi =0

> 1(x) -3 a% - > @K =0
i=1 i=1 i=1
ou

maﬁﬂzixi = Zm: f(x)
i=1 i=1
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oLy % +02) Xt = > % f(x)
i=1 i=1 i=1

A solucdo deste sistema pode ser obtida pelo métad Eliminacdo de Gauss. Através das
substituicdes retroativas obtém-se:

fF(x)

£

~— |N
N

if(xi)_(zm‘,xijaz mixif(xi)_zm:xi

al — i=1 i=1 e az - i=1 i

" mZm: X7 — (% X

i=1 i=1

Assim, a solucao do sistema de equacdes lineanee €&, dados pelas equacbes acima, e com
estes valores os residuos apresentam o seu meoior va

Como este método consiste em achar o minimo defumgdo quadratica, ele € conhecido como
método dos minimos quadrados.

Exemplo 1: Ajustar os dados da tabela abaixo a uma reta de 1pae o residuo seja 0 menor possivel.

i 1 2 3 4 5
X; 13 | 34| 51| 68| 80
f(x)) 20 | 52| 38| 61| 58

Usando os valores da tabela temos:
a) Célculo dos somatorios:

m=5

zm:xi =(1.3) +(3.4) + (5.1) + (6.8) + (8.0)24.6

i=1

ixf = (1.3 + (3.4)% + (5.1)* + (6.8)* + (8.0)° = 149.5

i=1

Zm: f(x) =(2.0)+(5.2) + (3.8) + (6.1) + (5.8)22.9

i=1

ixi f(x) = (1.3)(2.0) + (3.4)(5.2) + (5.1)(3.8) + (6.8)(b(8.0)(5.8) =127.54

i=1
b) Resolucao do sistema:

Assim, os valores de; e a,; da melhor reta (no sentido dos quadrados minis@&s)pbtidos pelo
sistema:

5a, + 246a, = 229
2460, +1495a, =12754

Resolvendo o sistema, obtemese= 2.0098 ea, = 0.5224.
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Usando as férmulas @g e o, temos:

_ ;f(xi)_(zﬂ: . jaz 229- (246)(0.5224 _ 229- 12851

oy = - ! = = = 2,0098
m 5 5
m» x f(x X » f(x
0 = ,Z:l: T~ ,Zzll '; (5)(12754)— (246)(229) 637.7-56334 _ 7436 — 0.5224
? m m (5)(1495) - (246)° © 7475-60E16 142.34 '
my x2=| > x,
i=1 i=1

Entédo, a melhor reta que passa pelos pontos, usaeg@acao, é:
¢(x) = 2.0098 + 0.5224
c¢) Calculo do quadrado dos residuos:

Os valores dé(X) e os respectivos residuos estdo na tabela abaixo:

i 1 2 3 4 5
X; 1.3 3.4 5.1 6.8 8.0
f(x)) 2.0 5.2 3.8 6.1 5.8

d(x) 2.68892 3.78596 4.67404 5.56212 6.189
r(xi) -0.68892| 1.41404| -0.87404 0.53788 —0.389

Neste exemplo, a soma dos quadrados dos residuos é
D r?(x) =3.6787
i=1
Exercicio 1: Considere o ajuste da tabela abaixo por uma reta:

[ 1 2 3 4 5
Xi 0 0.25 0.5 0.75 1.00
f(xi) 1.0000| 1.2840| 1.6487| 2.1170| 2.7183

Respostap(x) = 0.89968 + 1,70784
Zrz(xi) =0.039198

i=1

7.1.2 Ajuste Polinomial

O ajuste linear simples € um caso especial doeajpstinomial. A equacdo geral do ajuste
polinomial € dada por:

O(X) = 0g + 0X + A + ... +0peX”

e as equacodes normais ficam:



~ " " , " ) _ _al_
mo2x X D%
i=1 i=1 i=1
m m m
PREDR DR PR
i=1 i=1 i=1 i=1
m m m
PR DR DR DX as | =
i=1 i=1 i=1 i=1
m m m m
Z X|n z X|n+1 Z Xin+2 z X,2n
L i=1 i=1 i=1 i=1 ] _an_

> (%)
> x (%)
2 X f(x)

Zmlxin f(x)

Exemplo 1: Ajustar os pontos da tabela abaixo & equa¢&io= a; + a’x + az.

I 1 2 3 4 5 6
Xi -2 -1.5 0 1 2.2 3.1
f(xi) -30.5| -20.2| -3.3 8.9 16.8 21.4

O vetora € a solucao do sistema acima, que, neste cara;ser

m Zm:xi Zm:xf ;| Zm:f(xi)
i=1 i=1 i=1
PREDR ISR LALIDRICY

i=1 i=1 i=1 i=1
Y 3 Ikl | | x)
Li=1 i=1 = JL7sd = i

a) Célculo dos somatoérios:
m=06
m

>x =(=2) + (-1.5) + (0) + (1) + (2.2) + (3.1) = 2.8

i=1

ixf = (2F + (-1.5f + (O¥ + (1F + (2.2¥ + (8.1f = 21.7

i=1

zm:x? = (=2) + (<1.5Y + (OF + (1)* + (2.2) + (3.1} = 30.064

i=1

zm:x;‘ = (-2f + (1.5} + (0f' + (1) + (2.2f + (3.1} = 137.8402

i=1

Zm: f(x) =(-30.5) + (~20.2) + (-3.3) + (8.9) + (16.8) 4@ = 6.9

i=1

ixi f(%) = (=2)(=30.5) + (-1.5)(-20.2) + (0)(=3.3) + (1§B+ (2.2)(16.8) + (3.1)(21.4) = 203.5

100
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Zm:xizf(xi) = (-2f(-30.5) + (-1.5Y-20.2) + (0§(-3.3) + (1%8.9) + (2.2§(16.8) + (3.1j(21.4) =

128.416

b) Resolucao do sistema:

O sistema é:
6 28
28 217

217 30064 137.8402|| a,

217 a, - 69
30064 |{a, |=| 2035
128416

A solucgéo deste sistema é:

o, =-2.018
0, =11.33
o3 =-1.222

Portantof(x) = —2.018 + 11.38— 1.22%°.

c¢) Calculo do quadrado dos residuos:

[ 1 2 3 4 5 6
Xi -2 -1.5 0 1 2.2 3.1
f(x)) -30.5 -20.2 -3.3 8.9 16.8 21.4
d(x) |—29.566| —21.7625| -2.01§ 8.09 16.993521.36158
r(x) —-0.934 1.5625 -1.282 0.8 —0.19350.03842
A soma dos quadrados dos residuos é:
D r?(x) =5.652312337
i=1
Exemplo 2: Considerando a funcéo tabelada abaixo
[ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Xi -1.0 | -0.75| -0.6| -0.5 -0.3 0 0.2 0.4 0.5 07 1
f(x)) 2.05 | 1.153| 0.45 0.4 0.5 0 0.2 0.6 0.512 1,2 2|05

a partir do diagrama de dispersao, deve ser apgt@aduma parabola passando pela origem, oufégja,

= §(xX) = azx¥’ (neste caso temos apenas uma fulgkgo= x°).

Temos entdo o sistema abaixo:

x2 || O
> x| 0
i=1
;Xi“_ KER

2 X (x)

>, f(x)

i=1

2% (%)

i=1

i=1
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ou seja,

m

Y xtas= 3 f(x)

i=1

Zm:xf as = Zm:xi f(x)

i=1

Zm:xi4 O3 = Zm‘,xizf(xi)
i=1 i=1

Tomando a ultima equacao temos:
m=11

m
4

3 xt = (1) + (0.3164) + (0.1296) + (0.0625) + (0.0081Y0) + (0.0016) + (0.0256) + (0.0625) +

i=1

(0.2401) + (1) = 2.8464
Zm:xf f(x) = (2.05) + (0.6486) + (0.162) + (0.1) + (0.145}0% + (0.008) + (0.096) + (0.128) + (0.588)
-:1(2.05) =5.8756

Assim, a nossa equacao é 2.8464 5.8756= a3 = EZZZ?

=2.0642

Portanto,$(x) = 2.064%° é a paradbola que melhor se aproxima, no sentido qi@adrados
minimos, da funcéo tabelada.

Exercicio 1: Ajustar os pontos da tabela abaixo & equa¢&o= o, + a’X + az.

i 1 2 3 4 5 6 7
X; —0.75| -05| -02§ 0| 0235 05 0.75
f(x) 13 | 11| 02 0 05| 0.6 15

Respostap(x) = 0.176190476 - 0.02428571.4 2.2666668.
3 r?(x) = 0.25095238095238

i=1
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8 Integracdo Numérica

8.1 Introducgéao

Do ponto de vista analitico existem diversas iegqae podem ser utilizadas na pratica. Contudo,
embora tenhamos resultados basicos e importantas gsatécnicas de integracdo analitica, como o
Teorema Fundamental do Célculo Integral, nem sempgdemos resolver todos 0os casos. Nao podemos
sequer dizer que para uma funcédo simples a praniimnbém sera simples, pdfg) = 1X, que € uma
funcéo algébrica racional, possui uma primitiva gé@®e o é; a sua primitiva é a funcdao(x) que é
transcendente.

Quando nao conseguirmos calcular a integral pooaoé analiticos, mecanicos ou graficos, entao
podemos recorrer ao método algoritmico. Em algusitaacdes, s6 podemos usar o método numeérico.
Por exemplo, se ndo possuirmos a expressao aaaliif; ndo podemos, em hipétese nenhuma, usar
outro método que ndo o numérico. A integracdo nisadrode trazer 6timos resultados quando outros
meétodos falham.

A solucdo numérica de uma integral simples é coemtenchamada de quadratura.

Sabemos do Calculo Diferencial e Integral qué&>ye2 uma funcéo continua em p], entdo esta
funcdio tem uma primitiva neste intervalo, ou sejaste F(x) tal quef f(x) dx = F(x) + C, comF’(X) =

f(x); demostra-se que, no intervaiy ],
b

[f()dx=F(H- K3

a

tais métodos, embora variados, ndo se aplicamunsligpos dentegrandosf(x), ndo sendo conhecidas
suasprimitivas F(x); para tais casos, e para aqueles em que a obtdacgrimitiva, embora viavel, é

muito trabalhosa, podem-se empregar métodos pacalaulo do valor numeérico aproximado de
b

[ f(x)dx.

a

A aplicacdo de tais métodos é obviamente necassarcaso em que o valor dé&) é conhecido
apenas em alguns pontos, num intervajd], ou através de um grafico.

b n
Lembrando que{ f(x)dx = |imz f(x)Ax (Riemann), onde&i [ [x.1, X] partes ded, b], com
a n==1

n
Xo =@, Xn = b elAx = |x —X.1 |, paran suficientemente grande/s; suficientemente pequeng f(Xi)Ax
i=1

b
representa uma boa aproximacao g[afe(x)dx.
a

b
Convém lembrar, também, que, senffw) ndo negativa emal b], If(x)dx representa,

a

numericamente, a area da figura delimitadaypo©,x = a,x =b ey =f(x), como mostra a figura abaixo:
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y=f(x)

A= _tff(x)dx

Quandd(x) ndo for somente positiva, pode-se considg€rrem modulo, para calculo da area
conforme figura abaixo:

4

y

A=jf(x)+j2|f(x)|dx ou A= |]|f(x)|dx

D C—y T

A idéia basica da integracdo numériéa substituicdo da funcdfx) por um polindbmio que a
aproxime razoavelmente no intervala, b]. Assim o problema fica resolvido pela integragd®

polindbmios, o que é trivial de se fazer. Com eat@ocinio podemos deduzir formulas para aproximar
b

[ f(x)ax.

a

As formulas que deduziremos terdo a expressaga@bai

b

I f(X)dx = Agf(xo) + A f(Xx) + ... tAf(X0),x O [a, b], 1=0,1,..n

a

8.1.1 Formulas de Newton-Cotes

Nas féormulas de Newton-Cotes a idéia de polinémguie aproximed(x) razoavelmente é que este
polindmio interpolef(x) em pontos deg] b] igualmente espacados. Consideremos a particiatelyalo
[a, b] em subintervalos, de comprimerito[x;, Xi+1], 1 =0, 1, ...n-1. Assimx+1 — X =h = (b —a)/n.

As formulas fechadas de Newton-Cot&®o formulas de integracdo do tipp=a, x, = b e
b Xn

j f(x)dx = j f()dx O A f(xo) + A f(x)) + ... +Asf(x) = > Aif(x), sendo os coeficientes;
a X0 i=0
determinados de acordo com o grau do polinémioxamaxior.

Analisaremos a seguir algumas das formulas feshalta Newton-Cotes como regra dos
retangulos, regra dos trapézios e regra de Simpson.
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Existem ainda afrmulas abertas de Newton-Catesnstruidas de maneira analoga as fechadas,
comx, ex, O (a, b).

8.2 Regra dos Retangulos

Seja o intervalo finitod, b] no eixox que € particionado emsubintervalos igualmente espacados
[X, X+1], comXo = a ex, = b eh = x:1 — %. Sejaf uma fungcdo continua ou simplesmente Riemann
integravel, cuja integral ndo € conhecida.

b
Nosso objetivo é calculaf f (x)dx pelo método da area dos retangulos. Tais retésgnddem

ser considerados de diversas maneiras, conformgarassfiguras abaixo:

\

(@) (b) (©)

No primeiro caso, figura (a), a area de cada getanéf(x) - hi; no segundo casofé.1)-h; € no
altimo f((x% + x+1)/2) - hi. Em qualquer caso a soma das areas dos retarsguiosma aproximacao para

_tf f (x)dx.

a

Subdividindo o intervalod, b] em n subintervalos, pela regra dos retangulos, queisdiéado
por R(h) é dada pelas formulas:

R(hy) = E f(x).hi , OU
i=0
R(h,) = nZ_I: f (X)) -hi , ou
R(,) = Z f(’“ +2X'+1jh
conforme for tomado o caso (a) ou (b) ou (c) darAgacima.

, b-a -
Comoh;, é constante, temds=——. Entdo :
n

R(W) = Y. 1(x)
ou
R = hY. £ (%)

ou
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R(hy) = hi f(xi +2xi+1j

Em geral, quando utilizarmos a regra dos retarsgodonos efetuar os célculos através do caso (c),

n-1
ou sejaR(hy) = hY f(X), sendoxi = = +2Xi+1 |

i=0

8.2.1 Exemplos

X

2 dx. Consideren = 10 e 4 casas decimais com arredondamento.
+x

1
Exemplo 1: Calcularj
0

a) Numero de intervalos:
n=10

b) Tamanho do intervalo

h=b;na =(1-0)/10=0.1

c) iteracodes:

i X f(%i )

0 (0+0.1) = 0.05 0.0499
1 (0.1 +0.2) = 0.1¢ 0.1467
2 (0.2 + 0.3) = 0.2¢ 0.2353
3 (0.3 + 0.4) = 0.34 0.3118
4 (0.4 + 0.5) = 0.4E 0.3742
5 (0.5 + 0.6) = 0.54 0.4223
6 (0.6 + 0.7) = 0.64 0.4569
7 (0.7 + 0.8) = 0.7¢ 0.4800
8 (0.8 + 0.9) = 0.84 0.4935
9 (0.9+1)=0.95 0.4993
5 - 3.4699

RO.1)=hY" (%) = (0.1).(3.4699) = 0.34699

d) método analitico:
1

J;1+XX2 dx = %ln(1+ X2):|:; = %(m(Z) — |n(1)) = (34657

Exemplo 2: Quando néao for possivel conhefler) pode-se usdi xi) = (f(x.1) + f(x))/2, para o calculo
anterior, ter-se-ia:

a) Numero de intervalos:
n=10

b) Tamanho do intervalo:

h=b;na =(1-0)/10=0.1

C) iteracoes:
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i f(x)) f(%i )
-1 0 -

0 0.0990 0.0495
1 0.1923 0.1457
2 0.2752 0.2338
3 0.3448 0.3100
4 0.4000 0.3724
5 0.4412 0.4206
6 0.4698 0.4555
7 0.4878 0.4788
8 0.4972 0.4925
9 0.5000 0.4986
5 - 3.4574

R(0.1) =hY_ (%) = (0.1).(3.4574) = 0.34574

1
Exercicio 1: Calcularfx3dx, paran = 8.
-1

R(0.25) =h " f (%) = (0.25).(0.0000) = 0.0000
1
L 4
método analitico: Ix3dx =X | = _1 =0.
4 4

NG

8.3 Regra dos Trapézios

Seja o intervalo finitod, b] no eixox que €é particionado emsubintervalos igualmente espacados
[X, Xi+1], comxo = a e X, = b e h = X%+ — %. Sejaf uma funcdo continua ou simplesmente Riemann
integravel, cuja integral ndo é conhecida.

Numericamente: A regra dos trapézios é obtida aproximandd+ser um polindmio interpolador do 1

grau (ao invés de zero, como na regra dos retasigide usarmos a formula de Lagrange para expressar
0 polinbmiop;(X) que interpold(x) emx, €x; temos:

J'f(x)dx~ jpl dx = j{ Xl)f( x) + X" %) hXO)f( )}dx It

a=Xo
Assim, | = g[f (%) + f(xl)], gue é a area do trapézio de alturax; — xg € base§(xg) ef(xy).

Geometricamente:Podemos ver, conforme mostra a figura abaixo:

104 1%P()
X uUX

f)

Xi Xi+1
Interpretagdo geométrica da regra dos trapézios
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A area de cada trapézio féx{) + f(x+1))/2 - hi. A soma destas areas sera uma aproximacgao para
b

[ f(x)ax.

8.3.1 Regra do Trapézio Repetida

Dividindo o intervalo & b] em n subintervalos, pela regra dos trapézios, o resultque sera
indicado porT(h), &€ dada pela formula:

ORI ARSI

, b-a -
Comoh;, é constante, temds=——. Entdo :
n

T(h)= hi( f(x) +2f (%.11)

)

ou

T(h,) = D[ 00) 2 () 21 () +..+ 21 (%) + ()

8.3.2 Exemplos
3,61
Exemplo 1: Calcular J'—dx pela regra dos trapézios e, depois, analiticam@ussideran = 6 e 4 casas
X
30
decimais com arredondamento.

a) Numero de intervalos:
n==6

b) Tamanho do intervalo:

h:b;nal = (3.6-3.0)/6=0.1

c) iteracodes:

i Xi f(xi) Ci G. f(xi)

0 3.0 0.3333 1 0.3333
1 3.1 0.3226 2 0.6452
2 3.2 0.3125 2 0.6250
3 3.3 0.3030 2 0.6060
4 3.4 0.2941 2 0.5882
5 3.5 0.2857 2 0.5714
6 3.6 0.2778 1 0.2778
2 - - - 3.6469

() =011 () 26 () + 27 () +..+ 21 () + 1 )]

T(0.1) :07'1 (3.6469) = 0,182345
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d) método analitico:
3,61

j—dx: In(x)] . In(3.6) - In(3.0) = 0.18232156

3,0X

1
Exercicio 1: Calcularf (2x+3)dx pela regra dos trapézios e, depois, analiticam€@uesideren =1 e 4
0

casas decimais com arredondamento.
1
T(1) = N 8)=4

1 1
meétodo analitico: _[(2x+3)dx: x? +3x] =1+3-(0+0)=4
0 0

Como a regra dos trapézios aproxima por uma retdumcéo integrandaféx) = 2x + 3 (uma
reta), o valor da integral obtido é exato.

2

Exercicio 2: Calcular len(x)dx pela regra dos trapézios, considerando diverstmegparan e,
1

depois, analiticamente.

T(1) = % (1.3863) = 0.6932

T(0.5) =% (2.6027) = 0.6507

T(0.25) :%’ (5.1191) = 0,6399

T(0.125) =%_’ (10.1951) = 0,6372

XN e 2600 =
2

Al y ]f: = 0.63629436

2
método analitico: len(x) dx=
1

8.4 Regra de Simpson

A regra de Simpson € obtida aproximandd4ser um polinémio interpolador d€ grau, ou seja,
uma parabola.

Numericamente: Novamente podemos usar a formula de Lagrange psebetecer a férmula de
integracdo resultante da aproximacaof(eg por um polinémio de grau 2. Sgp(x) o polinbmio que
interpolaf(x) nos pontosg =a, X; =X thexx=x + 2h=h:

(X=Xx)(X— %) £ (x0) + (X = Xo)(X— %) F(x) + (X = Xo)(X— x) F(x2)

P = Chy2n (h)(-h (2h)(h)

Assim,
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[fdx=[ f(Qdx= | p( ¥ dx
fz(;:? :_[:(x— x1)(X— %) dx- f(>2<1) :[:(x— X0)( X— X) dx+ fz(;:zz) :I:(x— X0)( X— X) dx

Resolvendo as integrais obtemos a regra de Simpson:

xff(x)olng[f(xO)+4f(x1)+ f(x)] = Is

Xo

Geometricamente:Podemos ver, conforme mostra a figura abaixo:
P,(X)

Interpretacdo geométrica da regra de Simpson simple

8.4.1 Regra de Simpson Repetida

Aplicando a regra de Simpson repetidas vezesteovalo f, b] = [Xo, X,]. Vamos supor qugy,
X1, ..., Xn SA0 pontos igualmente espacados, xi+1 — X, en é par (isto € condicdo necessaria pois cada
parabola utilizara trés pontos consecutivos). A<em@mos:

f f (x)dx O S(hn) =2[f (%) + 4T (%) +2f (X,) + 4 (%) +2F (x,) +...+ 4F (x ) + T ()]

a

8.4.2 Exemplos
1

Exemplo 1: Calcular uma aproximacao paf@de usando a regra de Simpson com 10.
0

a) Numero de intervalos:
n=10

b) Tamanho do intervalo:

h:b;na =(1-0)/10=0.1

C) iteracoes:

i Xi f(xi) G G, f(x)
0 0.0 1 1 1
1 0.1 1.1052 4 4.420¢
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2 0.2 1.2214 2 2.4428
3 0.3 1.3499 4 5.399¢
4 0.4 1.4918 2 2.983¢
5 0.5 1.6487 4 6.5944
6 0.6 1.8221 2 3.6444
7 0.7 2.0138 4 8.055%
8 0.8 2.2255 2 4.451(
9 0.9 2.4596 4 9.8384
10 1.0 2.7183 1 2.7183
2 - - - 51.5487

S( ho) =O—3’1[e°'°+4e°’1+ 282+ 4d%.+2 8% 4 8% 4P =1,71829

d) método analitico:

1
Iexdx = ex](l)= é- 8=2,7182818 E 17182818
0

1
- ~ 1 .
Exercicio 1: Calcular o valor det, dado pela expressaoffﬁ dx, consideranda = 10.
X
0

S(ho)=0—3'1[ () +4()+21(9+4{ R+ +2{ H+4{ %N+ (%] =3,14157

1 1
meétodo analitico: flrlzdx: 4( arctg(x)] ) = 4.(@rctg(1) — arctg(0)) = 3.14159265
0 X 0

2
Exercicio 2: Calcularf xIn(x) dx pela regra de Simpson, considerando diversosesjmran e, depois,
1

analiticamente.
05
S0.5) =? (3.8191) = 0,6365

50.25) :%’ (7.6355) = 0.63629167

50.25) :%25 (15.2711) = 0,63629583

x2In(x) _ﬁ]z =M]2 — = 0.63629436
2 ! |

2
meétodo analitico: len(x) dx=
1 41 4

1
Exercicio 3: Calcular uma aproximacao pa;fa(2+1 dx usando Simpson com= 2.
0

S(05) =%[1+ 4(125) +2] = — =1.33333...

wlh
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- N 0° 4
método analitlcoi[ X +1 dx==+x] =(Z+1)-(Z+0)=— =1.33333..
) 3 b7 3 773

Como a regra de Simpson se aproxima por uma parébsendd(x) = x> + 1 uma parabola, o
valor da integral obtido é exato independente doerd de subintervalos utilizado no célculo.

9 Solucdo Numérica de Equaces Diferenciais Ordinar  ias

9.1 Introducéo

A equacédo diferencial € definida como uma equag@® envolve uma funcdo e algumas de suas
derivadas, da forma:

YW 09 = 16y (0, Y (seernny TP (X)]

Na engenharia a utilizacdo de equacdes diferentgails como objetivo descrever o comportamento
dindmico de sistemas fisicos. Uma equacédo difeabipcide descrever o comportamento dindmico do
circuito mostrado na figura:

DR
V(t)=sin(3,5t) () i(t) 1.1

Ao fechar-se a chave S, pode-se analisar o commpent® dindmico do circuito a partir da Lei de

Kirchoff para tensoes:
V() = R(t)+Ld|(t)+ = [itoat

Derivando a equagao
dv(t) _ Rdi(t) d? |(t)

+— i(t)
dt dt
Substituindo a expressao da tensao e rearranjaedqoagao, tem-se:
d |(t) d|(t)
i(t) = cos ot
o " () 35t)

9.2 Tipos de Equacdes Diferenciais

9.2.1 Equacg0es Diferenciais Ordinérias

S&o equacdes diferenciais que possuem apenas uigelandependente.
Exemplos:
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y |:‘>
dx y € funcao de; x € a Unica variavel independente.

%’=x2+y2 —>

y ex sao funcdo dg t é a Unica variavel independente.

d?y

d
F+(1—y2)d—i/+y:0 —>

y € funcdo de; t € a Unica varidvel independente.

9.2.2 Equacdes Diferenciais Parciais

Quando a equacéao diferencial envolve mais de umd@vehindependente.

Exemplo:

0°u  9°
_;‘+_‘; -0 — >
ox* oy ué funcédo dexey; x ey sdo variaveis independentes.

9.3 Solugéo de Equacdes Diferenciais

Determinadas equacdes diferenciais podem ser eohaas de forma simbdlica, cuja solucdo é uma
expressao literal. Isto nem sempre é possiveleNesto, a solucdo é a utilizagdo de integraca@nican
COMo sera visto na sequéncia.

Exemplo :

= In(y)+¢, =x+c,
y(x) =e**¢ = ae*

Observe que a solucdo da equacéao diferencial aesutha familia de curvas que dependem da constante
a, como pode ser visto na figura abaixo. Uma solyggiticular pode ser obtida a partir das condigbes
iniciais do problema. A especificacdo de uma cdaalipicial define uma solucdo entre a familia de
curvas.
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45

X
w0l Y™
35+ |

30+

25+

Supont _ h ' ' anto:

y(x)=ae* > ae’ =1=a=1

- X
A solugao YX) =18 ¢ 5 solucao para a condigdo inicial dada.

Quando as condig¢des iniciais estdo associadastmiom valor da varidvel independente, define-seaom
um problema de valor inicial — (PVI). Quando asdig@es iniciais estdo associadas mais de um valor d

variavel independente, define-se como um problemavalor de contorno — (PVC). Normalmente,
problemas tendo como variavel independente o tesgmproblemas de valor inicial.

9.4 Ordem de uma Equacédo Diferencial Ordinaria

A ordem da equacédo é determinada pela derivadaailer mrdem. Seja 0 exemplo de uma equacgao
diferencial ordinéria de ordem n:

YW ()= £,y (0, Y (sereesy TV (X

9.5 Reducao de Equacdes Diferenciais Ordinarias

Uma equacédo ordinaria de ordem superior pode derzido a um sistema de equacdes diferenciais de
primeira ordem. A reducdao é feita a partir da defio de variaveis auxiliares.
Seja a equacéo diferencial de ord@room tambénm condi¢des iniciais:

y™ () = 1% ¥, Y (X, Y (X, y (K]
Y(X0) =¢
Y (%) =¢C,

y(m_l) (XO) = Cm

Esta equacdo pode ser transformada em um sisterequagdes diferenciais com equacdes, como
descreve-se abaixo:
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2 (X) = y(X)

(%) =Y (X) =2,(x)
() =y (0 =2(¥
() =y (X)=24(¥)

Zn1 (0 =Y (%) = 2,(%)

Zn(¥) = Y™ () = £, Y00, Y (0, Y (0)yeeeeny ™D (X)]

Tem-se portanto um sistema comequacoes diferenciais de primeira ordem:

() =y () =200 = (X2, 25,..Z)
2,() =y () =25(%) = F2(% 21, 25,41Z)

230 =y (%) =2,(%) = f3(X 21,2500 Zpn)

Z;n—l(x) =y™(x) = 2, (X)) =f4(%2,2;,...,2y)

2 () =y ™ () = FX Y (0, Y (oY "V = £ (%24, 2500002)

Com as condi¢des iniciais dadas por:
Z,(Xg) = Y(X) =C;

Z,(Xg) = y'(xo) =Cy
23(%) = y (X0) =¢C3

24(Xg) = ym(Xo) =Cy

Zm (%) = Y™ (%) = ¢

Este artificio deve sempre ser utilizado quandosdmicdo de equacdes diferenciais por métodos

numeéricos, pois sé pode-se integrar numericameantagdes de primeira ordem. Observe que o sistema
de equacdes modela o comportamento dinamico ddepnab

Exemplo 8.2: Reduzir as Equacdes Diferenciais Ordinarias (EP@’'sistemas de EDQO’s de primeira
ordem.

a) Y (0=3y(0-2y0 y0=-1,y(©=0

z,(X) = ¥(X)
Z(x) =y (x)=2,(X)

Z,(X) =y (X) =3y (x) -2y =3z, -2z
Resultando no sistema:
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{ () =2,(x) = f,(%2,2,)
2,(x) =32, -22, = f,(% 21, 2,)
z(0)=-1 z,(0)=0

b) y +(x+Dy +cosi)y - (x* -Dy=x?+ y?sin(x+y)
y0)=11 y (©=22 y (0)=33

Reescrevendo a equagéao, tem-se:
y ==(x+Dy -cosk)y +(x* —Dy+x* +y’sin(x+y)

=Y
=Y =4
L =Y =143

Z,(X) =y (X) = ~(x+1)z; —cos(Wz, +(x* —1)z, + x> + z,°sin(x+ z,)

Resultando no sistema:

2=y =2,=11(%2,2,,2)

2,5y =23=1,(%2,2,,2)

23(x) =y (X) = =(x+1) 25 ~cos()Z, + (x* =1z, + X* +2,°sin(x+ ;) = T5(% 2, 2,,235)
z70)=11 z,(0)0=22 z;(0)=33

9.6 Solugdo Numérica de Equacgbes Diferenciais Ordin  arias — Problema de Valor
Inicial

Considere a equacéo diferencial ordinéria:
Y =f(%Y) com condicao iniciab¥0) = Yo

A solucdo da equacéo diferencial acima é uma fudg&go y(X) , conforme ilustrada abaixo:

y (X)

y(xn)

y(x3)
y(x2)
yoxoy VoD

x0 x1 x2 x3 XN
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Com a solucdo numérica de uma equacao diferermiém-se uma aproximacdo para os valores
Y(%), Y04 ), Y(Xz), Y(Xa)swovss¥(Xn) | o1 sefa
X Xq X5 Xg [ X,

y A Y, Yz o [ Y

12,...,n

Considera-se que a notagéx(xi)’J: indica a solugcdo exata da EDO nos pontos

X, Xp, Xgyeer Xy o Yjr ) =120

hn e indica a solugdo aproximada obtida por método miamé

Na solugédo numeérica ndo se determina a expresséal tia fungéoy(x), mas aproximacdes para pontos

da funcao Y(X) . com os valores aproximados obtidos, pode-se mplataurva. Em aplicacbes da
engenharia, normalmente estuda-se o comportamenfomido de determinadas variaveis, portanto
necessita-se a evolugcao das variaveis em func&ardesel independente. Com a curva plotada, pode-se
estudar esta evolugao.

9.6.1 Método de Euler

Seja a solucédo de uma equacao diferencial do tipo:

dy
—==1f(x,y) _
dx com valor inicial Y(*0) = Yo

A solucéo desta equacdao resulta numa fur?(fé@), como mostrado no grafico:

A

y(X) y( X)

y(%:)

Yo | =
Y1

Reta Tangente no ponto

v

Xo X X
A partir da equacéo h=X =X sde-se obseruaragderivada da fungéﬂx) em um ponto qualquer

€ dada porf(x,y). Conhecendo-se a derivada da funé’éﬁ) no pontoxo, ou seja [f(XO’ yO)] , pode-se
estimar o valor da fungééf(x) no ponto* por meio de relacdes trigonométricas:
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a

/'f/‘
h:XI_XO Ay:yl_yo
tg(a):f(xo’yo)zil:i/o = f(Xo’yo):LhyO = Y1 =Yo +hf(Xo, Yo)
1~ X

Esta relacdo pode ser generalizada para um paeyutalquer, resultando na forma de recorréncia
para solucdo de equacdes diferenciais pelo Métedeuter:

Yi =V¥ia +hf (X, Yia)

Exemplo: Achar aproximacdes para a solu¢do o problema ae watial, na malha [0,1] 8=0,1, dado
por:

yl = X_y+2 paray(o) =2

A solucéo desta equagdao resulta em uma fuﬂééb, como mostrada na figura abaixo.

1.5+ =

Resolvendo esta equacao através do Método de Heleigs determinar aproximacdes para pontos de
y(x)
Xp=0 yp=2
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Y, =y + f(x,y;)h=2+ 01{01-2+2) = 201

X, =% +h=01+01=02 vy, =201

Y =Y, + (X5, Y,)h= 201+ 01{02- 201+ 2) = 2029

X3 =X, +h=02+01=03 Yy, = 2029

Ya = Y3+ f(X3, y3)h= 2029+ 01{03- 2029+ 2) = 2,0561

X, =Xs +h=03+01=04 vy, =20561
Vs = Y, + T(Xg, Y4)N = 20561+ 0104~ 2,0561+ 2) = 2,09049

Na figura abaixo esta plotada a solucdo numériaaselucdo exata, observe que para efeitos praticos
podemos observar o comportamento dindmico da \wyi@ywe é o qué normalmente interessa em
aplicacdes da engenharia.

Na

2.5

1.5

T T
—— solugao numérica
—— solugéao exata

tabela abaixo, mostra-se os valores calculealmparados aos valores exatos:

0.2

0.4 0.6

0.8

J X; Yi Y(Xj) Yi _Y(Xj)

0 0 2,0000000 2,0000000 0,000000

1 0,1 2,0000000 2,0048370 -0,004837
2 0,2 2,0100000 2,0187310 -0,008731
3 0,3 2,0290000 2,0408180 -0,011818
4 0,4 2,0561000 2,0703200 -0,014220
5 0,5 2,0904900 2,1065310 -0,016041
6 0,6 2,1314410 2,1488120 -0,-17371
7 0,7 2,1782969 2,1965850 -0,0182889
8 0,8 2,2304672 2,2493290 -0,018862
9 0,9 2,2874205 2,3065700 -0,019149
1 1,0 2,3486784 2,3678790 -0,019201
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9.7 Andlise do Erro para o Método de Euler na Solu ¢&o Numérica do Problema de Valor
Inicial

Os erros cometidos sdo de duas naturezas:

a) Erros de truncamentos causados pelo tipo de téemgaegada para a atualizacdo do
valor dey;

b) Erros de arredondamentos causados pela aritmétigaretisdo finita utilizadas pelos
computadores digitais e pelo modo de se programar.

Os erros de truncamento podem ser separados empaltes.

a) Erro de truncamento local: erro cometido num pagenérico X1 determinado pela
diferenca do valor aproximadoyk+1 e o valor no pontd(k+l da solucdo da equacéo

diferencial que passa eMk1;
b) Erro de truncamento acumulado: erros cometidosspataoximacdes produzidas nos

passos anteriores. E determinado pela diferenga envalor aproximado Yirr com o

valor exato Y(Xis1) : — | Erro
Acum Ys
R _Erro E Solucdo da
Erro 7 1 EDO em
Acumulado =
d Solucéo da
Y | —— | EDO em
¥(%o)
Solucédo
e (x.) y(x) doPVI
(%) s Sol. da
yix EDO em
X
Xo X X2 X3

O erro deruncamento local € determinado pela expressao:

_h .
ET _Ey (E) Xj—1<£<xj

O valor de‘z € desconhecido, entretanto, pode-se definir uronawate para o erro de truncamento local.

se Y(X) possui derivada continua num intervalo fech%’o Xn+1], gue contém 0s pontos sobre os quais
esta sendo feita a discretizagéo, entdo existe:

Mia =maxy 00 X000y, Xpur]
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Assim;

VP @M, DE0D, Xl

M, h?
|ET (Xk+1)| < é!

Observe que o erro de truncamento local € propuatiao passo de integracdo ao quadrado. O erro
acumulado também pode ser limitado por um majorante

Suponha que/® represente solugo Gnica do problema de valdalnic
y =f(xy) asxsb y@a=a

e Y1 Yoo Yn sejam as aproximacdes geradas pelo Método de. Ba#Kk,y) for continua para todo
no intervalo &5 e todoy no intervalo{™® ®) e ainda existem as constarttesC, tais que:
of (x, Y(X))

0X

=L ‘y"(x)‘ <C
e

entéo para cada™ 12+ ;
hC _
|y(%) = vi| < Z[em ? _1]

Pode-se observar que para a determinacdo dosderipgncamento local e acumulado, necessita-se do
valor maximo da segunda derivada y{@), o que restringe sua utilizagdo na pratica. Também é
importante observar-se que o erro tende a zeradguetende a zero.

Tarefa: Seja o problema do Exemplo

y =X- y+2 paray(o) =2

A solucéo desta equacéo diferencial é dada por:
y(X) =e * +x+1

Determine o limite do erro acumulado nos pontosndg¢ha [0,1], comh: 01, guando da solugao da
equacdo diferencial pelo Método de Euler, e compamne o erro real calculado no Exemplo 8.3.

9.8 Método de Euler Modificado

Para melhorar a qualidade da estimativa, a tangerder considerada ndo é a do ponto inicial do
intervalo, mas no ponto médio.
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y(X) y( X)

| A Y,

/
|
— 4 \LA Reta Tangente no ponto

Reta Tangente no pontq ~ +1/2 |

X; Xi+1/2 Xi+1 X

v

Xit12 =X "'E

Utilizando o Método de Euler, calcula-se o val¥ri’2, no meio do intervalo, a partir da tangente
f(xi,vi)

h
Yier2 =Y + T (X, yi)E

Com os valoresi+/2 g Yi+12  determina-se a reta tangente no meio do intrvalo:
Yisz = F(Xis12: Yisw2)

Esse valor € assumido representar uma inclinac@oardé intervalo inteiro. Assim, determina-se coval
deyno pontoxi+1:

Yier =Yi + F(Xiags20 Viea2) =y, + Yi'+1/2 th

Observe que a diferenca em relacdo ao Método d& Bafmal é a utilizac&do da inclinagdo no meio do
intervalo.

Exemplo: Repita o exemplo anterior, utilizando o Método déeEModificado.
y =X= y+2 paray(o) =2
malha [0,1],h=0,1. Os resultados parciais sdo apresentados a slegagordo com a sequéncia:

h
Yiarz =Y+ F (X, yj)E

Yiaa =Y+ T (X2, Vi) =y, +y'j+1/2 (h
Xjqq =X; +h

res=y; = y(x;)



J=1 xmedio = 0.05000000000000 ymedio = 2

y; = 2.00500000000000; % 0.10000000000000 erro = 1.629999999996902e-0

] =2 xmedio = 0.15000000000000 ymedio = 2.0090800000
y; = 2.01902500000000; % 0.20000000000000 erro = 2.940000000002385e-004

j =3 xmedio = 0.25000000000000 ymedio = 2.028G0®0000
y; = 2.04121762500000; % 0.30000000000000 erro = 3.996250000004586e-004

] =4 xmedio = 0.35000000000000 ymedio = 2.0544355000
y; = 2.07080195062500; % 0.40000000000000 erro = 4.819506250002270e-004

] =5 xmedio = 0.45000000000000 ymedio = 2.08BBH309375
y; =2.10707576531563; x 0.50000000000000 erro = 5.447653156251953e-004

] =6 xmedio = 0.55000000000000 ymedio = 2.1287204984
y; = 2.14940356761064; x 0.60000000000000 erro =5.915676106407197e-004

] =7 xmedio = 0.65000000000000 ymedio = 2.17B8323011
y; = 2.19721022868763; x 0.70000000000000 erro = 6.252286876300417e-004

] =8 xmedio = 0.75000000000000 ymedio = 2.2223425325
y; = 2.24997525696230; x 0.80000000000000 erro = 6.462569623049141e-004

] =9 xmedio = 0.85000000000000 ymedio = 2.2749441419
y; = 2.30722760755089; x 0.90000000000000 erro = 6.576075508859525e-004

j =10 xmedio = 0.95000000000000 ymedio = 2.38@2517334
y; = 2.36854098483355; x 1.00000000000000 erro = 6.619848335516210e-004

Na tabela abaixo, mostra-se os valores calculealmparados aos valores exatos:

Exato Euler Erro Euler Mod. Erro
J X; y(X;) Yi yi = Y(%;) Yi Y = Y(%;)
0 0 2,0000000 | 2,0000000| 0,000000 2,000000d 0,0@0d
1 0,1 2,0048370 | 2,0000000{ -0,004837 2,0050000 0](3141)]
2 0,2 2,0187310 | 2,0100000{ -0,008731 2,0190250 QPO
3 0,3 2,0408180 | 2,0290000{ -0,011818 2,0412176 CIH®D
4 0,4 2,0703200 | 2,0561000{ -0,014220 2,0708019 agmmn
5 0,5 2,1065310 | 2,0904900{ -0,016041 2,1070757 84800
6 0,6 2,1488120 | 2,1314410{ -0,-17371 2,1494034 $Y0)(0.)
7 0,7 2,1965850 | 2,1782969| -0,018288 2,1972102 $¥319!]

0
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8 0,8 2,2493290 | 2,2304672| -0,018862 2,2499752 641®)
9 0,9 2,3065700 | 2,2874205| -0,019149 2,3072276 SEY¢0Y)
10 1,0 2,3678790 | 2,3486784| -0,019201 2,3685409  O6fI®

9.8.1 Método Heum

No Método de Euler Modificado a inclinacdo do intdo é determinada no ponto médio do intervalo. No
Método de Heum, a inclinacédo do intervalo é deteaadi pela média aritmética das inclinagdes noanici
e no fim do intervalo.

Para o calculo da inclinacdo no fim do intervaéiz-$e uma estimativa do valor da soluggblo pelo

Método de Euler com o valor da inlinacao do in'rdxinintervalc[ Fx. vl :

Yi0+1=Yi +f(x,y) 0

Observe que o superescrito 0 eint é para indicar que € apenas uma estimativa, qaeuskzada para

a determinacao da inclinagéo no poﬁtt}, ou seja:

yin=f (X415 Yi0+1)

Tangente no Inicio d
Intervalo

fO,Yi)

4
4

0
yi +1

Intervalo
f (Xisq, Vi)

Tangente no Fim do¢

Tangente
Intervalo

Média dd

[ F (Xt Yi0+1)+ f(x,y)l/2

X

Xi+1

v

y(X)

Com o valor da inclinagéo no final do intervalodpese determinar o valor da inclinacdo média do
intervalo, por meio da média aritmética:

Inclinacdo Médi

N LCHARRICTHYN)
2
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O valor da funcao no fim do intervalo € dado por:

LETAERICTN:H) N

yil+1 =Y + 2

Observe que o calculo do valor da funcdo no fimndervalo pode ser repetido até que se alcance uma
determinada convergéncia, ou seja:

y2 =y + (X, yi)+2f(xi+1’ yi1+1) T
yi3+1 =y + (%, Yi)"'zf (X1 yfil) m

£ 06,30+ £ 04 WD)

yik+1 =Y + 2

A cada nova correcéo, pode-se fazer um teste do tip

K k-1
‘yi+1 “Yin|S€

Caso esteja dentro de uma tolerancia inicial, @dparar a correcao.

O Método de Heun se enquadra nos chamados métoelasgp x corretor. Faz-se uma estimativa com o

previsor e se melhora a estimativa através dotoor® corretor pode ser repetido até uma conveigén
determinada.

Previsor:

Yi0+1=Yi +f(x,y)

Corretor:

LETAERICTN:H) N
2

Vig =Y +

Exemplo: Repita o exemplo 8.3, utilizando o Método de Haam uma iteracédo de correcao.
Y =X=Y+2 nara¥0) =2
malha [0,1],h=0,1. Os resultados parciais sdo apresentados a skgaaordo com a sequéncia:

Yi0+1=Yi +f(x,y)

Xisp =X +h

lf (%, ¥i) + F (X, Yi0+1)] h
2

Yia =Y +
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j=1 y0=2 x=0.10000000000000
y1l = 2.00500000000000 erro = 1.629999999996912e-004

j=2 y0 =2.01450000000000 x = 0.20000000000000
y1l =2.01902500000000 erro = 2.940000000002388e-00

j=3 y0=2.03712250000000 x = 0.30000000000000
yl =2.04121762500000 erro = 3.99625000000458@e-00

j=4 y0=2.06709586250000 x = 0.40000000000000
y1l =2.07080195062500 erro = 4.81950625000227@e-00

j=5 y0=2.10372175556250 x = 0.50000000000000
y1l =2.10707576531563 erro = 5.447653156251953e-00

j=6 y0=2.14636818878406 x = 0.60000000000000
yl =2.14940356761064 erro = 5.915676106407194e-00

j=7 y0=2.19446321084958 x = 0.70000000000000
yl =2.19721022868763 erro = 6.252286876300414e-00

j=8 y0=2.24748920581887 x = 0.80000000000000
yl =2.24997525696230 erro = 6.46256962304914%e-00

j=9 y0=2.30497773126607 x =0.90000000000000
yl =2.30722760755089 erro = 6.576075508859528e-0

] =10 y0 =2.36650484679580 x = 1.00000000000000
yl = 2.36854098483355 erro = 6.61984833551621de-00

Exato Euler Erro Heun Erro
J X; y(X;) Yi yi = Y(X;) Yi Y = Y(X;)
0 0 2,0000000 2,0000000 0,000000 2,000000d0 0,0@0qQ0
1 0,1 2,0048370 2,0000000 -0,004837 2,005000( QD
2 0,2 2,0187310 2,0100000 -0,008731 2,019025( QBO
3 0,3 2,0408180 2,0290000 -0,011818 2,0412176 CRIL1Y)




4 0,4 2,0703200 | 2,0561000f -0,014220 2,0708019 agIn
5 0,5 2,1065310 | 2,0904900, -0,016041 2,1070757 8400
6 0,6 2,1488120 | 2,1314410| -0,-17371 2,1494033 $3100)
7 0,7 2,1965850 | 2,1782969| -0,018288 2,1972102 68D
8 0,8 2,2493290 | 2,2304672| -0,018862 2,2499752 648D
9 0,9 2,3065700 | 2,2874205| -0,019149 2,3072276 $KY¢0)
10 1,0 2,3678790 | 2,3486784| -0,019201 2,3685409  O6fI®

Exemplo 8.6: Repita o exemplo 8.3, utilizando o Método de Hexam trés iteracdo de correcao.

yl =X- y+2 paray(o) =2
malha [0,1],h=0,1. Os resultados sédo apresentados na tabela a:seguir

Exato Heun Erro Heun Erro
(1 Corr.) (3 Corr.)

J X; y(X;) Yi yi = Y(X;) Yi yi = Y(X;)
0 0 2,0000000 2,0000000{ 0,0000000 2,000000(¢ 0,@mDOC
1 0,1 2,0048370 2,0050000{ 0,0001629 2,004762% 00,016
2 0,2 2,0187310 2,0190250; 0,0002940 2,0185951 00388
3 0,3 2,0408180 2,0412176| 0,0003996 2,0406342 CQ &Ry
4 0,4 2,0703200 2,0708019| 0,0004819 2,0700980 cazrm
5 0,5 2,1065310 2,1070757| 0,0005476 2,1062796 CaxIB
6 0,6 2,1488120 2,1494033| 0,0005915 2,1485390 0am»
7 0,7 2,1965850 2,1972102| 0,0006252 2,1962975% eleky e
8 0,8 2,2493290 2,2499752| 0,0006462 2,2490314 E1210) ¢35
9 0,9 2,3065700 2,3072276| 0,0006576 2,3062667 OG(IRY
10 1,0 2,3678790 2,3685409| 0,0006619 2,3675749  006@O0

9.8.2 Método Runge-Kutta

O Método de Runge-Kutta é determinado a partir é@eSle Taylor e sua expressado de recorréncia é

dada por:

Yia =Y X, Y, h) h

onde @, Y. h) € chamada de funcéo incremento e pode ser intadareoma uma inclinacdo média
sobre o intervalo.
Genericamente:

@AX;, Yi,h) = ak, +a,k, +

k= f(%,¥)

K, = (X + psh, y; +011kN)
ks = f (X + pah,y; +0,.kh+0,.k,h)

Ko = (G + Prah Vi +Qpogpkih+ 0 popokoh +o + 0 (n-1y(n-1 Kn-1h)

127
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9.8.3 Derivacao do Método de Runge-Kutta de Segunda  Ordem

Yia = Yi t (alkl + a2k2) (h 1)
K, = F(%. ) (2)
ko = f(x +p;h, y; + 03k h) 3)

Deve-se determinar os valores das constafited , % e Y1,

Expande-sey”1 em Série de Taylor:

h2

Yi+1=Yi"'f(Xi,Yi)[m"'fl(Xi,Yi)E @

Determina—sef (%, ¥i) pela Regra da Cadeia:
ﬂ+af dy

fl(Xi,Yi): ~
ox ady dx ) (5

Substituindo na expresséo (4):
of  of dy)h?
Yiae =Y 106, y) th+ LR Al
ox oy dx) 2! ©6)
A estratégia do Método de runge-Kutta é atravémadeipulacdes algébricas, tornar as expressoes (1) e
(6) equivalentes. Expande-se a expressao (3) e @Emaylor:

of of
f(x +ph,y; +apkh) = f(x,y)+ plh&+q11k1ha—y+0(h2)

(")
Substituindo (7) em (1):

of of
Yia =Y +ahf (%, y;) +ashf (X, ) +a,ph® —+a,a,,h* £ (X, ;) — +O(h®)
0x oy @)
Reagrupando os termos:
of of
Vi =Y A f (6, v) +a, f(, y)Ih+[a, p —— +a,0, F (X, ) ——1h? +O(h®)
0x oy 9)
Comparando os termos das equacdes (6) e (9):
a, +a, =1

AP = %
Aoty = %

Observe que tem-se trés equacbes e quatro incggmpitetanto tem-se infinitas solucbes. Portanto
existem infinitos formulac6es para o Método de RukKgtta de Segunda Ordem.

E importante realcar que o Método de Heun com uer@agio de correcdo e o Método de Euler
Modificado podem ser classificados como MétodoRdege-Kutta de Segunda Ordem.

9.8.4 Método de Heun
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Assumindo :

P =0 =1
1 1
Yiaa =i +(§k1+§k2)[lh
ky = f(X,Y;)
k, = f(x +h,y; +kh)

S inclinagé@o no inicio do intervalo
Kz inclinacao no fim do intervalo

9.8.5 M¢étodo de Euler Modificado

Assumindo :

a, =0
a, =1

p1:Q11:%

Yia =Y t Kk, [h
k= f(x,Y;)

h h
ky = f(X +§’Yi +§k1)

O Método de Runge-Kutta mais conhecido € o MétoeldRdlston. Este método propicia um limite
minimo para o erro de truncamento dos algoritmd3ulgge-Kutta de Segunda Ordem.

9.8.6 Método de Ralston

Assumindo :

a =%
a, = %,

p1=CI11=%

1 2
Yiaa =i +(§k1+§k2)|]‘
ky=f(X, i)

3 3
f(x +Z h,y +Z hk,)

Ky
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o3 2 _ _ _ . N
Exemplo: Integre a fungaol (X ¥) = —2X" +12x" —20x+85 4o x=0 a6 X=4, passo de integracdo

h=05 com as trés versfes do Método de Runge-Kutta danfla Ordem. Condi¢des Iniciais: Para
x=0 y=1

Método de Heun
1 1
Yiaa =i +(§kl "'Ekz)[m
ky = f(X,Y;)
k, = f(x +h,y; +kh)

1 1
Y1 =y0+(§k1+§k2)tﬂ1

K, = f(Xo,Yo) =—2[0° +12[D* - 20[D+ 85=85
k, = f(X, +h,y, +kh) = f (05525 =-205° +12[D5° - 20[D5+ 85 = 125

Y1 =Yo +(% Ky +% k,) th :1+(8’5+Tl25j [(05=34375
Método de Euler Modificado:
Yia =Y tky Th
ky = (X, Y1)
h h
k, = f(X "'E'Yi +§k1)
Y1 = Yo +k, [h
ky, = f(Xo,Yo) = —2[0° +12[0% — 20[0+ 85= 85

K, = (X, +g,yo +2k1): f(O+%,1+%E8,5): f (0253125 =

=-2[025% +12[D25% - 20[D25+ 85= 4,21875
Y1 = Yo +k, h=1+4,2187505= 3109375

Método de Ralston:

1 2
Mﬂ:yVW§h+§kﬂm
ke =f(x,y;)

3 3
k, = (X +Zh' Yi +th1)

1, 2
Y1 =YO+(§k1+§k2)[m

Ky = f(Xo,Yo) =—2[0° +12[0* - 20[0+ 85= 85

k, = f(x +%h, Y, +%hk1) = f (O+2ED,5,1+%[(D,5[8,5) = f (0375,4,1879 =

=-2[0375° +12[0375% - 20[D375+ 85 = 2582031
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Yy = Yo + (% K, +§ k,)h=1+ (% E8,5+§ [2,58203)D5 = 327734375

Na tabela a seguir mostra-se o resultado parass®pale integracado seguintes:

X yexato Heun Erro (%)Euler Mod. | Erro (%) | Ralston | Erro (%)
0,0 1,00000 | 1,00000| 0,0 1,00000 0 1,00000 O

0,5 3,21875 | 3,43750| 6,8 3,10937 3,4 3,27734 1.8
1,0 3,00000 | 3,37500| 12,5 2,81250 6,3 3,10156 3,4
1,5 2,21875 | 2,68750| 21,1 1,98437 10,6 2,34765 5,8
2,0 2,00000 | 2,50000| 25,0 1,75000 12,5 2,14062 7,0
2,5 2,71875 | 3,18750| 17,2 2,48437 8,6 2,85546 5,0
3,0 3,00000 | 4,37500| 9,4 3,81250 4,7 411718 2,9
3,5 4,71875 | 4,93750| 4,6 4,60937 2,3 4,80078 1,7
4,0 3,00000 | 3,00000| 0,0 3,00000 0 3,03125 1,0

9.9 Método de Runge Kutta Terceira Ordem

De forma semelhante ao que se fez para o Métod®uge Kutta de Segunda Ordem, pode-se
determinar para ordens mais elevadas.
As formulacdes ndo séo unicas. Apresenta-se araagaidasformulacdo mais utilizadas:

1
Yisr = Yi +[E(k1 +4k, +k3)] h
ky = f(X,Y;)
1 1
k, = (X +§h' Yi +§ k)
ks = f(x +h,y, —hk; +2hk,)

9.10 Método de Runge_Kutta Quarta Ordem

1
Yisr = Yi +[E(k1 +2k, +2k; +k,)] th
k= f(x,Y;)

1 1
k, = f(X; +§h, Yi +5hk1)

1 1
ks = (X +§h' Yi "'Ehkz)

Ky = f(X +h,y; +hk;)

f (X y) ==2x° +12x* ~20x+85 4o x=0 gy X= 05

Exemplo: Integre a fungéo ate , passo de integracao
h=05 com 0 Método de Runge-Kutta de Quarta Ordem. @oedilniciais: Par&=0, ¥ =1

1
Y1=Yo +[E (k, + 2k, +2k; +k,)] h

k, = f(Xo,Y,) =—20° +12[D? - 20D+ 85=85
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k, = (X, +% h, Vo +% hk ) = f (0+ 05D5,1+ 05M5B5) = f (0253125 =

= -2[025% +12[025% —20[D25+ 85 = 4,21875
ks = (X +% h, Y, +% hk,) = f (0+ 05[05,1+ 05[D5[%,21879 = f (025 2054 =

- 2[025% +12[025% —20[D25+ 85 = 4,21875
k, = f(X, +h,y, +hks) = f (0+ 05,1+ 05[4,21875 = f (05,31093 =

=-2[05° +12[D5° - 20[D5+ 85 = 125
Vi = Yo +[% (ky + 2K, + 2k, +k,)] (h = 1+[% (85+2(4,21875+ 2[4,21875+ 125)] (D5 =

=321875

9.11 Métodos de Passos Mdltiplos

Nos métodos vistos anteriormente, a cada nova estimativa da funcéo utilizava-se a
informacdo de um dnico ponto anterior. Como € o caso do Método de Euler, mostrado na

figura:

y(X) y(X)

Yo /m/
Y1 Estimativa a partir de

A
Hm NN Nnnntr

v

Xo Xy X
h=x —X,

No caso dos métodos de passos multiplos, utiliza-se informacdo de mais do que um
ponto anterior.
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y(X) y(X)

v, Y3
Yo MNSa Estimado a partir de

//'/ ¥n  informagBes conhecidas de

Xg X; Xy ...X

v

n
9.12 Idéia Basica dos Métodos de Passos Mdltiplos

Seja a equacao diferencial:

. dy
y =—==1(xy)
dx
Deseja-se uma nova estimativa da solu¢ao yno ponto X,,;. Integra-se a equacao diferencial de
X, @ Xpaq:

Xn+1 Xn+1

jy'(x)dx: jf(x, y)dx

Xn

Ytwa) = Y0) = [ (%, Y)dx

Xn

Xn+1

Y1) = YOG) + [ £(% Y)dlx

Xn

Xn+1

Para a nova estimativa, a integral I f (x, y)dx é aproximada por alguma forma de quadratura
Xn

numeérica.

Os Métodos de passos multiplos séo classificados em explicitos e implicitos.
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9.12.1 Métodos Explicitos

Os metodos explicitos, quando da nova estimativa da solu¢éo no ponto x,,;, utilizam
informacbes de m pontos  anteriores. Deve-se conhecer: (X,,¥,), (Xpa1>Yn-1)s -e :
(Xpem» Yrem) - A partir desses dados, aproxima-se a funcéo f(x,y) por um polinomio P, (x), de
grau m.

Xn+1
Y(Xna1) = V(%) + [ Pra(dlx

Xn

9.12.2 Algoritmos de Adans-Bashforth de ordem m

m:]-: yn+1:yn+h[f(xnlyn)
) h
m=2: Ynt1 = Yn +E[3|:f (Xn! yn) - f (Xn—l’ yn—l)]
h
M=3" Yo = Yo+ [230F (0, ¥a) 1608 (X, V) #50F (X, Yico)
h
m=4: Ynt1 = Yn +Z[55D: (Xn' yn) —-590f (Xn—ll yn—l) +37LF (Xn—2! yn—z) -otf (Xn—3' yn—S)]

9.12.3 Métodos Implicitos

Os metodos implicitos, quando da nova estimativa da solu¢éo no ponto x,,;, utilizam
informacdes de m-1 pontos anteriores e uma estimativa inicial no ponto x,,. Deve-se

conhecer: (X, Y1), (X0h Vi) ooeee v (Xreme1r Yemer) - A partir desses dados, aproxima-se a
funcéo f(x,y) por um polindomio P, (x), de grau m.

Ytwia) = YOX)+ [ PR

Xn

A idéia dos métodos implicitos é a utilizacdo como um algoritmo corretor. Como visto
no Método de Heun.

Utiliza-se um algoritmo previsor, que pode ser algoritmos da familia Adans-
Bashfoth, e se corrige com um método implicito.

9.12.4 Algoritmos de Adans-Moulton de ordem  m

m=1: Yner = Yo ¥ DO (Xni1s Yist)
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h
m=2: yn+1 = yn +E[f (Xn+1! yn+1) + f (an yn )]
h
m=3: yn+1 = yn +E[5|j (Xn+1l yn+1) +8Lf (Xn! yn) - f (Xn—l! yn—l)]
h
m=4: Ynt1 = Yn +ﬂ[9[f (Xn+1’ yn+1) +190f (Xn’ yn) -50f (Xn—l’ yn—l) +f (Xn—2’ yn—2)]

E comum a utilizacdo dos métodos implicitos junto com os métodos explicitos. Os
Algoritmos da familia Adans-Bashfoth sdo utilizados como previsores e os algoritmos da familia
Adans-Moulton como corretores.

9.12.5 Passos para se obter Yy, .4

| — Calcular y% por um método explicito (familia Adans-Bashfoth).
Il — Inicializar o contador de iteracdes k=0.

Il - Calcular f (X, y®!

n+l/ -

IV — Calcular y*;?, utilizando um método implicito (familia Adans-Moulton).

k+1) _ (k)
‘y ntl — Yn+l . .
V — Testar se EENCIE <¢ , se positivo, incrementar o contador k =k +1 e voltar ao passo
yn+1

[ll. Em caso contrario calcule o préximo passo de integracao.

Observacdo 1: Para a utilizacdo dos algoritmos da familia Adans-Bashforth com m>1,
necessita-se de informacéo de mais pontos além das condi¢des iniciais. Para dar inicio ao
algoritmo, pode-se utilizar qualquer dos método de integracdo vistos para estimar 0os pontos
necessarios.

Exemplo: Solucione a equacédo diferencial abaixo usando o Método de Adans-Bashforth de
ordem 3 como previsor e 0 Método de Adans-Moulton de ordem 3 como corretor. Execute tres
iteracdes do corretor para cada estimativa.

2
y':Ty—(?yj =f(ty) 1<st<2, y@)=1e h=01

Compare o resultado com o valor real: y(t) =t(@L+In(t))
Para Utilizar o Método de Adans-Bashforth de ordem trés, necessita-se de informacdes da

funcdo em trés pontos. Como temos apenas a condi¢cao y(l) =1, deve-se estimar em mais dois
pontos. Utilizando Runge-Kutta de Quarta Ordem chega-se aos seguintes valores:
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Para t; =110 - y; =1,0043

Para t, =120 - y, =1,0150

Com os trés pontos pode-se realizar previsdo para o passo seguinte, utilizando Adans-
Bashforh:

h
yéo) =y, +E[23D‘ (t, o) —160F (ty, y,) +50F (1o, yo)]

y —1015o+_[23[r (1201,0150 -16LF (110,1,0043 +5LF (11)] =1,0294
Com o valor da previsao calculado, calcula-se trés iteragdes utilizando Adans-Moulton:

VP =y, + L [BT (1, i) 48T 1, v2) = 1, )
y -l0150+—[5Ef (130,1,0294 +8LF (120,1,0150 - f (1101,0043]=1,0299
y2 =1015o+1—h2[5tr (130,1,0299 +8LFf (120,1,0150 - f (1101,0043]=1,0298

yd —l0150+—[5Ef (130,1,0298 +8[F (120,1,0150 - f (1101,0043]=10298

Seguindo esta ordem, calcula-se os valores para os passos seguintes. Os resultados e a
plotagem dos valores calculados e exatos sao apresentados abaixo:

t, Y y exatc

1.00 1.0000 1.0000
1.10 1.0043 1.0043
1.20 1.0150 1.0150
1.30 1.0298 1.0298
1.40 1.0476 1.0475
1.50 1.0673 1.0673
1.60 1.0885 1.0884
1.70 1.1107 1.1107
1.80 1.1337 1.1337
1.90 1.1573 1.1572
2.00 1.1813 1.1812
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1.2 \

1.18

116 .

T
|

1.14

112 .

1.1 .

1.08

T
|

1.061 .

1.04

1.02+ .

Os graficos com os valores exatos e estimados se confundem.

9.13 Solucéao de Sistemas de Equacdes Diferenciais

Seja o sistema de equac0es diferenciais:

d

e f1 (X Y1, Youeei¥n)
dx

dy,

—= = f, (X, Yy, Vo ,ennnen ,
dx 2 (X Y1, Y2 Yn)
dy,

Y fo (X Y1 YaoeenYn)

A solucdo de um sistema desta natureza requer o valor inicial em x=Xx, para as n
variaveis y.

Todos os métodos vistos podem ser utilizados na solucdo. O procedimento para a
solugéo do sistema envolve a solugao do passo de cada equacao antes de passar-se ao passo
seguinte.

Exemplo: Solucione o sistema de equacdes diferenciais usando o Método de Euler, integrando
de x=0 a x=2, com passo h=05 e condi¢des iniciais em x=0 dadas por y, =4 e y, =6.
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dy,
—==-0by, = f, (X, V,,
dx y1 = f(X Y1, Y2)

d
sz =4-03y, - 01y, = f,(X, ¥4, Y>)

A solugédo deste sistema resulta em duas fungdes: y,;(X) e y,(X). A solugéo

numeérica resulta em aproximacfes de pontos dessas funcgdes. Adota-se uma notacao
semelhante ao caso de uma equacdo, introduzindo um novo indice para indicacdo das
variaveis dependentes:

Yk,; valor estimado para o ponto y, (x;) para k=12.

Para a solucéo do problema, necessita-se:

| X; Yij Y2
0 0 4 6

1 0,5 Y Yaa
2 1,0 Y12 Y22
3 15 Yi3 Yo3
4 2,0 Y14 Yoa

Para j=1e x, =05

Y1 = Y10 + f1(Xo, Yi0: Y20) h=4+(-05%x4)x05=3

Yo1 = Ya0 + f2(Xgs Y10, Y20) =6+ (4-03%6-01x4)x05=69
Para j=2e x =10

Yi2 = Yir + F1 (X, Y11, Y1) =3+ (=05%x3)x 05= 225

Yoo = Yort (X, Va1, Yor) h= 69+ (4-03x69-01x3)x 05= 7715
Para =3 e x =15

Y1z = Y12 + f1(Xo, Y12, V2, ) = 225+ (-05% 225)x 05=16875



Para j=4e x =20

Yia = Y1z + f1(Xg, Yis, Y23) (N=16875+ (—~05x 16875 x 05=1,265625

Yaa =VYa3+ F2(Xa, Vi, Ya3) [h=844525+ (4 - 03% 844525~ 01x 1,6879 x 05 = 9,0940875

Resultando nos valores tabelados:

J Xj Y1 Ya

0 0 4 6

1 0,5 3,0000000 |6,9000000
2 1,0 2,2500000 |7,7150000
3 15 1,6875000 |8,4452500
4 2,0 1,2656250 |9,0940875
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Exemplo: Solucione o sistema de equacdes diferenciais do exemplo 8.9 utilizando o Método de

Runge_Kutta de Quarta Ordem.

dy,
dx

ay,

dx

=-05y; = f,(X, ¥4, ¥2)

=4-03y, -01y; = f,(X, y1,Y2)

Para a solucéo do problema, necessita-se:

J X] Y Yai
0 0 4 6

1 0'5 yl,l y2,1
2 1,0 Y12 Y22
3 1,5 Y13 Ya3
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4 2,0 Yia You

Para a solucédo de uma uUnica equacao tem-se:

1
Yiaa =i +[€(kl +2k, +2k3 +k,)] th
k= f(x,Y;)

1 1
k, = (X +§h' Yi +Ehk1)

1 1
ks = (X +§h' Yi "'Ehkz)

ky = F(x +h,y; +hk;)
Para o caso de um sistema, necessita-se de uma nova indexacao:

Seja um sistema com m equacdes. Assume-se que tenham sido determinadas as m
aproximagoes para 0 passo j: [Y;, Yz, Yz Ymj]- Para se obter as novas aproximagoes

(V110 Yo juts Yajersee-- Ym.j+1] dO passo j+1, necessita-se calcular as constantes na seguinte

sequéncia:

Para i =12,.....m determina-se:
Kii =i (X5, Y15.Y2). Ym,j)

Calculados todos os k;;, Calcula-se para i =12,....,m:

1 1 1 1
k3’| = f(X] +Eh, yl,] +§hk2’1,y2’J +§ hk212, ..... ’ym,] +Ehk2’m)

Calculados todos os kj;, Calcula-se para i =12,....,m:

Kgi = F(X; +h,y ; +hksg, Yo +hKgpye Y +hkg )
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Calculadas todas as constantes, pode-se determinar para i =12,....,mas novas estimativas
paro o passo | +1.

1
Yiit = Yi +[E (kg +2Ky; +2Kg; +Kky;)]
Para o exemplo, tem-se m=2 a nova estimativa no passo j+1 € dada por:

1
Y11 = Yo +[E (kig +2K5; +2K5y +kyq)]

1
Ya1 = Yoo +[E(k12 +2k2¥2 +2k312 + k412)] (h

Kip = f1(X, Y5 Y2)
Ko = 20X, Y15 Y2)
1 1 1
Koy = f1(X; +§h’ Yij +Ehk1,1’y2,j +§hk1,2)

1 1 1
Koo = fo(X; +§h’ Yij +Ehk1,1’y2,j +§hk1,2)

1 1 1
Kap = f1(X +§h' Y1 "'Ehkz,l'ij "'Ehkz,z)

1 1 1
kso = (X +§h’ Yij +§hk2,1’y2,j "'Ehkz,z)

1
Kag = f20¢ + 50 vy +hkay, vz 5 +hkap)

1
Kgo = o (X; +§h' Yij thksy, Yo +hks,)

Para o passo 1 do exemplo:

Kip = f1(Xo, Y105 Y20) = f1 (046) =—-05%x4=-2

1 1 1
ka1 = f1(Xo +§h' Y10 +§hk11, Yao*5 hk;,) = f, (02535645 =-175

Kos = f2(Xo +%h, Yio +%hkl1, Y0 +%hk12) = f, (02535 645) = 1715
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Key = f,(% +%h, Yio +%hk21, V2o +%hk22) - f, (025 35625,6,4285 = 17813

Kep = (%, +%h, Yio +%hk2,1, Va0 +%hk22) -, (02535625 6,4285 =17151

Koz = f1(Xo + % h, Yio + hKap, Yoo +hkyy) = f; (0253109375 6,8575625 = —15547

Kap = f2(% +% h, Y10 + ka1, Y0 +hksp) = f, (025 310937568575625 =1,6318

Resultando nas novas aproximacoes:

1
Y11 = Yo +[E (kip +2kp; +2Kgy +kyg)] =

=4+ (1/6)x[-2—2x 175-2x1,7813-15547]x 05 = 31152

1
Ya1 = Yoo +[E(k12 +2k2¥2 +2k312 + k412)] (h =

6+ (1/6)x [18+2x 1715+2x1,7151-1,6318§ % 05= 68577

Os Resultados passo a passo sdo dados abaixo:

J=1

k1l1=-2 k12=1.8000 k21 =-1.7500 k22 =1.7150 k31 = -1.7813 k32 =1.7151

k4l = -1.5547 k42 =1.6318 yl=3.1152 y2 = 6.8577

j=2
kil =-1.5576
k4l =-1.2108
i=3

kil =-1.2131
k4l = -0.9430
i=4

k1l = -0.9448
k4l = -0.7344

k12 =1.6312 k21 =-1.3629 k22 =1.5478 k31 =-1.3873 k32 =1.5492

k42 = 1.4682

k12 =1.4678

k42 =1.3132

k12 =1.3130

k42 =1.1689

Resultando na tabela:

yl=2.4262 y2=7.6321

k21 =-1.0614 k22 =1.3880 k31 =-1.0804 k32 =1.3902

yl= 1.8895 y2 = 8.3269

k21 =-0.8267 k22 =1.2381 k31 =-0.8414 k32 =1.2408

yl=1.4716 y2 =8.9469
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| X; Yij Y2 i

0 0 4,0000 6,0000
1 0,5 3,1152 6,8577
2 1,0 2,4262 7,6321
3 1,5 1,8895 8,3269
4 2,0 1,4716 8,9469

Exemplo: Resolva a equagéo dinamica do circuito, considerando que antes do fechamento da
chave S ndo havia nenhuma energia armazenada no circuito, R=2Q, L=2H e C=05F,

integrando de t=0 a t=5Seg, com passo de integracdo 0,1 e o Método de Runge-Kutta de

Quarta Ordem.

V(t)=sin(3,5t) é i(t) L]

Ao fechar-se a chave S, pode-se analisar o0 comportamento dindmico do circuito a partir da Lei
de Kirchoff para tensdes:

V(t) = Ri(t) + L@+—j i(t)dt

Derivando a equacéo:

dv(t) _ i) , | d%i) +Lig
dt dt d*> C

Substituindo a expresséo da tenséo e rearranjando a equacéao, tem-se:

2. .
2450 A0 | o4y = 3505@50)
dt? dt



20 () +2i (t)+2i(t) = 35[E0s(35t)
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Como nao havia nenhuma energia armazenada no circuito, as condi¢gdes para t =0 sao nulas,

ouseja: i(0)=0¢e

dt

di(0) _

Inicialmente deve-se transformar a equacdo de segunda ordem num sistema com duas
equacoes:

2, (t) =i(t)
2 (t) =i (t) = 25 (t)

Zp(1) =i (1) == ©)-i)+
Tem-se 0 seguinte sistema:

7 (t) =25 = f1(t z2 (1), 22 (1))

20 =10 =20 - () + 2c0s65) = (L 21, 22(1)

z(0)=0
z,(0=0

Os resultados da integracéo sao dados pela tabela:

t

0.00
0.10
0.20
0.30
0.40
0.50
0.60
0.70
0.80
0.90
1.00
1.10
1.20
1.30
1.40
1.50
1.60
1.70
1.80
1.90
2.00
2.10

z,(t) =i(t) z,(t) =i (t)

0.0000
0.0084
0.0313
0.0644
0.1018
0.1374
0.1654
0.1808
0.1803
0.1626
0.1285
0.0811
0.0249
-0.0342
-0.0899
-0.1364
-0.1687
-0.1835
-0.1796
-0.1578
-0.1213
-0.0747

0.0000
0.1628
0.2886
0.3625
0.3758
0.3274
0.2238
0.0783
-0.0908
-0.2621
-0.4139
-0.5270
-0.5866
-0.5847
-0.5205
-0.4008
-0.2393
-0.0546
0.1317
0.2979
0.4246
0.4972

75 CoS@35t) = -z, (t) —z; (1) + 75 cos(35t)



2.20
2.30
2.40
2.50
2.60
2.70
2.80
2.90
3.00
3.10
3.20
3.30
3.40
3.50
3.60
3.70
3.80
3.90
4.00
4.10
4.20
4.30
4.40
4.50
4.60
4.70
4.80
4.90
5.00

Os valores sao plotados na figura:

-0.0240
0.0247
0.0652
0.0927
0.1037
0.0971
0.0738
0.0367

-0.0096

-0.0591

-0.1057

-0.1435

-0.1676

-0.1749

-0.1641

-0.1363

-0.0946

-0.0438
0.0102
0.0613
0.1033
0.1316
0.1428
0.1359
0.1120
0.0740
0.0268

-0.0237

-0.0712

0.5076
0.4552
0.3470
0.1966
0.0227
-0.1530
-0.3090
-0.4259
-0.4892
-0.4911
-0.4311
-0.3163
-0.1605
0.0176
0.1963
0.3540
0.4716
0.5348
0.5359
0.4746
0.3584
0.2012
0.0219
-0.1579
-0.3165
-0.4348
-0.4986
-0.5004
-0.4400

-0.8

0.5
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10 Utilizando o MATLAB

Familiarizacdo com o ambiente de trabalho e asspdd dos comandos principais.
A ferramenta de suporte computacional utilizadébago deste curso sera o MATLAB.

1. Sintaxe de comandos
Utilize a fungadhelpwin <comando>

2. Operacoes aritméticas

adicao +
subtracao -
multiplicacéo *
divisdo /
potenciacao N

O MATLAB executa as operacdes aritméticas da esgu@ara a direita respeitando a hierarquia
existente na matematica.

Ex.:
» 3"2-5-6/(3*2)

ans =
3

3. Variaveis

Para identificacdo das variaveis, o MATLAB diferenmailsculas e minusculas. Ndo é necessaria a
alocacdo de memoaria para as variaveis, pois o MAT lbAfara automaticamente assim que um valor é
atribuido a uma variavel pela primeira vez.

A atribuicéo é realizada da seguinte forma:

»a=1

a=
1

O acesso é realizado através do nome da variavel:
» a

a=
1
Uma variavel s6 pode ser acessada se ja foi ciigtdag, se algum valor ja foi atribuido a mesma.
No exemplo abaixo a variavel é acessada sem teceata:
» b
?7?7? Undefined function or variable 'b'.
O comandonvho mostra as variaveis que estdo sendo utilizadasamento e o comanddear exclui as

variaveis do ambiente de trabalho do MATLAB.

4. Caracteres especiais usados na janela de comandos




Comando de atribuicéo

Delimitar elementos de matrizes e vetores

— 1
e [—

Alternar a ordem de precedéncia das expresgiagticas

Ponto decimal

Separa argumentos de funcdes e elementos manzteres

; Finalizador de linha com supressdo de impressao

% Comentario
: Geragao de um vetor com intervalos definidos

5. Funcdes matematicas basicas

acos Arco-coseno

asin Arco-seno

atan Arco-tangente

[ofe]S] Coseno

cosh Coseno hiperbolico

exp Exponencial com base e

log Logaritmo natural

log10 Logaritmo decimal

rand Gera numeros aleatorios com distribuicao tmiéo
randn Gera numeros aleatérios com distribuicdo abrm
rat Aproximacao racional

round Arredonda 0 numero para o inteiro mais préxim
sign Retorna 1 se for positivo e 0 se for negativo

sin Seno

sinh Seno hiperbdlico

sqrt Raiz quadrada

tan Tangente

tanh Tangente hiperbdlica

O MATLAB trabalha com angulos em radianos.

6. Operacdes com vetores

Os vetores devem ser declarados em colchetes:

»Uu=[1234]
u=
1 2 3 4
O mesmo resultado seria obtido com:
»Uu=[1,2,3,4]
u=
1 2 3 4

As operac0Oes aritméticas séo realizadas elemezieneento do vetor:

»Z=Uu+3

Z =
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4 5 6 7

A operacao com apenas um elemento do vetor podeiserespecificando o elemento a ser tratado:
»z(3) =z(3)+1

Z =
4 5 7 7

Se quiser saber o numero de elementos do vetitize @t funcédength:
» length(z)

ans =
4

A transposta é calculada utilizando o simbolo
»w=7'

W =

~N~N o

OperagOes especiais:

X Multiplicagéo de vetores

A Divisdo a direita de vetores

A Divisdo a esquerda de vetores
N Exponenciacao

Ex.:

» mult = u.*z

mult =
4 10 21 28
Para a geracao de vetores utilizando intervalos:
»Xx =0:2:10
X =

0O 2 4 6 8 10
Funcdes uteis no tratamento de vetores:

max( ) Devolve o maior dos componentes do vetor
min( ) Devolve o menor dos componentes do vetor
mean( ) Devolve o valor médio dos componentes thr ve

Ex.:
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» mean(X)

ans =

5
7. Operacdes com matrizes

A matriz pode ser definida de maneira semelhargevatores, diferenciando-se apenas na necessidade d
digitacdo de um “;” para a separacao das diferamiemas:
»a=[123;456;7829]

a=
1 2 3
4 5 6
7 8 9
As matrizes podem Ter elementos identificados iddaimente:
»a(2,1)
ans =
4
O tamanho da matriz pode ser obtido pela fursgé®
» size(a)
ans =
3 3

Para extrair uma submatriz de uma matriz:
»b=a(l:2,1:2)

b=
1 2
4 5

Para inserir uma linha na matriz:

»C =[b;10]

c=

Nas operacoes de adicdo e subtracdo os elementosadmatriz sdo somados ou subtraidos com o seu
correspondente na outra matriz, quando matrizeselmo tamanho. A multiplicacdo e a divisdo por
escalares é efetuado elemento a elemento da matriz.

» div = a*3

div =
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3 6 9
12 15 18
21 24 27

A exponenciacao individual dos elementos de umaizradde ser feito:
»exp =an2

exp =

1 4 9
16 25 36
49 64 81

A multiplicacdo de matrizes s6 pode acontecers@aero de colunas de uma matriz for igual ao niamero
de linhas da outra.
» size(a)
ans =
3 3
» size(div)
ans =
3 3
» mult = a*div
mult =
90 108 126
198 243 288
306 378 450
A fim de mostrar divisdo de matrizes, vamos defilnias novas matrizes:
»Xx=[15108;710;251];
»y=[3-12;-511;034;
» div = xly
div =
-2.0213 -4.2128 4.0638
-0.5745 -1.7447 0.7234
-1.8511 -1.5106 1.5532
» divinv = x\y
divinv =
-0.7033 0.0239 0

-0.0766 0.8325 1.0000
1.7895 -1.2105 -1.0000
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A potenciacédo de matrizes equivale a sucessivagpiiaacoes por ela mesma:
» pot = a3

pot =
468 576 684
1062 1305 1548
1656 2034 2412

A transposta da matriz é obtida por:
» trans = a'
trans =

1 4 7

2 5 8

3 6 9

Funcdes para tratar matrizes:

det Determinante de uma matriz

eye Gera uma matriz identidade

inv Calcula a inversa da matriz

ones Gera uma matriz unitaria

rand Gera uma matriz randémica

tril Transforma/gera uma matriz triangular inferior
triu Transforma/gera uma matriz triangular superior
zeros Gera uma matriz de zeros (nula)

8. Numeros Complexos

A parte imaginaria do nimero complexo pode ser glirdda pelas letrase j indistintamente.

Ex.:
» z1 = 3+4i

z1l =
3.0000 + 4.0000i

O conjugado do numero complexo pode ser obtidizamito a funcacon;:
» 22 = conj(zl)

z2 =
3.0000 - 4.0000i

As operac¢des com numeros complexos utilizam osadpegs usuais. A potencia¢cdo, como visto com as
matrizes, correspondente a multiplicacao suceskvaimero por ele mesmo.

Funcdes uteis para trabalhar com nimeros complexos:

| real | Retorna a parte real do nimero complexo




imag Retorna a parte imaginaria do nUmero complexo
abs Retorna 0 médulo do vetor complexo
angle Retorna o angulo do vetor complexo

9. Polinbmios

Seja o polinbmio:

X2 — 3% +4x-4

No MATLAB ele é definido da seguinte forma:
» poli=[1-34-4]

poli =

1 3 4

4

Para encontrar as raizes deste polindémio, usarmosiandaoots

» I = roots(poli)

r=

2.0000

0.5000 + 1.3229i
0.5000 - 1.3229i

Com as raizes do polinbmio, pode-se obter os depfes deste usando a fungédy:

» p = poly(r)

p:

1.0000 -3.0000 4.0000 -4.0000

A funcéoconvé utilizada para a multiplicacéo de polinébmios:

»pl=[231]
»p2 =1[5-2];
» p3 = conv(pl,p2)
p3 =

10 11 -1

-2

J& a funca@deconvé utilizada para a divisdo:
» [Q R] = deconv(p3,p1)

Q:

10. Encontrando a melhor curva partindo de dados aexeatiais

152
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O MATLAB permite fazer a interpolacéo polinomialrppado-se de dados experoimentais, utilizando o
comandaoolyfit.

Os pontos experimentais abaixo representam a pod&ém movel ao longo do tempo:
S(cm) 4,00 6,71 9,43 12,18 14,87 17,7
t(s) 0 1 2 3 4 5

Vamos definir os vetores com dados experimentais:
S=[46.49.9312.18 14.87 16.7];
»t=[012345];

Agora vamos tragar os pontos para vermos a evollggionesmos:
» plot(t,S,'+")

18

14~ B

12— —

10+ n B

Agora iremos tracar a reta obtida sobre os dadosrementais:
» poly = polyfit(t,S,1)

poly =
2.6046 4.1686

» hold on;
»t=0:.15;

» S = polyval(poly,t);
» plot(t,S);



18

16

14

12

10

Graficos em 2D

Os principais comandos utilizados para a criacagréfécos sao:

plot Plota um vetor ou uma funcao
title Adiciona titulo ao gréfico
xlabel Adiciona um rotulo ao eixo X
ylabel Adiciona um rétulo ao eixo y
text Insere um texto numa determinada posicaorddgarafica
gtext Insere um texto no grafico usando 0 mouseogoosicionador
grid Traca linhas de grade
A formatacgéo de cor e estilo da linha podem seélnfante ajustados através de argumentos do comando
plot.
Cor da Linha Estilo da Linha
Caracter Cor Caracter Estilo
y amarela ponto
m margenta 0 circulo
C cyan X marca “X”
r vermelha + mais
g verde * asterisco
b azul - sélido
w branca pontilhado
k preta -- tracejado

11.Programando com o MATLAB

Os operadores relacionais, aqueles que respondenmaaletermina operacdo com verdadeiro e falso, e
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gue sao simbolizados respectivamente por 1 e @béld a seguir relaciona operador com a descri¢ao:

Operador Descricao

< Menor que

<= Menor ou igual
> Maior que




Maior ou igual

Igual

Diferente

No MATLAB temos os seguintes operadores ldgicos:

Operador Descricao
& AND

| OR

~ NOT
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As rotinas especiais de programac¢ao estdo desabiéaso:

Rotinas Descricao
For <cond> .
Gera um loop enumeravel
end
\év:('::e <cond> Gera um loop enquanto uma condi¢do (<cond>) fatacdkira
if <cond>
elseif Comando executavel condicional
end
if <cond>
else Comando executavel condicional
end
break Sair fora de um lodpr ouwhile
return Retornar a uma funcgao (arquivo.m)
pause Para num ponto do programa até que se gpattpier tecla

Essas rotinas associadas aos inumeros recursoscidfer pelo MATLAB, propiciam ao usuario,
desenvolver desde simples programas até os matcados.

Objetivo 2: Desenvolva um programa par o célculo do produtrmo.

Y=(Y1.Y2, Y3 Yn)'
T n
X Y= %Y
i=1
Objetivo 3: Desenvolva um programa par o célculo do produtiee &tluas matrizes.
Amx ] Bpxn
C=AIB
p
Cij = X aihy
k=1
Objetivo 4: Realize as seguintes operacdes no MatLab:
x = 0988:0.0001:1012
Yy = XN =7*XMN6+ 21 X5 —-35* XM +35* X" 3-21* X" 2+7 * X1,
plot(x, )

O resultado obtido € o esperado? Se néao for oaspequal a explicacdo para obter-se tal resultado.
Realize agora a operacéo
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x=0988:0.0001:1012

y=(x=-9."7,
plot(x, y)

Analise e compare os resultados.

Objetivo 5: Representacdo do numero 0,1 em base hexadeciepabdentacdo no MATLAB:
x=(-D3@1+ f)2°®

S € f

1 bit 11 bits 52 bits

Como a representagcao da mantissa ficaria no MATLAB?
Confirme com os comandos:

T=0.1;

Format hex

t

Objetivo 6: Considere o sistema de equacdes lineares:
10x, +x, =11
3%, +0.3%x, =33

Uma solugéo Obvia para o sistem¥éle X2 =1 ytilizando o MatLab com os comandos: A=[10 1,3
0.3]; b=[11;3.3]; x=A\b, solucione o sistema. Asalio resultado e justifique.

Objetivo 7: Arquivos M-file. Embora vocé possa trabalhar raeiente nas linhas de comando do
MATLAB, vocé também pode armazenar em arquivosregie Esses arquivos sdo equivalentes a
programas, fungdes, subrotinas e procedimentositlasolinguagens. Os arquivos M-file s&o criados a
partir do editor do MATLAB. Abaixo apresenta-se @amguivo para o calculo da raiz quadrada de um
namero real maior ou igual a zero. Coloque esteiaoqo formato M-file e execute-o.

function [x,iter]=sqrtn(a,tol)
%sqgrtn Raiz quadrada de um numero real maior que zero pelo Método de Newton.
% x=sqrtn(z,tol) calcula a raiz do nimero real a utilizando o Método de Newton
% a é assumido ser maior ou igual a zero
% tol € a tolerancia de convergencia (default eps) - eps - epsilon da maquina
% [x,iter]=sqrtn(a,tol) retorna também o ndmero de itera¢des (iter) para a con-
% vergéncia.
if nargin<2,tol=eps;end
X=a;
iter=0;
xdiff=inf;
fprintf(' k x_k erro relativo\n’)
while xdiff>tol

iter=iter+1,;

xold=x;

x=(x+a/x)/2;

xdiff=abs(x-xold)/abs(x);

fprintf('%2.0f: %20.16e %9.2e\n'iter,x,xdiff)

if iter>50

error('Nao convergiu apos 50 iteracdes')

end

end
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Objetivo 8: Introducdo ao Método da Bissecao para o célcutaides de fungdes.
Algoritmo:

12.Entrada:
12.1 funcéo f(x)
12.2 intervalo de convergéncia [a,b]
12.3 toleranciae
12.4 numero de iteracdes L
13.f0 ~ f(a); f1 ~ f(b)
14.Teste de viabilidade de intervalo:
14.1 Se f0*f1 >0
14.1.1 “Erro na Entrada”
14.1.2 Entrar com novo intervalo
14.2 Senao
14.2.1x0 ~ a
14.22x1 « b
14231 « 1
15.Enquanto ((|f0] = ou |f1] >€) ei <L)
15.1 X2 — 0,5*(x0+x1)
15.2 f2 ~ f(x2)
15.3 Se (f2*f0 < 0)
15.3.1x1 « x2
15.3.211 ~ 2
15.4 Senao
15.4.1x0 « x2
15.4.210 ~ f2
15510 « i+1
16.se (i>L)
16.1 “Nao atingiu exatiddo em ‘L’ iterac6es”
17.Senao
17.1 “A exatidao foi atingida em ‘i-1’ iteracOes, e azré ‘x2'”
18.Fim

Objetivo 9: Seja a fungad (¥) = (& ~1)/x
Compute no MatLab a func&o por meio do algoritmo:
Algoritmo 1:
Se x=0
f(x)=1
Caso contrério
f(x)=(e*-1/x
Fim

Calcule paraX =10 com j variando de -5 a -16 com passo 1.
Analise o resultado e verifique 0 que esta acontime

Compute agora com um algoritmo matematicamentesalguite:

Algoritmo 2:
y=¢
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Sey=1
f(x)=1
Caso contrario
f(x) =(y—-2)/In(y)
Fim

Calcule também parii:1Oi com i variando de -5 a -16 com passo 1.
Analise o resultado e verifique 0 que esta acontime

Compare os resultados e apresente as conclusdes.
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