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CONICAS

Equacao geral do segundo grau a duas variaveis x e y

Ax?+Bxy + Cy’ +Dx+Ey+F =0  (x)

onde A, B e C nao sao simultaneamente nulos

Se A=B=C=0, entao Dx + Ey + F = 0, equacao da
reta no plano.

Casol: B=0
CasoIl B#0
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CONICAS— ELIPSE

Definicao:

Uma elipse € o conjunto dos pontos P(x,y) do planos tais que
a soma das distancias de P a dois pontos fixos, F1 € F> ,
situados no mesmo plano, é constante.
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Definicao:

Uma elipse € o conjunto dos pontos P(x,y) do planos tais que
a soma das distancias de P a dois pontos fixos, F1 € F> ,
situados no mesmo plano, é constante.
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CONICAS— ELIPSE
Definicao:
Uma elipse € o conjunto dos pontos P(x,y) do planos tais que

a soma das distancias de P a dois pontos fixos, F1 € F>
situados no mesmo plano, é constante.

Seja 2c a distancia entre F1 € F, (distancia focal)
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Uma elipse € o conjunto dos pontos P(x,y) do planos tais que

a soma das distancias de P a dois pontos fixos, F1 € F>
situados no mesmo plano, é constante.

Seja 2c a distancia entre F1 € F, (distancia focal)
Se P é um ponto qualquer, entao:

[Fif2] < |72 + =7

(desigualdade triangular)



CONICAS— ELIPSE
Definicao:
Uma elipse € o conjunto dos pontos P(x,y) do planos tais que

a soma das distancias de P a dois pontos fixos, F1 € F>
situados no mesmo plano, é constante.
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Se 2a > 2c >0, ou seja, a>c, a equacao de uma elipse de
focos F1 € F2 é:



CONICAS— ELIPSE
Definicao:
Uma elipse € o conjunto dos pontos P(x,y) do planos tais que

a soma das distancias de P a dois pontos fixos, F1 € F>
situados no mesmo plano, é constante.

Seja 2c a distancia entre F1 € F, (distancia focal)
Se P é um ponto qualquer, entao:

[Fif2] < |72 + =7

(desigualdade triangular)

Se 2a > 2c >0, ou seja, a>c, a equacao de uma elipse de

focos F1 € F> é:
|FiP| + |FoF| =22 (1)



CONICAS— ELIPSE

O ponto médio do segmento F1F> é o centro da elipse

elipse

P(x.y)

EixoFocal ||F,]F2||=2c

Fl'
IIAA,|] = 2a

7+ 7] =20




CONICAS— ELIPSE

Para determinar a equacao da elipse, considere a elipse no
sistema de coordenadas cartesiano.



CONICAS— ELIPSE

Para determinar a equacao da elipse, considere a elipse no

sistema de coordenadas cartesiano.
Se a>c > 0, P(x,y) ponto da elipse e os focos Fi(—c,0) e
F>(c,0), entdo o centro da elipse é C(0,0) e substituindo em

[ + |77 = 22
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Para determinar a equacao da elipse, considere a elipse no

sistema de coordenadas cartesiano.
Se a>c > 0, P(x,y) ponto da elipse e os focos Fi(—c,0) e
F>(c,0), entdo o centro da elipse é C(0,0) e substituindo em

[ + |77 = 22

VX+)2+y2+/(x—-c)2+y2 =23




CONICAS— ELIPSE

Para determinar a equacao da elipse, considere a elipse no

sistema de coordenadas cartesiano.
Se a>c > 0, P(x,y) ponto da elipse e os focos Fi(—c,0) e
F>(c,0), entdo o centro da elipse é C(0,0) e substituindo em

[ + |77 = 22

VX+)2+y2+/(x—-c)2+y2 =23
VX+c)2+y2=2a—+/(x—-c)2+y2




CONICAS— ELIPSE

Para determinar a equacao da elipse, considere a elipse no

sistema de coordenadas cartesiano.
Se a>c > 0, P(x,y) ponto da elipse e os focos Fi(—c,0) e
F>(c,0), entdo o centro da elipse é C(0,0) e substituindo em

|Fif|+ || = 22
VX+)2+y2+/(x—-c)2+y2 =23
VIX+c)2+y2=2a—(x—-c)2+y?
(\/(x+c)2+y2)2 = (2a- V(x=cy +y?)
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CONICAS— ELIPSE

Para determinar a equacao da elipse, considere a elipse no

sistema de coordenadas cartesiano.
Se a>c > 0, P(x,y) ponto da elipse e os focos Fi(—c,0) e
F>(c,0), entdo o centro da elipse é C(0,0) e substituindo em

7+ ] -
VX+)2+y2+/(x—-c)2+y2 =23
V(X+6)2+y2=2a—/(x—-c)+y2
(\/(x+c)2+y2)2 = (2a- V(x=cy +y?)
X>+2cx+c*+y?=4a’—4a\/(x —c)2+y2+ x> —2cx + ¢ + y?

2




CONICAS— ELIPSE

Para determinar a equacao da elipse, considere a elipse no

sistema de coordenadas cartesiano.
Se a>c > 0, P(x,y) ponto da elipse e os focos Fi(—c,0) e
F>(c,0), entdo o centro da elipse é C(0,0) e substituindo em

[ + |77 = 22

VX+)2+y2+/(x—-c)2+y2 =23
VX+c)2+y2=2a—(x—-c)2+y>2
(\/(x+c)2+y2)2 = (2a- V(x=cy +y?)
X’ +2cx+c?+y?=4a’—-4ay/(x—c)2+y2+x%? —2cx + % + y?

4cx —4a® = —4a/(x —c)? + y2
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CONICAS— ELIPSE

Para determinar a equacao da elipse, considere a elipse no

sistema de coordenadas cartesiano.
Se a>c > 0, P(x,y) ponto da elipse e os focos Fi(—c,0) e
F>(c,0), entdo o centro da elipse é C(0,0) e substituindo em

[ + |77 = 22

VX+)2+y2+/(x—-c)2+y2 =23
VX+c)2+y2=2a—(x—-c)2+y>2
(Vx+c)y +y2)2 = (2a- V(x=cy +y?)
X’ +2cx+c?+y?=4a’—-4ay/(x—c)2+y2+x%? —2cx + % + y?
4cx —4a® = —4a/(x —c)? + y2

(cx —a%)? = (—maV(x — )2+ y2)* =

2




CONICAS— ELIPSE

(cx —a%)? = (—aV/(x — )2 + y?)?
c’x? — 2cxa? + a* = a’(x? — 2ex + c? + y?)

(82 o CZ)aZ — (82 o CZ)XZ + aZyZ

2 2 . ,
Comoa>c>0 = a—c°>0 existe um nimero real b,

tal que
p2=ag%2_-c2 = b*+c*=a’

b2a? = b2x2 + a2y

BixO Yy

F2

A2

eixo x

ou
2 2
X
az b2

forma canonica ou reduzida

d2




2 2

XY

az+b2

CONICAS— ELIPSE

= 1, forma canénica ou reduzida da elipse

elipse

BixO Yy

F2

A2 eixox

d2




CONICAS— ELIPSE

2 2

X2y

22 -+ h? = 1 forma canonica ou reduzida da elipse

Elipse de centro C(0,0)

BixO Yy

F2

A2 eixox _

d2




CONICAS— ELIPSE

2 2

X2y

22 -+ h? = 1 forma canonica ou reduzida da elipse

Elipse de centro C(0,0)
focos Fi(—c,0) e Fx(c,0)

BixO Yy

F2

A2 eixox

d2




CONICAS— ELIPSE

2 2

X2y

22 -+ h? = 1 forma canonica ou reduzida da elipse

Elipse de centro C(0,0)
focos Fi(—c,0) e Fx(c,0)

Vértices :
Al(_ar O)IAZ(af 0)

B1(0,-b),B,(0, b)

BixO Yy

F2

A2 eixox

d2




CONICAS— ELIPSE

2 2

X2y

22 -+ h? = 1 forma canonica ou reduzida da elipse

Elipse de centro C(0,0)
focos Fi(—c,0) e Fx(c,0)

Vértices :
Al(_ar O)IAZ(af 0)

B1(0,-b),B,(0, b)

BixO Yy

F2

A2 eixox

b% +c* = a’

d2




CONICAS— ELIPSE

De maneira analoga, determine a equacao da elipse cujos
focos sdo F1(0,—c) e F2(0,c) e a soma dos raios focais
é 2a .

Se 2a > 2c >0, ou seja, a>c,

a equacao de uma elipse de

focos F; e F5 €:

+L =1 (2
Al(or _a)fAZ(Of a)
Bl(_bIO)IBZ(bIO)

Faca figura no Geogebra



CONICAS— ELIPSE

De maneira analoga, determine a equacao da elipse cujos
focos sdo F1(0,—c) e F2(0,c) e a soma dos raios focais
é 2a .

Se 2a > 2c >0, ou seja, a>c,
a equacao de uma elipse de o F1(0-a).a> 0

, F2(0.a)
focos F1 e F2 €. centro da elipse C(0,0)
5 5 P(x.y)
X y
st = 1 (2)

Al(or _a)fAZ(Of a)
Bl(_br 0)f BZ(bf 0)

Faca figura no Geogebra




CONICAS— ELIPSE

De maneira analoga, determine a equacao da elipse cujos
focos sdo F1(0,—c) e F2(0,c) e a soma dos raios focais
é 2a .

Se 2a > 2c >0, ou seja, a>c,

a equacao de uma elipse de

focos F; e F5 €:

F1(0.-a),a>0
F2(0.a)
centro da elipse C(0.0)

L Pe)

+2=1 (2

A1(0,-a),Ax(0,a)
Bi(~b,0),By(b,0) s

Faca figura no Geogebra




CONICAS— ELIPSE

Exemplos:
Dada a equacao da elipse

Ox? + 4y? = 36

de centro na origem, encontre os vértices e focos da elipse.



CONICAS— ELIPSE

Exemplos:
Dada a equacao da elipse

Ox? + 4y? = 36

de centro na origem, encontre os vértices e focos da elipse.

Dividindo por 36, obtemos:



CONICAS— ELIPSE

Exemplos:
Dada a equacao da elipse

Ox? + 4y? = 36

de centro na origem, encontre os vértices e focos da elipse.

- X% y
Dividindo por 36, obtemos: v + =1

9



CONICAS— ELIPSE

Exemplos:
Dada a equacao da elipse
Ox? + 4y? = 36
de centro na origem, encontre os vértices e focos da elipse.
o x?  y?
Dividindo por 36, obtemos: v + 5 =1

Qual € o valor de a? e b?



CONICAS— ELIPSE

Exemplos:
Dada a equacao da elipse

Ox? + 4y? = 36

de centro na origem, encontre os vértices e focos da elipse.

2
Dividindo por 36, obtemos: % + 4 =1

9
Qual € o valor de a? e b?
O eixo focal esta no eixo x ou no eixo y? Como identificar?



CONICAS— ELIPSE

Exemplos:
Dada a equacao da elipse

Ox? + 4y? = 36

de centro na origem, encontre os vértices e focos da elipse.

2
Dividindo por 36, obtemos: % + 4 =1

9
Qual € o valor de a? e b?
O eixo focal esta no eixo x ou no eixo y? Como identificar?

Faca figura usando Geogebra



CONICAS— ELIPSE
Ox? + 4y? = 36

X2 y2
4L =1
4 79

Encontre as coordenadas dos

vértices :
A, Ay, B1 & B>

focos:
Fler




CONICAS— ELIPSE

Exercicios:
2) Determine a equacao da elipse de focos

Fl(_lf 1) € F2(1f _1)
e eixo maior 4V/2 .

3) Determine a equacao da elipse cujos focos sao

F].(_3f 0) € FZ(Of 4)

e a soma dos raios focais é 7.



CONICAS— ELIPSE

Exercicios:
2) Determine a equacao da elipse de focos

Fl(_lf 1) € FZ(]-: _1)
e eixo maior 4V2 .
HméH + H@’H —4v2 =7x*—2xy+7y*—-48=0

3) Determine a equacao da elipse cujos focos sao

F].(_3f 0) € FZ(Of 4)

e a soma dos raios focais € 7.
Hﬁ” + H@H = 7 = 40x% — 24xy + 33y + 168x — 168y = 0



CONICAS— ELIPSE

Exemplos:
4) Mostre que 4x? + 16y* —24x — 32y — 12 =0
€ a equacao da elipse e determine seus vértices e focos.



CONICAS— ELIPSE

Exemplos:
4) Mostre que 4x? + 16y* —24x — 32y — 12 =0
€ a equacao da elipse e determine seus vértices e focos.

(x-3)°  (y—1)* _
6 +t— g 1

Faca a figura no Geogebra



CONICAS— ELIPSE

Teorema: O centro de uma elipse esta no ponto (h,k) e a
distancia do centro a cada um dos focos € igual a c.
i) Se o eixo focal da elipse € paralelo ao eixo x, entao sua

equacao € (x —h)2  (y — k) )
2 T p *

ii) Se o eixo focal da elipse é paralelo ao eixo y, entao sua

equacao €
(x=h2?, (y=K?_,
b2 az
Para cada uma das elipses, a € o comprimento do semi-eixo

maior, b € o comprimento do semi-eixo menor e
a’ =b*+c’




CONICAS— ELIPSE

Exemplos:
Os vértices de uma elipse tem coordenadas (-3,7) e (-3,-1)

e tal que C = 2\/5 . Determine as equacoes das elipses,
seu centro, vértices e focos.



CONICAS— ELIPSE

Exemplos:

Os vértices de uma elipse tem coordenadas (-3,7) e (-3,-1)
e tal que C = 2\/5 . Determine as equacoes das elipses,
seu centro, vértices e focos.

(I) Se eixo focal paralelo ao eixo v.

(x+3)°  (y=3)° _

4 16 L

(II) Encontre a equacao se o eixo focal € paralelo ao eixo x.

Sol_duas_elipses.ggb



CONICAS— ELIPSE

Exercicio:
Considere a equacao da elipse:

X?+4y? +2x — 12y +6 =0

Determine as coordenadas do centro, vértices,focos, o
comprimento do eixo maior e do eixo menor.



CONICAS— ELIPSE

Exercicio:
Considere a equacao da elipse:

X2+ 4y’ +2x—-12y+6=0

Determine as coordenadas do centro, vértices,focos, o
comprimento do eixo maior e do eixo menor.

2
(x+1)*  v=3) _,
4 1

Encontre as coordenadas dos pontos pedidos.




CONICAS

HIPERBOLE




CONICAS— HIPERBOLE
Definicao:
Uma hipérbole com focos em F; € F> é o conjunto dos

pontos P(x,y) do planos tais que
— — 2
’ HPF1H B HPFZH ’ e constante.

Tomando HFlFZH = 2c, entao

se O<ax<c

[[PFe]| = [[Pee] | = 22




CONICAS— HIPERBOLE

Escolha eixos coordenados para determinar a equacao
candnica ou reduzida da hipérbole com focos em 1€ Ff2

[ R =22 o<aee
assintota

[P [P = 22 o

W

A1

F1(-c.0)
F2( c,0)
A1(-a,0)
A2( a,0)

CF1 | | F2

[PFs]| - [[PPe] = ~2a 2

Assintota



CONICAS— HIPERBOLE
Resolvendo HW-—IH _ H?FZH = 2a (1)




CONICAS— HIPERBOLE
Resolvendo HW-—IH _ H?FZH = 2a (1)

VX+c)2+y2=2a++/(x-c)2+y?2 =




CONICAS— HIPERBOLE
Resolvendo H?’FIH — H?FZH =2a (1)

VX+c)2+y2=2a+/(x-c)2+y2 =
(V(x+0)2+y2)? =(2a+V/(x—c)2+y?2)?* =




CONICAS— HIPERBOLE
Resolvendo H?’FIH — H?FZH =2a (1)

VX+c)2+y2=2a+/(x-c)2+y2 =
(V(x+0)2+y2)? =(2a+V/(x—c)2+y?2)?* =

x2+2cx+c?+y?=4a’+4a/(x —c)2+y2+x%? - 2cx + ¢t + y?



CONICAS— HIPERBOLE
Resolvendo H?’FIH — H?FZH =2a (1)

VX+c)2+y2=2a+/(x-c)2+y2 =
(V(x+0)2+y2)? =(2a+V/(x—c)2+y?2)?* =

x2+2cx+c?+y?=4a’+4a/(x —c)2+y2+x%? - 2cx + ¢t + y?

dex —4a’ =4a\/(x —c)2+y?2



CONICAS— HIPERBOLE
Resolvendo H?’FIH — H?FZH =2a (1)

VX+c)2+y2=2a+/(x-c)2+y2 =
(V(x+0)2+y2)? =(2a+V/(x—c)2+y?2)?* =

x2+2cx+c?+y?=4a’+4a/(x —c)2+y2+x%? - 2cx + ¢t + y?

4ex —4a’ =4a/(x —c)2+y?2 =  (cx—a?) =(a\/(x <:)2+y2)2



CONICAS— HIPERBOLE
Resolvendo HFFIH — H?FZH =2a (1)

VX+c)2+y2=2a++/(x-c)2+y?2 =

(V(x+c)2+y2)?=(a+V/(x-c)2+y?2)? =

X?+2cx+c?+y?=4a’+4a/(x —c)2+y2+ x> - 2cx + c? + y?

4cx —4a’ =4a/(x—c)2+y2 = (cx—a’) =(a\/(x c)2+y2)2

c’x? — 2a’cx + a* = a? (xz —2cx+ ¢’ + yz) =



CONICAS— HIPERBOLE
Resolvendo HFFIH — H?FZH =2a (1)

VX+c)2+y2=2a++/(x-c)2+y?2 =

(V(x+c)2+y2)?=(a+V/(x-c)2+y?2)? =

X?+2cx+c?+y?=4a’+4a/(x —c)2+y2+ x> - 2cx + c? + y?

2
4cx —4a =4a/(x—c2 +y? = (x-a)?=(a/(x—c) +y?)
c’x? — 2a’cx + a* = a? (xz —2cx+ ¢’ + yz) =

(C2 o aZ)XZ o 2 2 — (C 2)32 =



CONICAS— HIPERBOLE
Resolvendo HFFIH — H?FZH =2a (1)

VX+c)2+y2=2a++/(x-c)2+y?2 =

(V(x+c)2+y2)?=(a+V/(x-c)2+y?2)? =

X?+2cx+c?+y?=4a’+4a/(x —c)2+y2+ x> - 2cx + c? + y?

2
4cx —4a =4a/(x—c2 +y? = (x-a)?=(a/(x—c) +y?)
c’x? — 2a’cx + a* = a? (xz —2cx+ ¢’ + yz) =
(C2 o aZ)XZ o 2 2 — (C 2)32 =

Como O<a<c = c?°—-a*>0 e



CONICAS— HIPERBOLE
Resolvendo HFFIH — H?FZH =2a (1)

VX+c)2+y2=2a++/(x-c)2+y?2 =

(V(x+c)2+y2)?=(a+V/(x-c)2+y?2)? =

X?+2cx+c?+y?=4a’+4a/(x —c)2+y2+ x> - 2cx + c? + y?

2
4cx —4a =4a/(x—c2 +y? = (x-a)?=(a/(x—c) +y?)
c’x? — 2a’cx + a* = a? (xz —2cx+ ¢’ + yz) =
(C2 o aZ)XZ o 2 2 — (C 2)32 =

Como O<a<c = c?-a*>0 e p2=c?2-32



CONICAS— HIPERBOLE
Resolvendo HFFIH — H?FZH =2a (1)

VX+c)2+y2=2a++/(x-c)2+y?2 =

(V(x+c)2+y2)?=(a+V/(x-c)2+y?2)? =

X?+2cx+c?+y?=4a’+4a/(x —c)2+y2+ x> - 2cx + c? + y?

2
4cx—4a? =4a/(x—c) +y2 = (x-a)? = (aV/(x—c) +y?)
c’x? — 2a’cx + a* = a? (x2—2cx+c2+y2) =
(CZ—BZ)XZ— 2 2—(C 2)32 =
Como O<a<c = c*>—a’>0 e p?2=c?2_32

b2x2 — a%y? = b%a? =



CONICAS— HIPERBOLE
Resolvendo H?’FIH — H?FZH =2a (1)

VX+c)2+y2=2a+/(x-c)2+y2 =
(V(x+0)2+y2)? =(2a+V/(x—c)2+y?2)?* =

x2+2cx+c?+y?=4a’+4a/(x —c)2+y2+x%? - 2cx + ¢t + y?

2
dcx—4a? =4a/(x -2 +y? = (ox—a?)?=(aV/(x—c)2+y?)
c’x? — 2a’cx + a* = a¢ (x2—2cx+c2+y2) —
(CZ—BZ)XZ— 2 2—(C 2)32 =
Como O<a<c = c*—-a’°>0 e p?2=c?2_32

B2x2 — 322 = p232 = x* yz_ 2 _ 32 2
y© = ———==1 ,cc=a"+b

32 b2

=



CONICAS— HIPERBOLE

Forma canonica ou reduzida da hiperbole de focos no eixo X.

- —
[P = [PPe] | =22 0 <a<c

assintota

F1(-c.0)
F2( c,0)
A1(-a,0)
A2( a,0)

F1

Assintota




CONICAS— HIPERBOLE

OBS:
1) A hipérbole é simétrica em relacao aos eixos x e y. Isto é:

se (x,y) € um ponto da hipérbole, entao (-x,y),(x,-y) e (-x,-y)
também pertencem a hipérbole.

2) O eixo y nao intercepta a hipérbole:
assintota
2 2
X _ Y =1 ,2=a?+b? ; F1(-c.0)
az b2 . F2( c,0)
3) A excentricidade e, ‘ ’ Al(-a.0)
] A2( a,0)
e_c_x/a2+b2 Al C o
T a 3 R R
e > 1 pois a=c> a
Assintota




CONICAS— HIPERBOLE

Reciprocamente, podemos determinar a forma candnica ou

reduzida da hipérbole de focos no eixo y.

assintotas hiperbole

O<ac<c

_ d
¥y=- h X

F2

[P [[PFe] | = 22




CONICAS— HIPERBOLE

Exemplo:

1) Os vértices de uma hipérbole sao os pontos (0,3) e (0,-3) e
seus focos sao (0,5) e (0,-5). Determine a equacao da hipérbole,
O comprimento de seus semi-eixos transversos (2a) e sua excen-
tricidade .

Solucgao:



CONICAS— HIPERBOLE

Exemplo:

1) Os vértices de uma hipérbole sao os pontos (0,3) e (0,-3) e
seus focos sao (0,5) e (0,-5). Determine a equacao da hipérbole,
O comprimento de seus semi-eixos transversos (2a) e sua excen-
tricidade .

Solucao: eixo focal no eixo y

A1(0,-3) e A5(0,3)=a=3

F.(0,-5)e F»(0,5)=c=5

c? =a’+b?

b=+25-9=b=4



CONICAS— HIPERBOLE

Exemplo:

1) Os vértices de uma hipérbole sao os pontos (0,3) e (0,-3) e
seus focos sao (0,5) e (0,-5). Determine a equacao da hipérbole,
O comprimento de seus semi-eixos transversos (2a) e sua excen-

tricidade .

Solucao: eixo focal no eixo y
A1(0,-3)eAx0,3)=a=3 .o
F1(0,-5)e F(0,5)=c=5

c? =a’+b?

b=+25-9=b=4

hipérbole

1F2

A2

y?  x*_
9 25
Comprimento eixo transverso 2a=6,

e=c/a=5/3>1

1

a1

1F1




