Aula 11 — Poligonos Regulares

Na Aula 3, em que apresentamos os poligonos convexos, vimos que um
poligono regular é um poligono convexo tal que:
a) todos os lados sdo congruentes entre si;
b) todos os angulos sdo congruentes entre si.
Assim, o triangulo equilatero é o triangulo regular e o quadrado é o quadrilatero
regular.

Um poligono regular é equilatero e equiangulo.
Teorema Fundamental

Dividindo-se uma circunferéncia em n (n > 3) arcos congruentes entre
si, entao:
a) as cordas que unem os pontos de divisao consecutivos formam um poligono
regular inscrito, com n lados.
b) as tangentes tragadas pelos pontos da divisao determinam um poligono
regular de n lados circunscrito a circunferéncia.
Prova:
Seja uma circunferéncia dividida em n (n > 3) arcos congruentes pelos pontos
A B C D, E, ...

B

C A
D,
E
a) Temos que: AB=BC=CD=DE= --- e vamos provar que o poligono
ABCDE - -- é regular.
B
C_— A

N\

Os lados desse poligono sao congruentes entre si, pois em um mesmo circulo

cordas que subentendem arcos congruentes sao congruentes.
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Os angulos desse poligono sao congruentes entre si, ja que sao angulos ins-
180°(n — 2)
n

critos de mesma medida e todos medem , n € o numero de lados
desse poligono.

Dai, o poligono ABCDE- - - é regular.

b) Temos que A’B’, B'C’, C’D’, D’E’,... sdo segmentos tangentes a circun-
feréncia nos pontos B, C, D, E, ..., A.

Vamos provar que A’, B, 7, D’,... é regular.

Os triangulos isésceles AA’B, BB’C, CC’D, DD’E,. .. sao congruentes entre
si pelo caso ALA, ja que tém congruentes os lados AB, BC, CD, DE,... e
o angulos adjacentes a esses lados, pois sao angulos de segmento de mesma
medida.

Da congruéncia desses triangulos, vem que:

A=B=C=D'=---e AA'=AB=BB=BC=CC'=CD=---

somando por exemplo:
A'B+ BB =BC+CC' = A'B'=B'('
Logo,
A'B = B'C
De maneira similar temos que
AB=BC'=CD =--.
Dai, o poligono A’'B’C’D’. .. é regular.
Propriedade 1: Todo poligono regular é inscritivel em uma circunferéncia.
Prova:

Seja ABCD --- RS o poligono regular (vamos tomar o hexdgono ABCDEF

por exemplo).




E F

Pelos pontos A, B e C tracemos a circunferéncia v e seja O o seu centro.
Provemos que v passa pelos demais vértices do poligono.

Vamos provar que D € 7.

Sejam os triangulos OBA e OCD.
Temos que: A OBA = A OCD pois

AB = C'D(lado do poligono regular)
OB = OC(raios da circunferéncia) =
OBA = OCD

pois, como no tridangulo isésceles BOC, OCB = OBC e que DCB = ABC,
vem que OBA = OCD, entao

OA—0D=Decn.

De maneira similar, provamos que E € v, F € ~,---

Da unicidade da circunferéncia que passa por A, B, e C, sai a unicidade

de ypor A, B, C, D, --- R, S.
Dai, todo poligono regular é inscritivel a uma circunferéncia.

Propriedade 2: Todo poligono regular é circunscritivel a uma circunferéncia.
Verificar!!!

Nota:

1) As duas ultimas propriedades sao reciprocas do Teorema Fundamental.

2) As circunferéncias inscrita e circunscrita a um poligono regular sdo concéntricas.
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Elementos de um poligono regular

. Centro de um poligono regular é o centro comum das circunferéncias

inscrita e circunscrita.

Na figura, O é o centro do poligono regular ABCDE. . ..

. Raio de um poligono regular é o raio da circunferéncia circunscrita.

Na figura, OA é um raio do poligono regular ABCDE. . ..

. Apdtema é o segmento cujos extremos sao o centro do poligono regular

e o ponto médio de um lado.
Na figura, OM é um apotema do poligono regular ABCDE. . ..

O apotema é congruente com o raio da circunferéncia inscrita.

. Angulo céntrico de um poligono regular ¢ o angulo formado por dois

raios consecutivos.

Na figura, AOB é um angulo céntrico de um poligono regular de n
360°

n

lados cujo valor é

Relagoes métricas

Célculo do lado e do apdtema dos poligonos regulares em funcao do

raio do circulo circunscrito a estes poligonos.
Vamos denotar que para um poligono regular de n lados:
l,, - medida do lado.

a, - medida do apdétema.




Quadrado

a) Construggo:

Inscrever um quadrado em um circulo de raio R; tragam-se dois diametros
perpendiculares AC e BD. A circunferéncia fica dividida em quatro arcos con-
gruentes, por corresponderem a angulos centrais congruentes, e o quadrilatero

ABCD é um quadrado inscrito.

b) Calculo do lado em fung¢do de R:

No triangulo retangulo isésceles AOB, temos:
2=R’+R?=2R*= I, = RV2.

c¢) Calculo do apétema em fungdo de R:
O apdétema O M sendo altura do triangulo retangulo AOB relativo a hipotenusa

AB é também mediana.

li  RV2
U= =

Rv?2
ay = ———
2 2

Hexagono regular

a) Célculo do lado em fun¢do de R:
Considere AB o lado de um hexagono regular inscrito em uma circunferéncia
de raio R.
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. - 180° — 60°
O triangulo AOB é is6sceles = m(OAB) = m(OBA) = — = 60°.

Dai, A AOB é equilitero = AB=0A=0B =R
Logo,
l6 — R

b) Célculo do apdtema em fungdo de R:

R 2
A AMO retangulo = a2 + (5) = R?
R?  3R? RV3
S =BT = T e =

c) Construgdo:

Inscrever um hexagono regular em uma circunferéncia de raio R; ¢ suficiente
marcar consecutivamente, a partir de um ponto A da circunferéncia, com a
abertura do compasso igual ao raio, os arcos AB, BC, --- e tracar as corres-

pondentes cordas.

Triangulo equilatero

a) Constru¢do:
Dividir a circunferéncia em 6 partes congruentes, a partir de um ponto A
qualquer, obtendo-se B, C, D, E e F.

A
B F
0-
7 :
D

Ligar os pontos A com C, C com E e E com A obtendo o A ACE, que é

equilatero.

Note que ABC' = CDE = FFA = 120°.




b) Célculo do lado em fun¢do de R:

Seja ABC um triangulo equilatero inscrito em uma circunferéncia de raio R.

A

Trace o diametro AD, observe que BD= 60° = BD =3 = R

A ABD retangulo = AB" + BD" = AD"

=P24+R=(2R?*=>12=3R*=1;=RV3

c¢) Calculo do apétema em fungdo de R:

A

@
[o]
(@)

—— 0D
O quadrildtero BDCO ¢ um losango = OM = 5

Dai,

a3 —

o %

Exercicios Resolvidos
1. Calcule a medida do angulo céntrico de um decagono.

Solucgao:
Temos que o angulo céntrico é:

360° N 360°
e =
n 10

= 36°.
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2. Calcule a medida do lado de um quadrado inscrito em um circulo

de raio 10 cm.

Solucgao:
Temos que [, = RV2 = 1, = 10v/2 cm.

3. Calcule o lado de um triangulo equilatero inscrito em um circulo,

sabendo que o lado do hexdgono inscrito nesse circulo mede 5v/6 cm.

Solucgao:
Temos que Is = RV3 e g = 5V6.
Mas
ls=R =13=5/6-V3
= I3 =5V18 =5-3V2 = 152
= I3 = 15v/2 cm.

4. Calcule o perimetro de um triangulo inscrito em um circulo, sabendo

que o apétema do quadrado inscrito nesse circulo mede 3v/5 cm.

Solucgao:

Temos

ay = 9

R 0 VW

Como

Logo, o perimetro pedido é: 313 = 3 - 3v/30 = 9/30.

5. Determine a razao entre o apétema do quadrado e o apotema de um

hex4dgono regular, inscritos em um circulo de raio R.

Solucgao:

Temos que
Lo BVEZ L RVE a BE V2VE VG
T °T 2 ag BB 33 3

v ‘




Decagono regular

a) Célculo do lado em fun¢do do raio:
Seja AB o lado de um decdgono regular inscrito em uma circunferéncia de

raio R.

O angulo central AOB é tal que:

A 360°
AOB) = = 36°
m(AOB) =5
No triangulo isésceles AOB, os angulos A e B de medidas a e (r+s) valem
180° — 36° o
cada um — 5 = 72°.

Tracando a bissetriz BC' do angulo B, temos

T

=8 =

= 36°

entdo o triangulo OBC é isésceles e OC = BC.
No A ABC temos que b = 180° — 36° — 72° = 72°
= A ABC éisésceles = AB = BC = OC = Iy

Usando o Teorema da bissetriz interna

Lo  R—lo

R I

= =

Q|| ©
S
SIS
= A

R
:Z%OZRQ—R'ZH)#ZN:(\/5—1)'5

Segmento aureo
Definicdo: Seja um segmento AB e C' um ponto de AB, tal que:

AC® =AB-BC (1),

O segmento AC, cuja medida satisfaz a relacao (1) é o segmento dureo do

segmento AB.
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B

C
z |

a |

Considerando AB = a e AC = x e substituindo em (1) vem:

?=ala—z)=1*+ar—a*=0

—a+a\/5_a

~(vV5—1)
—a £ +va?+ 4a? 2 2
xr = =
2
—a — a\/g N
— (Nao serve)

= o =40 = (V5-1)3

Observagao:

R
Note que o segmento de medida (/5 — 1)5 ¢ o segmento aureo do raio.
b) Construg¢do de um segmento dureo

1) Trace uma circunferéncia de centro A e raio a.
2) Trace o diametro BD e o raio AE perpendiculares.

3) Considere o ponto médio M de AD.

4) Transporte ME sobre o diametro BD, achando o ponto C.

5) Ache AC, que é o segmento procurado.

Justificativa:
A EAM é retangulo.

4 4 2

ME:M(J:\/a2+a—2 ba? _ av5

CEDERJ




Dai,
av/b

AC =MC —MA =

De forma similar, como
R
lio = 5(\/5 -1)

construimos o lado do decdgono regular inscrito em uma circunferéncia de

raio R.

c¢) Calculo do apétema em fungdo de R:
No A AMO retangulo temos:

OM = A0° — AM"

2 AT—F—B
onde: Lio
OM = 10
A0 = e
S lio R
AM = — = — —1

Dai,

R 2 R?
a2, = R? — (Z(‘/g_l)) :a§0:R2—E(5+1—2\/5)

O 16R? — R?(6 — 2+/5) T R%(10 + 2/5)
0’10 - 16 0’10 - 16

R /
@alozz 10+2\/5
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Pentagono

a) Célculo do lado em fung¢do do raio:

Considere AB o lado do decdgono regular.

Prolongue AB, de modo que AC = AO = R.

Trace OC; o segmento OC' é o lado do pentagono regular inscrito na circun-
feréncia de raio AO = AC = R, porque o angulo CAO mede 72°.

Pelo ponto C; trace a tangente CD a circunferéncia.

Por propriedade de relagoes métricas no circulo temos:

CD’=4C-CB (1)

Mas AB é segmento &ureo do raio AC' = R, entdo

AB°=AC-CB (2).
De (1) e (2) vem que:
CD = AB.
Dali,
CD = by.

Portanto, o triangulo OCD tem por hipotenusa o lado do pentagono regular

e por catetos os lados do hexdgono regular e do decdgono regular, ou seja:

R 2
lgzlgﬂfo:l?,:}%%r((\/g—l)a)

2
:>l§:R2+RI(5+1—2\/5)

R2
:l§:Z(4+6—2\/5)

R
;»15:5\/10—2\/5
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b) Construgdo:

1) Construir o lyo.

2) Construir um triangulo retangulo de catores R e .

3) A hipotenusa desse triangulo é o [5.

Expressao geral do apotema de um poligono regular

Seja AB o lado de medida [, de um poligono regular de n lados. Seja
OM o apdétema desse poligono de medida a, e R o raio da circunferéncia
circunscrita.

B
ln
2/
A a,
Do A AOM temos:
L\? 12
2 2 mn 2 _p2_1n
R =a +(2) =a R 1
o 4R? l%: 4R? —[2
tn = 1 tn ="
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Expressao geral do lado de um poligono regular de 2n

lados em funcao do de n lados

Seja AB o lado de medida [,, de um poligono regular de n lados. Trace

o diametro CD perpendicular a corda AB.

O ponto C divide o arco AB em dois arcos congruentes e dai AC sera o lado
do poligono de 2n lados, cuja medida vamos denotar por ly,.

Do triangulo retangulo CAD vem:

AC°=CD-CM (1)

Mas L L o o
CM=R-0OM, CD=2R, AC=Iy,

__ JIF-E ,
OM = B (apétema do poligono de n lados).

Substituindo estes valores em (1) vem:

AR — 2
12 =2R (R - fn)

2 —2R*— R\ARE_ 2
b = \/2R? ~ R\/IR? 2
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Exercicios Resolvidos

6. Calcule a medida do lado de um dodecédgono regular em funcao do

raio R da circunferéncia circunscrita.

Solucgao:

Temos que:

l1g = \/2R2 — Ry\/4R? — 2.
Mas lg = R, entao

ly =V2R2 — RVAR? — RZ = \/2R? — R2\/3

=/ R*(2-V3)=RV2-3
LOgO, llg = R\/ 2 — \/g
Comprimento de uma circunferéncia

Segmento retificante da circunferéncia

Retificar uma circunferéncia é determinar um segmento, denominado
segmento retificante da circunferéncia, cujo comprimento seja o comprimento

da circunferéncia.

A figura seguinte mostra que P P, é o segmento retificante da circunferéncia.

A=P; C B A=P;

Seja um poligono regular inscrito em uma circunferéncia. Se dobrar-

mos o numero de lados desse poligono, basta tomar os pontos médios dos
arcos correspondentes para obter um novo poligono regular cujo perimetro
tem medida maior que o poligono anterior. Se dobrarmos sucessivamente e
indefinidamente o nimero de lados desse poligono, teremos o perimetro de

um poligono que se aproxima do comprimento da circunferéncia circunscrita.
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Definicao: Comprimento de uma circunferéncia é o nimero para que tendem
os perimetros dos poligonos inscritos nessa circunferéncia quando o ntimero

de lados aumenta indefinidamente.

Teorema: A razao entre o comprimento de uma circunferéncia qualquer e
a medida do didametro é constante.

Prova:

Considere duas circunferéncias de raios R; e Ry e comprimentos C e Cs,

respectivamente, e suponha os poligonos regulares de n lados, inscritos nessa

== TR o~

/ N\ RN
\ \"" )
X~~~ e

Temos que os poligonos regulares inscritos sao semelhantes e dai,

circunferéncia.

PR

=
Pz Ry

onde P! e P? sao os respectivos perfmetros.

Fazendo o nimero de lados crescer indefinidamente, as medidas dos perimetros

P} e P? vao tender para C; e Cy que sdo os comprimentos das circunferéncias.

G _ R G 2R
Cy Ry Cy 2R,
Logo,
G _ G
2R, 2R,




Exercicios Resolvidos

7. Determine o valor de 1 radiano em graus.

Solucgao:
Temos que:
d — 180° 180 -1
T == ~ 57°17 se 1 & 3, 1415.
lrad — « m

8. Se o raio de uma circunferéncia aumenta 1 metro, quanto aumenta

0 seu comprimento?

Solucgao:
Seja a circunferéncia de raio R = o comprimento C' = 27 R.

Aumentando R de 1 metro, vem: R+ 1 = o novo comprimento é:
C'=2r(R+1)=2rR+2r=C+ 27

O comprimento aumenta 27 metros.

9. Uma pista circular foi construida por duas circunferéncias concéntricas,

cujos comprimentos sao de 1.500 metros e 1.000 metros aproximada-

mente. Quanto mede sua largura?

Solucgao:
Pista A’ ki
Temos que:
750
1.500 =27Ry = Ry = —
500

1.000 =27Ry = Ry = —.
™
A largura da pista circular é:

750 500 250
R, — Ry = — — — = — metros.
s s T
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Nota:
A razao constante do comprimento da circunferéncia para a medida do diametro
é representada por 7.

Assim,

C

Sp= T (1)

Expressao do comprimento de uma circunferéncia

De (1) vem que
C =21R

onde C' é o comprimento da circunferéncia e R é o raio da circunferéncia.

Comprimento de um arco de circunferéncia

O comprimento de um arco de circunferéncia, que vamos denotar por [, é
proporcional & sua medida (o).

Seja o em graus:
360° — 27R TR

«

Definicdo: Denomina-se 1 radiano todo arco de circunferéncia cujo compri-

mento ¢é igual ao comprimento do raio da circunferéncia que o contém.

B -

7

Irad

Temos que:

lrad = AB=R, AB=1; — comprimento do arco AB.

2rad — Iy =2R, ly — comprimento do arco para 2 rd

arad — [=aR




ou seja,

l=aR (1),

onde

[ — comprimento do arco AB.

o — angulo em radianos.

R — raio.

Dai, como o comprimento de uma circunferéncia de raio R é 27 R, usando

(1) vem:

2R = aR = o =27

dai, o angulo de 1 volta é 2.

Exercicios Resolvidos

10. Calcule o comprimento de um arco de 36° em uma circunferéncia

de raio 5 cm.

Solucgao:
Temos que:
I TR
~ 180
onde
R — raio = 5 cm.
a = 36°.
[ — comprimento do arco.
m-5-36
= =T.
180

Dai, o comprimento é 7 cm.

11. Qual a razao entre o comprimento de uma circunferéncia e o

perimetro de um triangulo equilatero inscrito?

Solucgao:
O comprimento da circunferéncia é 2r R, onde R é o raio.

O lado do triangulo equildtero inscrito no circulo é:
I = RV3 = o perimetro do triangulo é 3RV/3.
Dali, a razao pedida é:

21 R 2 ﬁ_?ﬂ\/g
3RV3 333 9
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Exercicios Propostos

1.

Qual o poligono regular cujo angulo céntrico mede 24°7

. Calcule o lado de um quadrado inscrito em um circulo de raio igual a

2\/5 cm.

. A altura de um triangulo equildtero inscrito mede 10 cm. Calcule o

lado do hexagono regular inscrito nesse mesmo circulo.

Qual a razao entre os lados de dois triangulos equilateros, um inscrito

e outro circunscrito & mesma circunferéncia?

. No hexégono regular ABCDEF da figura, o lado mede v/2 cm. Calcular:

a) o apdtema;
b) o raio do circulo inscrito;

c¢) a diagonal AC.

ED

. Determine a razao entre o apétema do quadrado e o apdétema de um

hexagono regular, inscritos em um circulo de raio r.

Um ciclista de uma prova de resisténcia deve percorrer 500 km sobre
uma pista circular de raio 200 metros. Determine o niimero de voltas

completas que ele deve dar.

Calcule o comprimento de uma circunferéncia, sabendo que o apotema

de um triangulo equilatero inscrito neste circulo é 3v/2 cm.

. N m .
. Em uma circunferéncia, um arco de — rad tem comprimento de 4 cm.

Calcule a medida do raio dessa circunferéncia.
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10. Um triangulo inscrito em uma circunferéncia de raio 10 cm determina
neste trés arcos cujos comprimentos sao proporcionais aos numeros 3,

4 e 5. Determine os angulos desse triangulo.

11. Um trator tem as rodas da frente com 0,60 metros de diametro e as
traseiras com o dobro desse diametro. Qual a distancia percorrida pelo

trator se as rodas da frente deram 2000 voltas a mais que as traseiras?

12. Calcule o comprimento da circunferéncia C' da figura abaixo.

0

13. Determinar a razao entre o perimetro do quadrado inscrito em um
circulo de raio R e o perimetro do quadrado circunscrito a esse mesmo

circulo.

14. O ponto mais baixo de uma roda gigante circular de raio R metros
dista 1 metro do solo. A roda estd girando com trés criancgas que estao,
duas a duas, a mesma distancia. Determine a altura de duas delas, no

momento em que a outra estd no ponto mais alto.

Gabarito

1. Pentadecagono.

2. 24/10 cm.

20
3. ? cm.
1
4. —.
2
6 6
5. a) g cm, b) g cm, ¢) /6 cm.

221 CEDERJ




CEDERJ

10.

11.

12.

13.

14.

|

398.

127v/2 cm.
24

— CIn.
™

45°, 60° e 75°.
24007 metros.

8m(v2 —1).

M‘T IS
=




