Aula 12 — Areas de Superficies Planas

Superficie de um poligono é a reuniao do poligono com o seu interior.

A figura mostra uma superficie retangular.

Area de uma superficie é um nimero real positivo a essa superficie. A area
expressa a medida de uma superficie numa certa unidade. Vamos considerar

como unidade a superficie de um quadrado de lado w.

u

Seja o retangulo de dimensao 5u e 3u.

A &area dessa superficie é igual a 15.

Superficies congruentes

As superficies de duas figuras congruentes sao denominadas congru-
entes se tém a mesma area.

Na figura, os triangulos sao congruentes e dai, area 5, = area p,.

T]_ T2

Superficies equivalentes

Duas superficies sao denominadas equivalentes se tém a mesma area.

Assim, as superficies das figuras 1 e 2 sao equivalentes.
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T 0T

figura 1 figura 2

areaggura 1 = area 7, + area g,
= alCdfigyra 1 = AlCafigura 2

areaggura 2 = area 7, + area p,

Vamos precisar de dois postulados para o estudo de dreas de superficies

planas.

1) Postulado da adigao de areas
Se a superficie de uma figura plana F' é a reuniao das superficies das figuras
Fy e F5 sem pontos interiores comuns, entao areap = areap, + areap,.

Na figura, a superficie F' é a reuniao das superficies I} e Fj.

F

2) Postulado da unidade de areas
A drea da superficie de um quadrado é o quadrado da medida do lado.

Na figura, o quadrado de lado a tem &rea a?.

Observacoes:

N

1) Quando nos referirmos a drea de um quadrado, de um triangulo, etc.,

estamos nos referindo a area da respectiva superficie.

2) Em um retangulo, dois lados adjacentes constituem a base e a altura e

sao denominados dimensoes do retangulo.
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Area de um retangulo

Teorema 1: A area de um retangulo é o produto da base pela sua altura.
Prova:

Considere um retangulo de base a, altura b e drea Ag.

a
b-

Vamos considerar os quadrados de lados a, b e a + b.

a b
a a? AR a
b AR b? b
a b

Temos pelos postulados de areas que:

a’+ Ar + Ar + b* = (a + b)*
= a?+2Ap+ b =a®+ 2ab+ b?
= Arp=ab

Teorema 2: Todo paralelogramo € equivalente a um retangulo de base e altura
respectivamente congruentes as do paralelogramo.
Prova:

Seja o paralelogramo ABCD da figura.
A b D

I
I
I h
I
|

[
B E C

al
-

Trace pelos vértices A e D as perpendiculares AE e DF a reta suporte do
lado BC.

Vamos provar que A ABE = A DCF.

De fato,

{ AB = CD (lados opostos de um paralelogramo) Caso Esnecial
aso Especia

AE = DF (altura do paralelogramo)
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entao a area do paralelogramo ABCD é equivalente a drea do retangulo

AEFD, ja que as areas sao iguais.

A b D
o
/o
/
h s
// |
/ |
[e] Lo @
B E C F

Consequéncias: Denotando por b e h as medidas da base e altura comuns,

vem:
Ap=A
PR = Ap=0b-h
Ar=b-h (Teorema 1)
Logo:
A area de um paralelogramo ¢ igual ao produto da base pela altura.

Area de um triangulo

Teorema 3: A area de um triangulo é igual a metade do produto da base pela
altura.
Prova:

Considere o triangulo ABC de base b e altura h.

>

>

ol

B b C
Trace AD e CD, respectivamente, paralelas aos lados BC e AB, dai temos o

paralelogramo ABCD.

B
Temos que A ABC = A CDA, pois

AD = BC A -
AB=0CD (LLL):ATZTP:T

AC comum

ja que Aaapc = Aacpa
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Area de um losango

Teorema 4: A area de um losango é igual a metade do produto das diagonais.
Prova:
Seja o losango ABCD de centro E cujas diagonais AC' e BD medem, respec-

tivamente, D e d.

I\)‘U

A diagonal BD divide o losango em dois triangulos ABD e CDB.
Pelo postulado de adi¢ao de areas vem:

d-

Pl

d-

ol

A = Aaap + Aacps = +

D D D
= A=+ 5 =4

2
= A, =121

w‘
w‘

Area de um trapézio

Teorema 5: A area de um trapézio é igual a metade do produto da altura

pela soma das bases.

Prova:
Seja o trapézio ABCD de bases by e by e altura h.
A by B
h
D by C

Podemos dividir este trapézio em dois triangulos que sao: A ADC e A ABC

de mesma altura h.

A A by B
h
: io
g . C C
entao bo-h bi-h (by + bp)h
A’I‘rapézio = QT + 12 = ATrapézio - %
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Area de um poligono regular

Teorema 6: A drea de um poligono regular é igual ao produto do semiperimetro
pelo apotema.

Prova:

Considere o poligono regular sendo:
n — numero de lados,

a — medida do apotema

[ — medida do lado e

p — semiperimetro.
[e]

Podemos decompor esse poligono em n triangulos de base [ e altura a, entao
l-a
APoll’gono =n- 9

Como nl = 2p (perimetro), entao

2pa
APoh'gono = 7 = APoh'gono = pa

Exercicios Resolvidos
1. Determine a area de um quadrado em func¢ao da sua diagonal d.

Solucgao:
Seja o quadrado de diagonal d.

l

Temos que a area de um quadrado é:

2
Aquadrado =1

d2
d2:l2+l2:>l2:5

Logo,
d2
Aquadrado - 5
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2. Determine a area de um triangulo equilatero de lado a.

Solucgao:

Seja um triangulo equildatero ABC de lado a e altura h.

No A AHC temos:

a? 3a?
_ aV3
= h=%"
Logo, a area pedida é:
A _a-h_a-aT‘/g_aQ-\/g:A _aQ\/g
T2 T 2 T4 Ty

3. Dois lados de um triangulo medem 10 cm e 20 cm e formam um

angulo de 60°. Calcule a area desse triangulo.

Solucgao:
Seja ABC o triangulo da figura, onde AB = 10 cm, BC = 20 cm e
AH = h.

A
10/,
60°
ol
B H ‘C
20 -
Temos que
20h
AAABC - 7 — 10h (1)
No A AHB

h 3
sen60°:1—0:>h:10-sen60°:10-%25\/§:h:5\/§ (2)

Substituindo (2) em (1), vem:

A=10-5V3 = A =50V3 cm?
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Observacao:
Se dois lados de um triangulo medem a e b e formam um angulo «,

entao a area desse triangulo é:

absen a

A
2

4. As diagonais de um paralelogramo medem 10 metros e 20 metros e

formam um angulo de 60°. Achar a area do paralelogramo.

Solucgao:
Seja um paralelogramo com diagonais que medem 10 metros e 20 metros
e formam um angulo de 60°. As diagonais se cortam ao meio.

B C

Temos que

Aparalelogramo = Aaocs + Aaoas + Aaocp + Aroap

__ 5-10sen 120° 5-10 sen 60° 5-10 sen 60° 5-10sen 120°
AParale] ogramo — 2 + 2 + 2 + B)

Como sen 120° = sen 60° = @, vem:

4-5-102  4.5.10/3
APara]e]ogramo - 9 2 = 1 \/_ = 50\/5 Cm2

5. Um triangulo equilatero, um quadrado e um hexagono regular tem
o mesmo perimetro que é 120 cm. Determinar a razao entre a soma das
areas do triangulo equildtero e do quadrado para a area do hexagono

regular.

Solucgao:

O triangulo equildtero tem perimetro 120 cm, entao o lado desse triangulo

é % cm = 40 cm, pelo Exercicio 2, a area desse triangulo é

_40%V3

= 400V3 cm?

S

O quadrado tem perimetro 120 cm, entao o lado desse quadrado é

1421—0 cm = 30 cm, temos que a area do quadrado é:

Sy = 30% = 900 cm?
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O hexagono regular tem perimetro 120 cm, entao o lado desse hexagono

é % cm = 20 cm e sua area é:
6 - 20%v/3
Sg = T\/_ = 600\/§ Cm2
20
20 20

A

Si+S;  400v34900 4v3+9 V3 12+49V3  4+43V3
S3 600v/3 6vV3 V3 18 6

Dali, a razao pedida é:

Expressoes da area de um triangulo

1) Area de um triangulo em funcgao dos lados

Sejam a, b e ¢ as medidas dos lados de um tridngulo ABC e p = %btc
A
. b
hq
B T c

Temos, pelo Exercicio Proposto 15 da Aula 10, que:

he = Vol — @)~ D)o 0)

Logo, a area do triangulo ABC é:

2
_ ahe _ 9z\/P(p—a)(p=b)(p—c)
S = e =

= S=/plp—a)p—b)p—o)

2) Area de um triangulo ABC em funcio dos lados e do raio r da

circunferéncia inscrita

Considere o triangulo ABC' da figura, sendo 7 o raio do circulo inscrito e os

lados desse triangulo sendo a, b e c.
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Sendo S a area do triangulo ABC, temos:

ar br cr rla+b+c
S:SIBC+SIAC+SIAB:5+E+E:¥:>S:p7“

3) Area de um triangulo em funcio dos lados e do raio do circulo

circunscrito

Considere o triangulo ABC da figura, sendo a sua area S, inscrito em um
circulo de raio R e centro O. Trace pelo vértice a altura AH de medida h, e
o diametro AD.

ﬁf”\.
A — O i
(0]
R
D
Temos que
ah
S =1 1
2 ()

Sejam os triangulos AHB e ACD, temos

m(AHB) = m(ACD) = 90°
. . ~ = AAHB ~ AACD
m(ABH) = m(ADC) = 458 A4~

Logo, -
A _AB b _ b
AC AD " b 2R 2R
Substituindo (2) em (1) vem:




4) Area de um circulo

Teorema 7: A area de um circulo é o produto do nimero 7 pelo quadrado do

ralo.

Prova:

Pelo Teorema 6, temos que a area de um poligono regular é o produto

da medida do semiperimetro pelo apétema, ou seja, Apoiigono regular = P - @ -

Seja um circulo de raio R, considere os poligonos regulares inscritos e os cir-

cunscritos nesse circulo.

Com o crescimento do niimero de lados, as areas dos poligonos se aproximam

da area do circulo, assim como os seus perimetros se aproximam do perimetro

da circunferéncia e os apétemas se aproximam do raio do circulo.

;

In

Area do setor circular

setor
circular

Note que [, — 0, 2p — C e a, — R,
onde C' é o comprimento da circun-

feréncia.

Dali, a area do circulo é:
A, =7mR-R=7mR?>= A, = 1R?

Setor circular:
Seja, em um plano, um circulo de
centro O e um setor angular AOB,

conforme figura.

O conjunto dos pontos comuns ao
circulo e ao setor angular chama-se

setor circular.

MODULO 1 -

233

AULA 12

CEDERJ



CEDERJ

Note que se dobrarmos o arco (ou angulo central) dobra-se a area do setor;
triplicando o arco (ou angulo central), a area do setor é triplicada, e assim

por diante.

Dai, a drea do setor é proporcional ao comprimento do arco (ou a medida do

angulo central).

De um modo geral:

comprimento area )

27 R LR o A= =
™ setor — R = 9 setor —

l - Asetor

Logo, a area de um setor circular é igual ao semiperimetro do comprimento
do arco pelo raio.

Temos, também, que:

2r rad — wR? 4 _WRQ'&:A _aR?
o ra d B Asetor setor — 27T setor — 2
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Segmento circular

Seja, em um plano, um circulo e um

semiplano de origem na reta r secante
segmento

circular ao circulo, conforme a figura.

O conjunto dos pontos comuns ao
circulo e ao semiplano denomina-se

segmento circular.

Area do segmento circular

Seja, na figura, R o raio do circulo,
a é a medida do angulo central e [ o

comprimento do arco.

R? 1 R?
Asegmento = Asetor OAB — AAOAB = aT - §R -R-sena = 7(04 — sen Oé)

2 .
Agegmento = %(a —sen ), a em radianos.

Area da coroa circular

Coroa circular

Seja em um plano duas circunferéncias
de mesmo centro O, conforme a figura

ao lado.
Coroa circular ¢ a unido dessas

circunferéncias com os pontos do plano

compreendidos entre elas.

Area da coroa circular:
2 2 2 2
Acoroa = TR® — 1r* = Acoroa = T(R* — 1)
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Razao entre areas de dois triangulos semelhantes

Teorema: A razao entre as areas de dois triangulos semelhantes é igual ao
quadrado da razao de semelhanca.
Prova:

Considere os triangulos ABC e A’B’C’ e seja k a razao de semelhanca.

Al

B' H' c

Temos que:

AB_A(J_B(J_AH_k
AL AC BC AH

Sejam S e Sy as areas dos triangulos ABC e A’B’C’, entao

BC - AH B'C"- A’H’
s _BCAW - BO-AW
2 2
entao
Sl WQE Sl ,
S_2: BC-AH :/{/{:>S—2:k

2

Razao entre areas de dois poligonos semelhantes

Teorema: A razao entre as areas de dois poligonos semelhantes quaisquer é
igual ao quadrado da razao de semelhanca.

Prova:

A demonstracao desse teorema é analoga a anterior, dividindo os dois poligonos

de n lados em n — 2 triangulos ordenadamente semelhantes.

Exercicios Resolvidos

6. Determine a area da regiao hachurada, onde ABCD ¢ retangulo e

os raios das circunferéncias valem 1 cm.




~~
AN

Solugao:
Considere a figura dada, com os raios das circunferéncias igual a 1 cm.

Vamos achar a area hachurada.
Temos que:
12 T
S =1"—7-—=1-—
! L 4

Note que O117DT5 é quadrado e T Ong = 90°.
Dali, a area pedida é:

Sp:4(1—g>:(4—w) cm?

7. Considere um triangulo equilatero de lado a, onde foram tragados
trés circulos de raio §, com centros nos vértices desse triangulo. Calcule

a area exterior aos circulos e interior ao triangulo equilatero.

Solucgao:
Considere a figura com os dados do exercicio:
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Vamos entao achar a area hachurada. Note que
ABC = 60° = BCA = BAC

entao A, = Aaapc — %, onde A, é a drea do circulo de raio 3.

Entao,
4 _a2-\/§_7r-(%)2_a2-\/§_7m2
Py 2 4 8
2a% -3 —7ma®  a?(2v3 — )
A = 8 - 8

8. No canto A de uma casa de forma quadrada ABCD, de 4 metros de
lado, prende-se uma corda flexivel e inextensivel em cuja extremidade
livre é amarrada uma pequena estaca que serve para riscar o chao, o
qual se supoe que seja plano. A corda tem 6 metros de comprimento,
do ponto em que esta presa até sua extremidade livre. Mantendo-se a
corda sempre esticada, de tal forma que inicialmente sua extremidade
livre esteja encostada a parede BC, risca-se o contorno no chao, em
volta da casa, até que a extremidade livre toque a parede CD.

a) Faga uma figura ilustrativa da situagao descrita.

b) Calcule a drea da regiao exterior a casa, delimitada pelo tragado da

estaca.

Solucgao:

a)

b)Ap:”'TQQ+7T-62- +7T'T‘22:7T—i-277r—i-7T:297rm2

>
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9. O triangulo ABC é equilatero sendo 30 cm a medida do lado que
esta representado na figura. Determine o valor da altura = do triangulo

ADE, se este triangulo e o trapézio DBCE tém a mesma area.

Solucgao:
Considere a figura, sendo o A ABC equilatero, sendo

AB = AC = BC =30

h:¥:¥:15\/§ (1)

B C

Temos por resultado anterior que

SADE _ ({)2 (2)

Sapc

Considere

Sape =y (3)
= Sapc = Sapre + Stapaiopscr =2y (4)

ja que Sapr = STrapézioDBCE
Substituindo (1), (3) e (4) em (2) vem:
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10. Considere a circunferéncia, representada a seguir, de raio 2 cm e

os diametros AB e CD perpendiculares. Com centro em C e raio CA

foi tracado o arco AB. Determine a area da regiao assinalada.
c

Solucgao:
Seja a circunferéncia dada, com raio 2 cm e os diametros AB e CD

perpendiculares. Temos que

A

AC" =2 +2° = AC =2v2 e ACB=
Denotando a area pedida por A, vem que:

7r-(2\/§)2_2\/§-2\/§:87r 8

A, = Agetor —A = — ——=21—4
P tor CAB AACB 1 9 4 5 ™

Dai, a drea da regido assinalada é 2(m — 2) cm?.

Exercicios Propostos

1. Se o comprimento de um retangulo for aumentado em 107 e a largura

em 407, qual é o aumento da area do retangulo?

2. Cinco quadrados de lado [ formam a cruz da figura. Determine a area

do quadrilatero convexo de vértices A, B, C e D.




3. No trapézio ABCD, a 4rea mede 21 cm? e a altura mede 3 cm. Deter-

mine as medidas das bases AB e CD.

D x C

A T+2 B

4. Na figura, S; é a area do quadrildtero MNBA e Sy a area do triangulo
ABC. Se S; = 51/.5,, determine o valor de z se MN || AB.

Cc

5. Considere um triangulo sendo dados dois angulos, a e (3, e o lado
adjacente a esses dois angulos sendo a. Determine a area desse triangulo

em funcao desses dois angulos e o lado adjacente a esses dois angulos.

6. Se p é o perimetro de um triangulo equilatero inscrito num circulo,

determine a area do circulo em funcao de p.

7. Sabendo-se que o triangulo ABC é equilatero de lado 6 cm, o arco
menor tem centro em B e o arco maior tem centro no ponto médio de

AC. Determine a area da regiao assinalada.

A
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8.

10.

11.

Seja dado um segmento de reta AB de medida 4a e o ponto médio M do
segmento AB. Constroem-se dois semicirculos com centros nos pontos
médios dos segmentos AM e BM e raios iguais a a. Com centros,
respectivamente, em A e B, raios iguais a 4a, descrevem-se os arcos BC

e AC. Calcule a area da figura assim construida.

4a

>
. 1
| | %
)
[oy]

Calcule a area do trapézio cujas bases medem 1 metro e 6 metros e os

lados obliquos, respectivamente, 4 metros e 3 metros.

Se o perimetro de um triangulo retangulo é 60 metros e a altura relativa
a hipotenusa ¢ 12 metros:
a) calcule os lados desse triangulo;

b) calcule a drea desse triangulo.

O circulo de centro O da figura a seguir tem /6 cm de raio. Se PA é
tangente & circunferéncia e a medida do segmento PC é igual a /6 cm,

determine a area hachurada em cm?2.
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12. Sao dados um quadrado de lado a e um triangulo equilatero de lado
a. Calcule a area hachurada, sabendo que os pontos A, B e C sao
alinhados.

13. Considere o triangulo equildtero de altura 2v/3. Seja P um ponto qual-
quer interior desse triangulo e sejam z,y e z as distancias desse ponto

aos lados do triangulo equilatero. Determine a soma dessas distancias.

Gabarito
1. 54 7.
2. 512

3. AB=8cm, CD =6 cm.

4. 8,4,
. a?-tga-tg 3
C 2tga+tgf)
6. .

7. W cm?.

8. (19”*7312\/5)(12'

9. 8,4 m?
10. a) 15 metros, 20 metros e 25 metros; b) 150 m?.

11. (3v/3 + 27) cm?.

a?(2v/3-1)
12. —

13. 2¢/3.
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