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Aula 11 — Momentos de Inércia de Superficies Planas

Metas

Definir, calcular e transformar algumas das mais importantes propriedades
geométricas de superficies planas.

Objetivos
Esperamos que, ao final desta aula, vocé seja capaz de:

1 Calcular os momentos de segunda ordem (momentos de inércia) e produtos de
inércia de superficies planas mediante integracao.

2 Aplicar o teorema dos eixos paralelos para calcular momentos e produtos de
inércia de superficies.

3 Calcular a orientagdo e o valor dos momentos principais de inércia.

Introdugao

Na aula 6 aprendemos a localizar o centroide de superficies planas e a calcular a
resultante de forgas continuamente distribuidas. Vimos que a posicdo do centroide
depende da relagdo entre os momentos de area de primeira ordem e a prépria area da
superficie. Por outro lado, a resultante dos carregamentos é a area sob o diagrama de
carga.

Na presente aula vamos desenvolver o conceito de momentos de drea de segunda
ordem (ou momentos de inércia) de superficies. Aprenderemos a calcular os momentos
de inércia em relacdo a eixos que passam pelo centroide da area. Claro que se for
necessario determinar a posicdo deste centroide utilizaremos os procedimentos
desenvolvidos na aula 6. Estudaremos também como os momentos de inércia variam
com a inclinagdo dos eixos centroidais. Podemos pensar nos momentos de inércia como
as propriedades de drea que se opdem a rotacdo que os momentos fletores tendem a
provocar em torno de um determinado eixo. Ndo devemos confundir os momentos de
inércia de superficies com os de massa, embora estes ultimos também possam ser
encarados como uma medida da resisténcia ao giro em torno de um eixo, mas neste
caso referidos a uma massa e provocados por um torque. O conceito de momento de
inércia encontra vasta aplicacdo na mecanica dos materiais e contribui para quantificar
a intensidade as forgas internas que surgem nos elementos como resposta a acdo de
cargas externas ou os deslocamentos angulares nas se¢des de interesse.



1.0 Momentos Axiais de Inércia de Superficies

Considere uma placa homogénea sob a acdo do préprio peso W (Figura 1). Em cada
elemento de drea dA da placa atua um peso elementar dW. A intensidade desse peso
dq = dW/dA pode variar linearmente com a distancia até os eixos. Se esse for o caso,
até o eixo x1, por exemplo, esta variagdo pode ser expressa como dgq =Kk - X, onde k é
uma constante. Desta forma teremos dW =dq-dA=k- X, dA. Como de costume, as
infinitas forcas elementares de peso dW podem ser reduzidas a um sistema for¢a-
binario em torno de um eixo, por exemplo do eixo x1. Os mddulos da forga resultante R
e do binario resultante M serdo:
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Figura 1 — Sistemas de forgas de peso distribuidas na superficie de uma placa
homogénea e o binario equivalente M quando a origem do referencial coincide com o
centroide C.

R=[dW =[dg-dA=k[x,-dA
A A A

M =[x, -dW =k [x*-dA a1
A A

Para o caso em que os eixos cartesianos passem pelo centroide C da placa a resultante
sera zero R = 0 devido a que a quantidade de momentos de area positivos x,-dA se iguala
aos negativos —x2-dA e a integral (ou somatério de diferenciais) é nula. Nessa situacao

resta apenas o bindrio M e a quantidade |, = IXZZ -dA é conhecida como momento de
A

area de segunda ordem (ou momento axial de inércia) em torno do eixo x1. Observe que,
a diferenca do Qxz (momento de primeira ordem) lxz serd sempre positivo. O momento
axial de inércia, ou simplesmente momento de inércia, tem unidades de comprimento
elevadas a quarta poténcia (m?, e.g.), como se deduz da prépria defini¢cdo. Por analogia,
o momento de inércia com relagdo ao eixo x; sera:

2
|x2:IX1 -dA Eq.?2
A

Por outro lado, se a intensidade da forca distribuida ndo apresenta variacao linear até
nenhum dos eixos, ou seja dg = k, tem-se:



R=[dW =[dg-dA=k [dA=k-A
A A A

M =[x dW =k [, dA=k-Q,
A A

A Eg. 3 mostra que, diferentemente do caso anterior (Eq. 1), quando dg é constante e o
referencial cartesiano passa pelo centroide da superficie, o carregamento distribuido se
reduz entdo a apenas uma forga resultante R (ja que o primeiro momento de drea Qx; =0
e M =0).

E importante destacar que as propriedades de drea (momentos de drea e momentos de
inércia) sdao puramente geométricas e por tanto independentes do cardter da
distribuicdo das forcas de peso (constantes ou ndo). Apenas o sistema forga-binario
resultante estara afetado por esta distribuicdo. Além disso, nesta aula as forgas de peso
foram utilizadas para definir estas propriedades, mas outros sistemas de forcgas
distribuidas poderao atuar na area, como por exemplo for¢cas e momentos internos,
pressao hidrostatica etc.

2.0 Momento Polar de Inércia de Superficies

Considere uma situacdo em que a variacdo linear do carregamento distribuido é uma
fungdo da distancia polar r (dg=Kk-r ) até a origem do referencial da placa. Por analogia
com o desenvolvimento dos momentos axiais de segunda ordem podemos definir o
momento polar de inércia J como:

R=[dW =[dg-dA=k[r-dA
A A A

M =[r-dw =k[r?.dA Eq. 4
A A

J=jr2-dA

A

Estas resultantes estardao sobre um eixo x” no plano da placa mas perpendicular a
distancia polar r (Figura 2). Se a quantidade de momentos infinitesimais de drea a ambos
os lados de x” é igual, Qv =0 e o sistema de forcas se reduz a um unico bindario.
lgualmente, se dg =k o sistema de forgas distribuidas se reduz a uma Unica forga
resultante R (Eg. 3). O momento polar de inércia também tem unidades de comprimento
a quarta poténcia. Uma rela¢do entre os momentos axiais e o polar pode ser obtida a
partir da definicao de J:

J=Ir"-~dA:_[(x22+xf)-dA:IX1+IX2 EqQ.5
A A
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Figura 2 — Momentos de area de segunda ordem axiais se calculam como a integral de
area das distancias x1 ou x2 ao quadrado enquanto que no calculo do momento polar
se considera a distancia polar r ao quadrado (Eq. 4).

Exemplo 1: Demonstre que o momento de inércia de uma drea retangular com relacao
a qualquer eixo centroidal é igual ao produto da base pela altura ao cubo dividido por
12.
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Figura 3 — Corresponde ao Exemplo 1.

Solugdo: Este e qualquer outro problema de determinacdao de momentos de inércia é
basicamente um exercicio de integracdo. Utilizando as definicdes para os momentos
axiais de inércia Ix1 e lx2 temos:
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Exemplo 2: Obtenha uma expressdo para os momentos axiais e polar de inércia de uma
secdo circular macica de didmetro d em relacdo a um sistema de eixos cartesianos que
passa pelo centroide da area.

Solugdo: Para uma secdo circular maci¢a qualquer eixo que passe pelo centroide serd
um eixo de simetria logo os momentos axiais de inércia serdo iguais e J = 2 |. Neste caso
convém resolver a integral dupla em coordenadas polares:

) 27 d/2 5 7Z'd4 J
IXl:‘[K'.XZ -dA:U0 (r-sen(@)fr-dr-do= ] Eq. 7

Exemplo 3 : Calcule o momento de inércia com relagdo ao eixo x; da area entre as curvas
mostradas na Figura 4.
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Figura 4 — Curvas correspondentes as parabolas x2 = x:2 e x2 = x;> e a drea sombreada
entre elas.

Solugao: Como nos exemplos anteriores, ndo sera possivel descrever a drea com uma
Unica funcdo das duas variadveis A (x1; x2). Assim, resolvemos a integral de area como
duas integrais aninhadas. Neste caso convém integrar primeiro em relacao a x; entre
os limites x2 = x1® e x2 = x12 e depois em relacdo a x; entre os limites constantes x; =0 e
x1 = 1. Aplicando a definicado de Ix e resolvendo a integral dupla da forma descrita
temos:
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Exemplo 4: Calcule o momento polar de inércia da drea delimitada pelas curvasr=1e
r=2(0 <6< n/2) em coordenadas polares (Figura 5) com rela¢do ao polo ou origem.

2
120 60

150 30
180 0

210 330

240 300
270

Figura 5 —Area entre ascurvasr=1er=2(0 < < 7/2) em coordenadas polares.

Solugdo: Aplicando a definicdo de J e integrando em coordenadas polares temos:
2 7l2

=" Eq.9
0 8

7122 712 _4
J =Ir2dA= J.J.rzrdrd0= j%
A 01 0
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Atividade 1: Calcule o momento de inércia com relacdo ao eixo x1 (Ixz) para a area
entre as parabolas da Figura 4.

Comentdrios da Atividade 1: O procedimento permanece inalterado. E preciso, no
entanto, prestar atencdo aos detalhes do processo de integracdo. A solucao segue:
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Atividade 2: Calcule o momento de inércia em relagdo ao eixo vertical Ix2 da drea
sombreada entre a parabola x2? = x; e a reta x2 = 4 (Figura 6).
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Figura 6 — Area entre a parabola x22 = x; e a reta xz = 4. Corresponde a atividade 2.

Comentarios da Atividade 2: Para varrer a area sombreada integramos primeiro em
relacdo ao eixo x; e depois em relagao a x2. Como as coordenadas estao em metros o
momento de inércia estard em m%.
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3.0 Teorema dos eixos paralelos

A definicdo e as equacdes para os momentos de inércia axiais que utilizamos até agora
referem-se aos eixos centroidais da superficie. Para algumas figuras geométricas
elementares e também para os perfis estruturais, os momentos de inércia podem ser
facilmente calculados pelas equacdes Eq. 1 e Eq. 2 ou encontrados em tabelas (ver, por
exemplo, as figuras 9.12 e 9.13 da referéncia [1]). Em muitas situa¢Ges praticas, no
entanto, existe a necessidade de calcular momentos de inércia em relacdo a eixos nao
centroidais. Isto motiva o desenvolvimento do teorema dos eixos paralelos.

Suponha que queremos determinar o l,; para a superficie da Figura 7. A posicao C do
centroide da area é conhecida, logo a distancia d € uma constante. Por outro lado, a
distancia a é uma varidvel pois representa a distancia até o elemento diferencial Da com
relacdo ao qual realizaremos a integracao. Utilizando a definicdo do momento de inércia
temos:



IX1=Ix22~dA=I(a+d)2~dA
A

A

l,=[a*-dA+2d [a-dA+d*[dA Eq. 12
A A A

T 2
l,=1,+A-d

Aintegral Ia -dA representa o primeiro momento de area em relagdo ao eixo centroidal
A

BB, logo sera zero. Aintegral I, = jaz -dA é o segundo momento de drea da superficie
A

com relagdo ao centroide. Desta forma o teorema dos eixos paralelos permite entdo
encontrar o | com relagdo a eixos ndo centroidais como a soma do momento centroidal
| mas o produto da drea da figura vezes a distancia d até o eixo de interesse ao quadrado
(Eq. 12).

Figura 7 — Pelo teorema dos eixos paralelos o momento de inércia de uma superficie
em relagdo a um eixo ndo centroidal mas paralelo a este serd |, =1,+A-d? onde I,

é o momento de inércia em relacdo ao eixo centroidal.

Exemplo 5: Calcule o momento de inércia da superficie da Figura 3 com relacdo ao eixo
AA.

Solugdo: O l,; ja foi calculado no Exemplo 1. Aplicando o teorema dos eixos paralelos
para laa temos:

. bh® h)* 1
IAA=IX1+A.d2:§+bh(§j =§bh3 Eq. 13

Neste caso simples o mesmo resultado teria sido obtido aplicando diretamente a
definicdo de momento de inércia e resolvendo a seguinte integral:
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Atividade 3: Determine a posicao do centroide para a se¢ao em T mostrada (Figura 8)
e calcule os momentos de inércia em relagdo a cada eixo centroidal.
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Figura 8 — Viga em T correspondente a atividade 3. Todas as dimensdes estdao em mm.

Comentarios da : Observamos que o eixo x2 é um eixo de simetria e
consequentemente o centroide C estard sobre ele. A posicao vertical de C sera
determinada utilizando as formulas da aula 6. Tomando como referéncia a base do
perfil e considerando os retangulos 1 e 2 temos:

. 2% A _X-A+X A

X, =
DA A+A
Eq. 15
0.25 4 25.0,05+0,275-0,3-0,05
X, =—2 =0,207m

0,25-0,05+0,3-0,05

Para determinar o momento de inércia de todo o perfil em relagdo ao eixo x;
primeiramente calculamos os momentos de cada retangulo com relagao aos seus
préprios eixos centroidais:

0,05
3
o 0.02512.250 _ 6.5x10-5 m
0.3-0.050° Fa. 16
[2="2""""""- -312x10°m*
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Para calcular os momentos de inércia de cada retangulo em relagdo ao eixo centroidal
aplicamos o teorema dos eixos paralelos:
I =T.+A-d?=6,5x10°+0,25-0,05-(X,~ X} ) =1,48x10"* m*
12 =T2+A,-d? =312x10° +0,3-0,05-(X? ~%,)  =1,03x10* m* Eq. 17
I, =15 +12=252x10* m*

Para o momento de inércia com relagdo ao eixo x2 ndo precisamos do teorema dos
eixos paralelos devido a simetria do perfil nessa diregao:

3 3
- 0.25-0.250 ;20,05 0,300 ~113x10* m* Eq. 18

4.0 Produtos de inércia

A defini¢ao do produto de inércia segue o mesmo raciocinio que a dos momentos de
inércia. Os momentos de area, no entanto, sao calculados simultaneamente em relagdo
aos dois eixos coordenados:

laxo = I XX, dA Eq. 19
A

O produto de inércia também tem unidades de comprimento a quarta poténcia e,
diferentemente dos momentos axiais e do momento polar de inércia, podera ser
negativo, positivo ou zero. No caso de areas simétricas em relacdo a qualquer eixo
Ix1x2 = 0. Por exemplo, se o eixo x; for um eixo de simetria, haverd a mesma quantidade
de produtos xix2dA do que produtos —xix2dA em toda a drea e a integral é zero. O
teorema dos eixos paralelos permite também encontrar o produto de inércia de areas
em relagao a eixos nao centroidais:

lavo = _x1x2 +A-dx, - dx, Eq. 20

Na Eqg. 20 |

qgue dx;z e dxz sdo as distancias (ndo confundir com diferenciais) desde o centroide da
area até os respectivos eixos ndo centroidais. Observe que dx; e dx; podem ser positivos
ou negativos, dependendo da posicdo relativa do centroide até a origem do referencial.

Se algum dos eixos centroidais da area for também de simetria 1,,,=0 e
Lo = A-dx - dx, .

, € 0 produto de inércia da area em relagdao ao seu centroide enquanto

x1x

Exemplo 6: A Figura 9 mostra a se¢ao transversal de uma viga metalica com perfil em L.
Defina a posicdo do centroide da sec¢do e calcule os momentos de inércia e produto de
inércia com relacdo aos eixos centroidais. A viga tem a mesma largura das abas
w =60 mm e espessura t =10 mm.



Solugdo: Para posicionar o centroide dividimos a se¢ao nos retangulos A e B e aplicamos
as formulas da aula 6 “Forgas distribuidas”. Utilizamos como referencial inicial a base do
perfil. Pela simetria da secdo apenas uma das distancias até o centroide sera calculada.
AFigura 10 mostra os parametros utilizados em todas as equacdes do presente exemplo.
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Figura 9 — Perfil de uma viga em L (Exemplo 6).
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Figura 10 — Perfil do Exemplo 6 mostrando a posi¢cdao do centroide bem como as
distancias necessarias para a aplicacao do teorema dos eixos paralelos.



t w—t
- _ _ — Wt ——+t ((w—t)-t
7=ZX2i'A_X2A'AA+XzB'AB_2 ( 2 j( )

A ARA wot+(w—t)-t Eq. 21
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X, =——— — =186 mm=X
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Os eixos centroidais dos retangulos A e B ndo coincidem com os do perfil em L logo
utilizaremos o teorema dos eixos paralelos tanto para o calculo dos momentos de inércia
Eg. 12 como do produto de inércia Eq. 20. Comegamos pelo momento de inércia em
torno do eixo x; (igual ao lx):

3 2
- wi(t _ t
IXA1=IX’1*+AA-df\=E(Ej +W-t.(x2_5j —1,12x10° mm*
3 2
T t-(w-t — Eq. 22
Ifl:IX?+AB-d§=(1—2)+(W—t)-t-(WTt+t—>_<2] =2,38x10° mm* a

I, =12+18=35x10°mm* =1,

Os eixos centroidais de cada retangulo sdo também eixos de simetria e os produtos de
inércia em relacdo a eles sera zero. Observe que durante a aplicacdo do teorema dos
eixos paralelos algumas distancias dx; e dx, sdao negativas. Por exemplo, o centroide Ca
do retdngulo A estd no quarto quadrante logo dxs” serd positivo e dx2* negativo. O
oposto acontece com as distancias dx; e dxz para o retangulo B ja que Cg estd no segundo
quadrante (Figura 10).

A _TA A A _
le><2 - |x1x2+AA'dX1 -dX2 -

=0+w-t-(%—z)-[—(g —%D:—gzgso mm®
IB

xix2 — I_x?xz + AB dX:I.B de = Eq 23

= OJr(W—t)-t-(—[Y1 —%D-(WTH—XZJ =-1,116x10° mm*

_|A

o = 15,0+ 15, =—2,045x10° mm*

5.0 Equagoes de transformagdao e momentos principais de Inércia.

Os momentos e produtos de inércia estudados na presente aula fornecem uma ideia da
distribuicdo dos pontos de uma determinada area em relagdo a um referencial
cartesiano arbitrario. Em determinadas situa¢des praticas pode ser necessario calcular
os momentos e produtos de inércia para referenciais cartesianos girados de um certo
angulo @ (aqui considerado positivo no sentido anti-horario) em relacdo ao original
(Figura 11). A forma mais eficiente de calcular as equac¢bes que relacionam as
propriedades de area nestes dois referenciais consiste em organizar os momentos e
produtos de inércia como elementos de uma matriz de momentos de inércia | e aplicar
as equacoes de transformacdo das matrizes entre uma base e outra.



| _ x1 |x1x2 Eq. 24

Ix2x1 Ix2
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Figura 11 —A matriz da transformacao T que permite girar a representacao cartesiana
do tensor | entre duas bases é composta por fungdes trigonométricas do angulo 6.

A diferenca dos momentos de inércia de massa utilizados em analises dinamicas, a
matriz | aqui utilizada ndo representa um tensor ja que ndo estd associada a nenhuma
grandeza fisica. Assim, as transformag¢Ges matriciais que desenvolveremos a
continuacdo devem ser entendidas apenas como o meio mais eficaz, na opinido do
autor, para se chegar as equacgdes de transformacdo dos momentos e produtos de
inércia e ndo como uma aplicagdo propriamente dita da algebra tensorial.

Consideramos lxix2 = lx2x1 logo a nossa matriz | serd simétrica. Na diagonal as
componentes de | sdo os momentos de inércia em relagdo aos eixos coordenados
enguanto que as componentes fora da diagonal sdo os produtos de inércia. Para calcular
as componentes de | em um referencial x’1x’> que esta inclinado de um certo angulo 6
em sentido anti-horario com relagdo a xix, (Figura 11) primeiramente introduzimos a
matriz de transformagdo T composta pelos cossenos dos angulos formados entre o novo
e o velho referencial:

cosd sené

= Eq. 25
—send cosd g

Para simplificar as equacdes adotaremos os simbolos s e ¢ para substituir os senos e
cossenos, respectivamente. Designando por I’ a matriz dos momentos de inércia no
novo referencial temos:

'=T.1.T"
Ix'l - I><'lx'2 C S ) le lex2 . c -s Eq 26
- Ix'2x'1 Ix'2 -s C I><2><l |><2 S C



Na Eq. 26 T' é a transposta da matriz T. As equagdes de transformacdo resultantes da
multiplicagdao matricial sdo:

2 2
ly=1,C+1,-°+2-1,,,-S-C

Eq. 27
Ix'lx'2 :_(le_ Ix2)'S'C+ lexz '<C2 _52>

O expoente das funcdes trigonométricas pode ser reduzido de 2 para 1 ao custo de
dobrar o argumento destas (de & para 2 ) mediante as identidades C(Z@): ¢’ —s?,

s(29)=2-s-c,s? :%(1—0(29))e c’ :%(1+ c(26)) resultando em:

IX1+IX2 ; X2 -C(29)+|x1x2's(29)

I
— x1
Il = > +

Ix'lx'z = _% ’ 5(29)+ |x1x2 'C(ZH)

Eq. 28

Estas (Eq. 27 e Eq. 28) sdo as equacoes de transformacdo dos momentos de inércia. Elas
mostram como os momentos e produtos de inércia de dreas variam com a orientacao
dos eixos coordenados (dada pelo angulo 6) quando se conhecem os valores da matriz
| (ou seja os valores de I, Ix2 e Ixix2) na orientacdo original (€= 0). Ha duas formas de
analisar graficamente a variacdo das componentes da matriz de momentos de inércia
com a inclinagdo dos eixos centroidais: 1) plotando as curvas da Eq. 27 na forma explicita
I(6) ou 2) na forma paramétrica em coordenadas /xi(6) vs. Ixix2(0) (Eq. 28). As duas
formas serdo utilizadas no préximo exemplo.

Exemplo 7—Considere uma viga metalica com perfil em L, similar a do Exemplo 6 (Figura
12) mas com dimensdes diferentes (w =100 mm e t=15mm). Calcule a posi¢do do
centroide, os momentos e o produto de inércia com relagao aos eixos centroidais. Plote
a variacdo do momento de inércia da se¢ao com relacdo ao eixo x’; e do produto de
inércia ly1xv2 quando os eixos centroidais giram entre 0 e 7, tanto na forma explicita
como na forma paramétrica. Comente os resultados.

Solugdo: Utilizando as equacgbes desenvolvidas no Exemplo 6 determinamos os
parametros solicitados. Os resultados se mostram na Tabela 1.

Tabela 1 — Posicao do centroide e momento e produto de inércia para o perfil em L da
Figura 12 (Exemplo 7).

Parametro Valor Unidades
X =X, 30,47 Mm
l2=lx1 2,49x10° mm#*

Ixix2 —1,46x10° mm?*

A substituicdo dos valores de lx1 = x> e lxix2 da Tabela 1 na Eq. 27 gera duas equacoes
que sdo funcdo de uma Unica variavel (o angulo 6). Estas equac¢des constituem a forma
explicita | (6) e os seus respectivos graficos aparecem na



Figura 13 (esquerda). Ja a forma paramétrica (onde 0 é o parametro) se mostra na
Figura 13 (direita). Este ultimo grafico é conhecido como o circulo de Mohr para os
momentos de inércia. Nos dois casos, os pontos sobre as curvas ou sobre o circulo
representam pares de valores de /xz e Ixx2 para diferentes inclinagdes 6 dos eixos
centroidais. Com base nos graficos podemos fazer as seguintes observacgoes:

1. A curva dos momentos de inércia tem valores extremos (maximos e minimos)
em duas inclinagGes especificas dos eixos centroidais (7774 e 37/4 para este
caso). Estas sdo as diregdes principais Gy1 € 6p2 € 0s eixos assim orientados sdao
0s eixos principais de inércia.

2. Nas orientag¢des principais o circulo de Mohr intercepta o eixo horizontal, ou
seja, os momentos de inércia Ixz passam por valores extremos.

3. Sempre que o momento de inércia /x; passa por um valor extremo o produto de

inércia é zero. Este resultado ndo é casual ja que na Eq. 27 |,.,., = 1-i(lx.l)
2 do
ou iy :%29)('“) na Eq. 28.

4. O minimo do produto de inércia /xix2 (que ocorre em 8= 0 ou €= 7 no exemplo)
nao coincide com o valor zero do momento de inércia e sim com o valor médio
deste Im = (Ix1+1x2)/2.

5. As duas curvas retornam aos seus valores de partida em = 7z, como deveriam,
pois isto equivale a inverter o sentido dos eixos centroidais mas conservando a
sua diregdo original.

I

X
x', 2

X,
t

w

Figura 12 — Perfil em L similar ao do Exemplo 6. Os momentos e o produto de inércia
do perfil variam com o angulo de giro dos eixos centroidais.

Uma expressdo para os valores extremos do momento de inércia e para o angulo em
gue eles ocorrem pode ser obtida utilizando os métodos de analise de fun¢Ges do célculo



elementar. As operacdes algébricas necessarias se simplificam se utilizarmos a Eq. 28.
Os resultados sao:

2
1, +1 I, —1
|Xl”m?: —_xi 5 x2 + x1 5 x2 + |le2

1 -1 2'|><1)<2
p
2 Ix1_|><2

Eq. 29

Para o Exemplo 7 os valores numéricos sao os seguintes:

1,,™ =3,95x10° mm*
Iy =1,02x10° mm* Eq. 30
6, =0,78 rad = —45°

x10°

1.5

I I I I I |
/8 /4 3/8x w2 58mw 34y 78w w

Momento e Produto de Inércia, [mm4]

Figura 13 — Graficos mostrando a variagdao dos momentos e do produto de inércia com
a inclinagao dos eixos centroidais para o perfil do Exemplo 7.

Atividade 4: O perfil | padronizado de abas largas da Figura 14 tem /; = 145x10° mm* e
I> = 20,7 x10° mm®. Observe que os eixos 1 e 2 sdo eixos centroidais e também de
simetria. Plote os graficos equivalentes aos da Figura 13 para este perfil e discuta os
resultados.

Comentarios da Atividade 4: Em virtude da simetria do perfil os eixos centroidais sdo
também principais de inércia 1080 Imax = I1, Imin = I2, I12 = 0 e 6, = 0°. Em qualquer outra
orientacdo dos eixos os momentos de inércia deixardo de ser extremos e os produtos
de inércia deixardo de ser iguais a zero, como verificado na Figura 15.
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Figura 14 — Perfil | padronizado correspondente a Atividade 4. Todas as dimensdes
estao em mm.
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Figura 15 — Graficos correspondentes a Atividade 4.
6.0 Conclusdes:

Nesta aula definimos e aprendemos a calcular algumas das mais importantes
propriedades geométricas das superficies planas, como o0 sao os momentos de inércia e
os produtos de inércia. Especificamente o momento de inércia constitui uma medida da
resisténcia da drea a girar na presenca de momentos fletores. Quanto maior o | em
torno de um determinado eixo, menor a curvatura para um mesmo momento em torno
do eixo ortogonal. Para alguns perfis estruturais e outras areas, os eixos centroidais nem
sempre estdo orientados na direcdo dos eixos principais de inércia. A orientacao destes
eixos e os valores extremos de | que nela atuam devem ser calculados pela Eq. 29.



A localizacdo dos eixos principais de inércia tem uma aplicacdo pratica imediata: durante
o projeto estrutural seria desejavel orientar os perfis de maneira que o momento fletor
estivesse aplicado na direcdo do Imin (logo perpendicular ao Imex) diminuindo a curvatura
e consequentemente as chances de falha do elemento.

7.0 Resumo:

As equagdes para o calculo dos momentos axiais | e polar J de inércia em relagao a
eixos que passam pelo centroide da drea sao:

I_X1=J'x22~dA
A

I_X2=_[X12-dA Eq. 31
A

‘] = _x1+ I_x2

Se houver necessidade de calcular os momentos de inércia em relacdo a eixos nao
centroidais utilizamos o teorema dos eixos paralelos:

I =1 +A-d? Eq. 32

O produto de inércia se calcula como o somatdrio (ou integral) dos produtos
elementares simultdaneos de momentos de drea. Da mesma forma que para os
momentos de inércia, quando os eixos de interesse ndo passam pelo centroide se utiliza
o teorema dos eixos paralelos:

lex2 = _J- XX, dA
A Eq. 33
lex2 = _x1x2 +A- Xm ) dX2

Os momentos e o produto de inércia variam com a inclinagao dos eixos centroidais. Os
valores extremos de | e a direcdo dos eixos principais de inércia se calculam pelas
seguintes expressoes:

1, +1 I, —1 ?
le:':'i: = 2 X2 + ( = 2 ij IleZ
Eq. 34
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