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Aula 2 —Forgas no Espaco.

Meta
Utilizacdo da notacdo vetorial cartesiana para representar forgas no espaco.
Objetivos

Esperamos que, ao final desta aula, vocé seja capaz de:

1. Representar forgas no espago mediante vetores cartesianos e encontrar a
resultante de um sistema de forcas concorrentes.
2. Posicionar um ponto no espago com relagdo a outro mediante o vetor de posicao

e representar forgcas no espaco que atuam na direcdo de um vetor de posicdo.

Introdugao

A primeira aula deste curso foi dedicada a representacao de forcas no plano. Foi visto que as
forcas podem ser representadas por vetores que carregam, além da intensidade, informacgdes
referentes a direcdo e sentido das mesmas. As andlises foram limitadas ao caso de forcas

concorrentes e no plano. Foram estudadas duas formas basicas de representar vetores: a
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escalar e a cartesiana. Na primeira o vetor se representa por um par ordenado de nimeros
reais que correspondem as componentes no plano v=[v: v;]. Na segunda este mesmo par
ordenado de componentes no plano aparece multiplicando aos vetores unitarios nas direcoes

dos eixos cartesianos v = vie; + vzes.

Também na primeira aula a resultante de forgas concorrentes foi calculada mediante a soma
das componentes da representagao escalar em cada eixo, enquanto que a diregdo desta
resultante foi calculada por trigonometria. Na presente aula todos estes conceitos serdo
estendidos naturalmente ao espago tri-dimensional. Para operagdes vetoriais em trés

dimensbes a notagao vetorial cartesiana é a mais indicada e por este motivo sera a Unica

utilizada na presente aula.

Sistema de coordenadas destro

Sabe-se que os vetores sdao objetos matematicos independentes do referencial. Para utilizar a
notacdo vetorial cartesiana, porém, é necessario definir um referencial. Neste curso serd
utilizado o referencial cartesiano. Um referencial cartesiano destro no espaco (figura 2.1) é
aquele no qual o dedo polegar da mao direita aponta no sentido positivo do eixo x3, enquanto
gue o restante dos dedos da mesma mao, estendidos, apontam na dire¢ao positiva do eixo xi.
Quando se fecham, estes dedos varrem o plano horizontal desde o eixo x1 até o eixo x2. A
direcdo e sentido dos semi-eixos positivos é dada pelos vetores unitarios e1, ez e e3, também

mostrados na figura 2.1.

Notagao vetorial cartesiana em 3D

Considere os diferentes vetores mostrados no primeiro octante do sistema destro xixa2x3 (figura
2.2). Uma primeira aplicacdo da regra do paralelogramo resulta em v=v’+v3 enquanto que uma

segunda retorna v'=vi+vz. Eliminando v’ destas duas equacdes obtem-se:

V=V, +V,+V, (1)
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Figura 2.1 — Sistema destro de coordenadas cartesianas e os respectivos vetores de base.

Como os vetores do membro direito da equacdo (1) sdo paralelos aos eixos coordenados, eles
podem ser representados pelo produto da sua intensidade vezes o vetor unitario que identifica
a direcao do respectivo eixo. Por exemplo vi=vi-e;. Desta forma um vetor v cujas componentes
escalares vi, v2 e vz atuam nas direcdes positivas dos vetores unitarios e1, ez e e3 terd sua

representacado cartesiana dada pela seguinte equacao:

V=V,e, +V,€,+V,e, (2)

Mediante a notacdo vetorial cartesiana é possivel separar a intensidade e a direcdo de cada um
dos vetores componentes de v. A figura 2.3 mostra o vetor v e as suas componentes na direcdo
dos eixos coordenados, de acordo com a equacdo (2). Da mesma forma que a regra do
paralelogramo, é possivel aplicar sucessivamente o teorema de Pitdgoras para calcular a

intensidade do vetor v:

V=V 4V + V7 (3)
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Os angulos diretores o, B e y (figura 2.2) definem a diregdo de v. Estes angulos se formam entre
o vetor v e as dire¢des positivas dos eixos e estardo sempre entre 0° e 180°. Os cossenos destes

angulos podem ser calculados a partir da intensidade dos vetores que os formam.

Figura 2.2 — Duas aplicagdes sucesivas da regra do paralelogramo permitem obter o vetor v

como a soma dos vetores vi, V2 e vs.
vV Y Y
cosq =1 cosf=-2 cosy = (4)
Vv Vv v

Substituindo a equacdo (4) em (2) tem-se:
V =VCOSa e, +VCOos e, +VCosye, (5)

Pela equacdo (5) se v=1, ou seja se o vetor v for unitario, as suas componentes serdao os
proprios cossenos diretores. Neste caso pode-se igualar a 1 a equacao (3) e obter a seguinte

relacdo entre os cossenos diretores:

cos’ a +cos’> B +cos’ y =1 (6)
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Figura 2.3 — O vetor v, suas componentes na direcao dos eixos coordenados e os angulos

diretores o, B e .

A equacdo (6) mostra que, da mesma forma como ocorre no plano, no espaco os trés cossenos
diretores nao sao independentes entre sim. Sera necessario conhecer ao menos dois deles para

poder calcular o terceiro pela equacao (6).

Resultante de forgas concorrentes

As operagbes de adicdo de vetores cartesianos consistem em somar as respectivas
componentes. Por tanto para determinar o vetor resultante de um sistema de forgas
concorrentes basta expressar cada forca como um vetor cartesiano (Eg. (2)) e somar

algebricamente as suas componentes de acordo com a seguinte equacgao:

FR=)>F=>Fe +Y Fe,+> Fe, (7)
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onde Z F (i=1..3) é o somatdrio das componentes cartesianas de F nas diregdes Xi.

Exemplo 1: Utilize a notagdo vetorial cartesiana para representar a forca mostrada na figura

2.4,

Figura 2.4 — Vetor de forga com intensidade igual a 7 KN com os angulos diretores no

referencial cartesiano.

Solugdo: Apenas dois dos trés angulos diretores sdo fornecidos na figura. O terceiro pode ser

calculado utilizando a equacao 6.

Cosy =/1—c0os? & — €0’ B = +/1— cos® 64.6° —cos’ 44.9° =+0,57
y =c0s(0,57) =55,2° y =c0s '(-0,57) =124,8°

As duas solugdes para o angulo y sdo matematicamente possiveis. Deve-se lembrar, no entanto,
gue o angulo diretor se forma entre o vetor e a direcdo positiva do eixo em questdo. Como o

vetor de forga esta no primeiro octante, o angulo y s6 podera ser 55,2°. Para expressar a forca

F=7 KN na notagdo vetorial cartesiana utiliza-se a equacao (5).
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F = Fcosae, + Fcosfe, + Fcosye, = 7-cos(64,6)e, + 7 -cos(44,9)e, + 7 -cos(55,2)e,
F=3e,+5e,+4e, KN

Exemplo 2: Determine a intensidade e os angulos de direcdo coordenados da forga resultante
FR que atua no ponto comum das forcas Fa e Fg (figura 2.5). A intensidade de Fa e Fs, em KN, se

mostra na figura e os angulos de direcao estdo tabelados a seguir:

Tabela 1 — Angulos de dire¢do coordenados dos vetores de forga mostrados na figura 2.5.

angulo | Fa Fs
a 74,48 | 32,29
B 36,68 | 80,26
Y 57,69 | 59,53

X
i

Figura 2.5 — Vetores de forca do exemplo 2.

Solucdo: Primeiramente é necessario representar as forcas mediante a notacdo vetorial

cartesiana (equacao (5)):

CEDERJ 7



F,=F,cosa,e, + F,cosp,e,+F,cosy,e, =

Fp =14 cos(74,48° )e1 ++14- cos(36,68° )e2 ++14- cos(57,69° )e3
F,=1e, +3e,+2e, KN

F; =F;cosa,e, + Fycos e, + Fycosyg e, =

F, = /35 cos(32,29° )e1 ++/35. cos(80,26°)e2 ++/35. cos(59,53° )e3
F, =5e, +1e, +3e;, KN

De acordo com a equacdo (7) o vetor cartesiano resultante das forcas Fa e Fg sera:

FR=F, +F = (FAl + FBl)el + (FAZ + Fsz)ez + (FA3 + Fsz)es
FR=(1+5)e, +(3+1)e, +(2+3)e,
FR =6e, +4e,+5¢e, KN

A intensidade de FR se calcula pela equacdo (3) como a raiz quadrada de soma dos quadrados

das componentes em cada eixo cartesiano:

FR=\F?+F +F2 =62 +42+5% = /77 =87 KN

Os angulos de direcao coordenados se calculam pela equacao (4):

FR,

FR, 6 c0s - FR, 4
FR 77  FR 77
a=4687°  [S=6286"  y=5526°

COSax =

Cosy =

5
J77

Os resultados do exemplo 2 se mostram na figura 2.6.
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Figura 2.6 — Vetor resultante e angulos de dire¢do para o exemplo 2.

Atividade 1: Atende ao objetivo 1: Considere a situacdo de forgcas concorrentes no espago

descrita na tabela 2. Determine as incégnitas solicitadas.

Tabela 2 — Descri¢ao de um sistema de forgas concorrentes no espaco.

Intensidade, | Angulos de direcdo, (°)
Forga
KN o B Y
Fa 6 125 65 ?
Fs ? ? ? ?
FR 12 90 90 0

Comentarios da Atividade: Trata-se de um sistema de duas forgcas cuja resultante tem

intensidade e direcdo conhecidas. Na sua forma cartesiana o vetor FR é:

FR =FRcosage, + FRcos e, + FRcosyz e,

FR =12c0s90°e, +12c0s90°e, +12c0s0°e,

FR=12, KN
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E necessario calcular o angulo incoégnita de cada forca utilizando a equagdo (6). Para a forca Fa

tem-se:

cos’ y, =1-cos’ a, —cos’ B, =1-c0s°125—cos’65=1-0,32—0,17 = 0,49
cosy, =0,7 = 7 a = 45,4°

Seguidamente representamos os vetores cartesianos de for¢a Fa e Fg utilizando a equagao (5):

F,=F,cosa,e, + F,cosfp,e, + F,cosy,e, =
F,=6- cos(125° )e1 +6- cos(65° )e2 +6- cos(45,4° )e3
F, =-344e, +2.53e, +4,21e, KN

Fo =Fge, + Ry, + Fggey

Para calcular a resultante deste sistema de forgcas concorrentes no espaco utilizamos a equacao

(7):

FR = FA + FB = (FAl + FBl)el + (FAZ + Fsz)ez + (FA3 + FB3)e3
12e, =(-344+F, )e, +(2,53+ Fy, e, + (4,21+ Fy; e,

Os vetores FR e Fa+Fg serdo iguais desde que as suas respectivas componentes também o
sejam, o que resulta em trés equagdes que permitem determinar as componentes de Fg bem

como a intensidade desta forg¢a:

_3,44+ FBl = 0 = FBl = 3144 KN
253+F,=0 = F,,=-253KN
421+ Fyy =12 =  Fpy=7,79KN

F, = /3447 + (- 2,537 + 7,79 =88 KN
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Para calcular os angulos de diregcdao coordenados utilizamos a equagao (4):

F - F
COSa:ﬂ:% Cosﬂ:ﬁzﬂ Cosy:ﬁzz_?g
F 88 F, 88 F, 88

a=6721" B=1065"  y=287°

Para finalizar mostramos a tabela original da atividade 1 agora com todas as células

preenchidas:

Intensidade, | Angulos de direc3o, (°)
Forca
KN o B Y
Fa 6 125 65 45,4
Fs 8,8 67,21 | 106,5 | 28,7
FR 12 90 90 0

Vetores de Posi¢cao

Um vetor de posicdo permite definir a posicdo relativa de um ponto com relacdo a outro no
espaco. Por exemplo, o vetor r da figura 2.7 é o segmento de reta orientada que une os pontos
A e B no sistema cartesiano xix2x3. As componentes cartesianas de r serdo as projecdes das

distancias entre os pontos A e B em cada eixo:

r= (X1|3 - XlA)el + (XZB - XZA)eZ + (Xss - XSA)eS (8)

Se a origem do referencial coincide com o ponto A, por exemplo, as distancias xja (i=1..3)=0e a

equacao (8) se simplifica para:

F=Xg€ +X,5€, + X356, (9)

Deve-se notar que o vetor da equacdo (8) é independente do referencial enquanto que o da

equacdo (9) ndo. Esta (importante) diferencia, no entanto, ndo invalida o uso que daremos aos
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vetores de posicao. Vetores de posicdao sao Uteis para obter o vetor cartesiano de forgas cuja
linha de agdo passa por dois pontos. Por exemplo, se a linha de acdo de uma forca F de

intensidade F passa pelos pontos A e B da figura 2.7, o vetor cartesiano desta forca sera:

(X1p—X1a) €1

(X35—X34) €3

(X25—X24) €,

X3
Figura 2.7 — O vetor de posicdo r é a soma dos vetores constituidos pelas projecdes das

distancias entre os pontos A e B em cada eixo cartesiano.

F=F [ —F. (X13 — XlA)el +(XZB — XZA)ez + (Xss — X3A)e3 (10)
r

\/(XlB - XlA)2 + (Xzs - X2A)2 +(X3|3 - XsA)2

O vetor r/r é unitario e a multiplicacdo dele por um escalar altera sua intensidade (de 1 para F).
A orientacdo da forca F permanece invaridvel, como deveria, ja que sua linha de a¢do passa

pelos pontos A e B.

Exemplo 3: Considere o sistema de forgas concorrentes mostrado na figura 2.8. A intensidade
das forcas e as distancias até o referencial se mostram na tabela 3. Calcule a forca resultante

em A.
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Xq

Figura 2.8 — Sistema de forcas concorrentes cujas linhas de agdo passam por dois pontos.

Tabela 3 — Dados numéricos do exemplo 3.

Forgas, N | Distancias, m
Fs | Fc e|flg|h
500 | 350 6|44

Solugdo: Para as forgas envolvidas neste problema sao conhecidos dois pontos da sua linha de

acdo. Podemos encontrar os vetores de posi¢cdo que relacionam os pontos por onde passa a

linha de acdo destas forcas e aplicar a equacdo (10). Convém deslocar a origem do referencial

até o ponto A, definindo entdo os vetores de posicdo pela equacdo (9) que é mais simples do

gue a equacao (8).

rp=de, +ee, —he, =3e, +6e, —8e,,

m

r.=—fe +ge,—he,=-4e, +4e, -8e,,

o ° 37162+ (-8)
e E —4e, +4e, - 8¢,

m

FoF, fo_f 38t6e,—8e :1150090\/109e1+%\/10982—

. Jariar(ce)
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Tendo as forgas definidas por vetores cartesianos, a resultante se calcula pela equagao (7):

FR=F, +F.
1500 175 3000 175 4000 350
FR=| =109 - =6 |e, +| =———+/109 +—\/5je +(——\/10 ——\/Eje
(109 3 j ! (109 3 ? 109 3 :
FR=0,77e, +430,23e, - 668,9¢e,, N FR=4/0,77% + 430,232 + (—668,9)> = 795 N

Atividade 2: Atende ao objetivo 2: Resolva o problema do exemplo 3 para os dados numéricos

mostrados na tabela 4.

Tabela 4 — Dados numéricos para a atividade 2.

Forgas, N | Distancias, m

Fs chefg
250|400 (52|36

Comentarios da Atividade 2: O procedimento é o mesmo descrito no exemplo 3. Os resultados

sao os seguintes:

rp=de, +ee,—he,=5e,+2e,-3e,, m
r=—fe +9e,—he,=-3¢, +6e,—-3e;, m

FoF o _oep. 5e,+2e,-3e; _ 625\/@e1 +@\/@e2 _ 375 38e,, N

2 J52+22+(-3)2 19
F.=F fc_g00. =708 738 _ 200 g5, 400 g 200 e N

e \/(—3)2+62+(—3)2 3
FR=F, +F.
FR :(%ﬁ_@@el+(@@+@£jez +(_ 375 38 - Zooﬁjes

19 3 19 3 19 3

FR =39,48¢, +407,7e, —284,9¢e,, N FR=1/39,48% + 407,72 + (-284,9) 2 = 499 N
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Conclusao

O conhecimento da representagdo e anadlise de forgcas no espaco mediante vetores cartesianos
amplia a gama de aplicacdes de forgas concorrentes a estruturas reais como pontes e trelicas.
Os vetores de forga sdo vetores deslizantes, o que significa que o efeito destas forgas no corpo
rigido independe do ponto de aplicacdo desde que a linha de acdo seja conservada. Esta
propriedade é explorada na presente aula ao utilizar vetores de posicao para representar
vetores cartesianos de forga e calcular, a partir destes, a resultante de forcas concorrentes. Esta
representacdo é conveniente em estruturas tri-dimensionais onde é pouco pratico medir os

angulos diretores.

Resumo

A presente aula constitui uma generalizacdo da aula 1 para o espaco tri-dimensional. A notacao

vetorial cartesiana para representar vetores de forga é a preferida nesta dimensao.

A resultante de forcas concorrentes se calcula somando algébricamente as componentes dos

vetores em cada eixo coordenado.

Os vetores de posicdo permitem definir a posicdo relativa de pontos em um mesmo referencial

cartesiano.

Estes vetores permitem representar forcas cuja linha de acdo passa por dois destes pontos,

uma representacao alternativa a utilizacao dos angulos diretores.
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