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Aula 4 —Estatica dos corpos rigidos em duas dimensées

Meta

Obter os diagramas de corpo livre de corpos em duas dimensdes e aplicar as equacdes de

equilibrio para definir todos os esfor¢os externos envolvidos.

Objetivos

Esperamos que, ao final desta aula, vocé seja capaz de:

1. Desenhar diagramas de corpo livre em duas dimensdes.

2. Aplicar as equacdes de equilibrio e calcular todas as forgas externas.

Introdugdo

Na aula anterior vimos que qualquer sistema de forcas atuando em um corpo rigido pode ser
reduzido a um sistema forca-bindrio. As equacbes que expressam este conceito sdo as

seguintes:
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R=2F &
MOR :ZMO

Desta forma o efeito de todas as forcas e momentos que atuam no corpo é equivalente ao
efeito de uma unica for¢a R aplicada em algum ponto e de um Unico momento (bindrio) Mog. O
binario é um vetor livre e ndo estara necessariamente vinculado ao ponto de aplicacdo de R,
embora por convencgao se especifique com o susbcrito correspondente. Os sistemas de forgas F

e de momentos M, originais sdo ditos de equivalentes a R e Mg, respectivamente.

Na presente aula aplicaremos estes conceitos na determinagdo de esfor¢os desconhecidos e/ou
reacdes nos vinculos do corpo com outros corpos em situacdes de equilibrio. Também
abordaremos e aplicaremos um conceito central para todo o engenheiro: o diagrama de corpo

livre, ou DCL.

Equilibrio de corpos em duas dimensdes

Imagine uma situacdo em que um corpo rigido submetido a um sistema de forcas externas F
encontra-se em equilibrio. Isto significa que as forcas externas nao imprimem ao corpo
qualquer movimento de translacdo e/ou rotacdo. Como o sistema F é equivalente a uma forgca e
bindrio resultantes R e Mog de acordo com a equacao (1), o equilibrio implica em que o sistema

forca-binario equivalente ao sistema de forcas externas é igual a zero:

R=)>F=0 )
Mor=> Mg =0

Um fato importante deve ser destacado neste momento. Para cada forca externa atuando no
corpo havera uma forga interna de reacao F;. Se o sistema de particulas que formam o corpo é
perfeitamente rigido de maneira que ndo haja separacao entre elas, as forcas F; entre particulas
vizinhas serdo iguais. Estas forcas cancelam-se por pares para fornecer o equilibrio interno. Por
este motivo ndo aparecem nas equacdes (2). Para o caso de um corpo ou sistema de particulas

que ndo seja completamente rigido, o equilibrio sé serd satisfeito se as equacdes (2) se
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cumprem também em sub-sistemas isolados do corpo que incluam forcas externas e internas.

Este é o caso dos sélidos deformaveis que sera tratado na disciplina Resisténcia dos Materiais.

Em um referencial cartesiano xix;x3 as equacbes (2) geram um sistema de 6 equacdes

escalares:

ZFxlzo ZFXZZO ZFXBZO (3)
ZMxl:O ZMXZZO ZMXSZO

Para problemas planos as forgas na direcdao x3 e os momentos em torno dos eixos x; e X,

derivam nas identidades triviais 0=0 e as equacgdes (3) se reduzem a:

ZFx:L:O ZFX2:O ZMOZO (4)

Os bindrios Mo tendem a girar o corpo em torno do eixo x3. Sendo vetores livres o ponto
escolhido para efetuar o somatdrio podera ser qualquer ponto do corpo ou mesmo fora deste.
As equacles (4) sdo independentes entre sim, logo podemos concluir que em problemas planos

as equacoes de equilibrio permitem o calculo de, no maximo, trés incognitas.

ReagOes nos apoios

Uma madquina ou estrutura pode ser modelada como um Unico corpo rigido desde que os
vinculos com apoios ou outras maquinas e estruturas sejam removidos e susbtituidos pelos
seus efeitos na forma de esforcos ou binarios. De maneira geral estes esforgos ou binarios sao
chamados de reacdes nos apoios, embora em alguns casos ndo atuem em apoios externos. Em

todos os casos trata-se de modelos ou idealiza¢des relativas a natureza dos efeitos nos corpos.

Partes das estruturas e maquinas também podem ser isoladas para fins de analises e neste caso
as reagdes nos apoios seriam os esfor¢os que atuam na interface destas partes com as outras

dentro das estruturas e madquinas. Uma Unica parte do conjunto pode também ser
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mentalmente secionada e o efeito da parte restante substituido pelas reagGes nos apoios que

neste caso correspondem a esforgos internos.

Para problemas planos as reacdes nos apoios podem ser classificadas em trés grupos:

1

Forgas com linha de agdo conhecida (Figura 4.1 a): Neste caso o apoio restringe a
translacdo do corpo em uma direcdo conhecida. A forca de reacdo atuara nesta direcdo
e sera a Unica incognita no apoio. Exemplos tipicos sdo os apoios de roletes, cabos e

superficies livres de atrito.

Forgas com linha de a¢do desconhecida (Figura 4.1 b): O apoio restringe a translagdo do
corpo em todas as direces. A forca total de reacdo sera representada pelas suas duas
componentes no referencial cartesiano. Havera duas incégnitas no apoio. Neste grupo
os exemplos tipicos sdo as juntas com pinos, apoios de eixos em mancais de rolamento

e superficies rugosas onde ndo é possivel desprezar o atrito.

Forgas e binarios (Figura 4.2): O apoio restringe a translagdo em todas as dire¢des e
também a rotacdo no plano. As reacbes podem entdo ser reduzidas a uma forca e um
bindrio. Havera trés incognitas no apoio, duas componentes da forca e um momento de
binario. Este tipo de apoio é conhecido como engaste e ocorre por exemplo em barras

ou vigas chumbadas na parede.

(b)
(@)

Figura 4.1 — Uma superficie sem atrito reage com um unico esforco normal N (a) enquanto que

na presenca de atrito (b) a superficie reage também com uma forga horizontal F.

Diagramas de corpo livre DCL
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As condicOes de equilibrio no plano (Egs 4) sdo relagbes que devem ser satisfeitas pelas forgas
externas, tanto aplicadas como reativas (reagdes nos apoios) em corpos rigidos isolados. A
melhor maneira de conduzir o processo de isolamento de sistemas ou sub-sistemas para aplicar
as condi¢Oes de equilibrio consiste em fazer um esbog¢o de qualidade onde se representem
todas as forcas externas que atuam no corpo. Este esboco é conhecido como diagrama de
corpo livre DCL e da sua precisao depende decisivamente a solucdo de qualquer problema de

mecanica geral.

—-»*ﬂ{;r

Figura 4.2 — Um corpo engastado tem os seus movimentos horizontal e vertical restringidos,
assim como o giro em torno do eixo que sai do papel. Este tipo de apoio fornece duas forgas e

um momento de reacgdo.

Exemplo 1 — Considere o suporte em forma de T mostrado na figura 4.3. Um vetor de carga F é
aplicado no ponto B. Para os dados da tabela 1 obtenha o diagrama de corpo livre DCL do

suporte.

Tabela 1 — Dados numéricos para o exemplo 1.

a,m|bm|cm F, N
Fe +Fe,=

2 4 6 1>~ 22
300e, —120¢,

Solugdo: Identificamos que o apoio em A pertence ao grupo 1 e produz uma Unica forga na
direcdo vertical (que chamaremos de A), enquanto que em O teremos uma forga com linha de
acdo desconhecida (grupo 2 das reagdes). Esta reacdo em O terda uma componente vertical O, e
uma horizontal Op. Observe que convém aplicar primeiro o somatério de momentos da

equacdo (4) no ponto O pois desta forma calculamos diretamente a reacdao em A. A equacao (4)
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estd em fungdo dos moddulos, logo trata-se de um somatério escalar de momentos.
Utilizaremos no entanto, primeiramente o método vetorial e depois o escalar, este ultimo mais

simples e direto para problemas no plano.

Figura 4.3 — Suporte em forma de T do exemplo 1.

dDMo=0 = IoaXA+TXF=0 = T XA=-ToXF

Utilizamos a notacdo vetorial cartesiana para o representar os vetores de posicdao e de forca

(figura 4.4). Os produtos vetoriais se calculam expandindo os seguintes determinantes:

-a ¢ O/l=—b ¢ © = (~a-A)e,=(F-c—F,-b)-e,
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Figura 4.4 — Suporte em T com a marcac¢do dos vetores de for¢a e dos vetores posi¢cdo dos

pontos onde estas forcas estdo aplicadas.

Como esperado, as componentes cartesianas dos momentos estao fora do plano. Obviamente

o sinal de igualdade sé serd preservado se ambas as componentes forem iguais, logo:

F-c—F,-b_ 300-6—(-120)-4
a a 2

A=— =-1140 N

O sinal negativo da reacdo em A indica que o sentido é contrario aquele assumido na figura 4.4.

O mesmo resultado seria obtido utilizando os mddulos (escalares) dos momentos no somatorio:

120-b+300-¢c
a

ZMozo = —-a-A=120-b+300-c = A= =-1140 N
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As componentes da reacdo em O podem agora ser calculadas aplicando o equilibrio de forcas

da equacao (4):

> F.=0 = O +F=0 = O, =-F =-300 N
>F,=0 = O0,+A+F,=0 =  0O,=-A-F,=—(-1140)—(-120)=1260 N

Dos resultados numéricos podemos concluir que a reagdao O; atua para a esquerda enquanto

que O, atua para cima.

Exemplo 2 - A figura 4.5 mostra uma viga engastada em balanco com uma forga F aplicada na

extremidade. Para os dados da tabela 2, obtenha o DCL da viga.

Tabela 2 — Dados numéricos para o exemplo 2.

a,m| a,graus | F, N
6 30 400

X
a3 1

Figura 4.5 - Viga engastada em balan¢o com uma forga F aplicada na extremidade.

Solugdo: O conjunto de reacGes que surgem no engaste podem ser reduzidas a um sistema
forca-binario (figura 4.6). Como no exemplo anterior, aplicam-se as condi¢cdes de equilibrio no

plano (Egs. 4) com o objetivo de calcular estas reagées:
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O, = F -sen(a)=400-sen(30)=200 N

>F,=0 = O-F-sen(e)=0 =
O, =—F -cos(a)=—400-cos(30) = -346,4 N

>F,=0 = 0,+F-cos(e)=0 =
>My=0 = M+a-F-cos(@)=0 = M =-a-F-cos(a)=-6-400-cos(30)=-2078,5N -m

Figura 4.6 — Viga engastada em balango com forgas aplicadas reduzidas a um sistema for¢a-

binario.

Atividade 1, Atende aos objetivos 1 e 2: Resolva o exemplo 1 para os seguintes dados:

a,m|bm|cm F,N
3 2 4 | —2300e, +420¢e,

Comentarios da atividade: Siga o procedimento descrito nos exemplos sem utilizar a férmula

encontrada para as reagées. Os resultados sdo:

A=3346,7 N
0, =2300 N
0, =-3766,7 N

Atividade 2, Atende aos objetivos 1 e 2: Resolva o exemplo 2 para os seguintes dados:

a,m| a,graus | F,N
4 60 1500
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Comentarios da atividade: Siga o procedimento descrito nos exemplos sem utilizar a férmula

encontrada para as reagdes. Os resultados sdo:

0,=12991N
0, =-750 N
M =-3000 N.m

Conclusdo

Baseados no principio de que o conjunto de forcas externas atuando em qualquer corpo pode
ser reduzido a um sistema forga-binario, vimos que as equacdes (4) representam a condicdo

matematica para o equilibrio.

Esta aula abordou também um aspecto de vital importancia para qualquer engenheiro: o
conceito de diagrama de corpo livre, o DCL. Este diagrama constitui uma idealizacdo do corpo
ou conjunto de corpos onde devem ser representadas todas as forgas atuantes. Quando os
apoios ou vinculos com outros corpos sdo eliminados no processo de idealizacdo, seus efeitos
devem ser substituidos pelas reagdes. As equacgdes de equilibrio devem entdo ser aplicadas
para encontrar os esforcos desconhecidos e assim completar toda a informacdo relacionada

com o DCL.

No plano, haverd apenas trés equacdes de equilibrio independentes logo apenas problemas
com trés incégnitas poderdo ser resolvidos. Se esse for o caso, o problema sera estaticamente
determinado. Todos os exemplos desta aula se enquadram nesta categoria. Situac¢des
estaticamente indeterminadas (mais de trés incognitas no plano) devem ser abordadas por

métodos especificos que estdo fora do escopo desta disciplina.
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