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Aula 6 —Forgas distribuidas

Meta

Localizacdo do centrdide de secbes planas e calculo da resultante de forgas continuamente

distribuidas por unidade de comprimento.

Objetivos

Esperamos que, ao final desta aula, vocé seja capaz de:

1. Localizar o centréide de uma secao plana.
2. Calcular a resultante e o seu ponto de aplicagdo para uma forga continuamente

distribuida.

Introdugao

Em aulas anteriores vimos que qualquer sistema de forgas pode ser reduzido uma Unica forca e
a um bindrio atuando em um ponto. Este sistema forca-bindrio tem no sdélido um efeito

equivalente ao efeito do conjunto de forcas do sistema original. Na presente aula estas ideias
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serdo utilizadas para definir o centro de gravidade CG de corpos com espessura constante. Para
o0 caso em que a densidade de massa destes corpos for uniforme, a espessura pode ser

desconsiderada o CG coincide com o centro geométrico ou centrdide da se¢ao plana.

Analisaremos também o conceito de forgas continuamente distribuidas por unidade de
comprimento, que constitui, conjuntamente com o conceito de forga ou momento
concentrado, uma idealizacdo amplamente utilizada na modelagem de componentes e
estruturas. As forgas distribuidas servem para tratar de problemas envolvendo pressdo de gases

e fluidos, assim como forcas de origem magnética ou gravitacional.

Centro de gravidade e centrdide

Uma placa de espessura t constante apoiada no plano x;x, (fig 6.1) estara sob a acdo do seu

proprio peso W. Em cada elemento infinitesimal de area dA atuard uma parte, também

infinitesimal dW, do peso total tal que W = J'dW . Como as forgas dW constituem um conjunto

de forgas paralelas entre sim e perpendiculares ao plano x;x,, a menor distancia entre a linha

de acdo de cada uma delas até o eixo x; serd a respectiva coordenada x,. O momento

elementar de cada dW no eixo x; sera entdo dM,;=x,-dW e o resultante M, :IXZ -dW. O

sistema forca W - binario M,; aplicado no eixo x; é equivalente a uma Unica forca resultante W

qua atua a uma distancia X, tal que:

X, W =M, =[x, -dw (1)

Mediante um raciocinio similar chegamos a expressao para X, :

%W =M,, = [x-dw (2)

CEDERJ 2



Figura 6.1 — O peso préprio de uma placa de espessura constante apoiada no plano x;x, esta
distribuido dW por toda a superficie de contato. O sistema equivalente consiste do peso total

W aplicado no centro de gravidade G da placa.

Assim chegamos a conclussdo de que as infinitas forcas de peso dW sdo equivalentes a uma

Unica forca resultante W aplicada no centro de gravidade G da placa e cujas coordenadas sdo

XX, -

Os pesos elementares dW de um corpo dependem de propriedades fisicas como a densidade p

de massa m e de peso y e também do volume dV e da aceleragcdo da gravidade g. Uma

expressao relacionando estas grandezas é a seguinte:
dW =dm-g=p-dV-g=p-t-dA-g (3)
Substituindo (3) em (1) e (2) temos:

(4)
%, W =[x, p-t-g-dA
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O peso total da placa, para espessura e densidade de massa constantes sera W=p-t-g-A. Neste
caso o centro de gravidade coincide com o centro geométrico da placa (centrdide), este sim,

independente das propriedades fisicas do corpo.

A (5)
-dA

As integrais do membro direito das equacdes (5) sdo conhecidas como momentos de area de

primeira ordem Q com relagao aos respectivos eixos:

Qxlzsz-dA

(6)
sz = _[Xl -dA

Se o corpo tiver um eixo de simetria, o centrdide estara sobre este eixo pois nessa situacdo os
momentos de area de primeira ordem positivos x-da cancelam-se com os negativos —x-da e a
integral é zero. Para o caso de placas compostas por retangulos e outras formas conhecidas, a
seguinte féormula para a determinacdo do centréide da placa composta pode ser deduzida

utilizando um procedimento similar ao descrito acima:

X, = Z)_(li Ai

2A (7)
%, = ZXZi A

A

Exemplo 1 — Obtenha a posicdo do centrdide C de um tridngulo de base b e altura h.
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Solugdo: Calculamos primeiramente os momentos de area de primeira ordem pela equacéo (6).
E necessério transformar os diferenciais de area em diferencias de comprimento para utilizar

integrais simples. O processo estd descrito na figura 6.2.

X2 X2
dA=x,(x,)-dx, dA=x2(x1)-dx1/

h h

b X, b X,

Figura 6.2 — O diferencial de area dA pode ser expresso em termos do diferencial dx; ou dx,,

dependendo da variavel de integracao.

Qu :Ixz 'dA:_rfxz -[b—Xl(XZ)]'dXZ

b
sz ijl'dAzjxl : Xz(xl)'dxl
0

< h : : o :
A fungao xz(xi) =y X, logo o desenvolvimento das integrais é o seguinte:

h 2

b b-h

Qxlz_([XZ ‘:b_ﬁ'xz]dxzz 6
b 2
h h-b
szzv([xl'g'xl'dxlz 3

A darea de um tridngulo A=bh/2 logo, utilizando a equacgdo (5), calculamos a posi¢cdo do

centréide. Os resultados se mostram na figura 6.3.
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Figura 6.3 — Posicdo do centréide de um triangulo.

Atividade 1 - (Atende ao objetivo 1) — Obtenha a posi¢do do centrdide C para a se¢cdo mostrada

na figura 6.4.

Comentarios da atividade: Trata-se uma figura composta por dois retangulos. Utiliza-se a

equacdo (7). Como o eixo x, € um eixo de simetria, o centrdide ja estara sobre ele. A tarefa se

~ - . ~ . 3 .
resume entdo a encontrar a posi¢cdo de C a partir da base da sec¢do. O resultado X, :Z-h é

independente da largura b da secao.

Forgas continuamente distribuidas

Retomando o que dissemos na introducdo da presente aula, os modelos que consideram as

cargas continuamente distribuidas se utilizam para representar forcas devido a pressdo de
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gases e fluidos, e também forcas volumétricas como a gravidade. A figura 6.5 mostra uma viga
sob a acdo de um conjunto de forgas paralelas. A variagao infinitesimal da resultante destes
carregamentos dF por unidade de comprimento g(x;)=dF/dx; é conhecida como intensidade da
forga distribuida. As fungdes g(x;) mais utilizadas na pratica sdo q(x;)=constante e q(x;)=Ax;+B,

onde A e B sdo constantes.

t %2
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Figura 6.4 — Corresponde a atividade 1.

A A A A

= Xl
dx;,

Figura 6.5 — Forca continuamente distribuida de intensidade g(x).
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De aulas anteriores sabemos que dois sistemas de forgas serdo equivalentes se produzem o
mesmo sistema forga-binario resultantes. Para corpos em equilibrio, sistemas equivalentes de
forcas implicam nas mesmas equacdes de equilibrio. Podemos utilizar estes conceitos para
substituir as for¢cas continuamente distribuidas por uma resultante R aplicada em algum ponto
do diagrama de carga g(x;). Considere a situacdo mostrada na figura 6.6. Vamos a escrever
primeiramente as equagdes de equilibrio escalares para o sistema de forgas distribuidas de
intensidade g (Eq. 8) e depois para a resultante R (Eq. 9), esta ultima considerada atuando a

uma distancia X do apoio esquerdo.

x|
S
X

A A A A

v

Figura 6.6 — Diagrama de corpo livre de uma viga bi-apoiada com um carregamento distribuido.

d>F=0 = J‘q-dx1:R1+R2
) (8)
>M,=0 = [x-q-dx=L-R,
L

>F=0 = R=R+R,

(9)
>M,=0 = X-R=L-R,
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Para que a forca resultante R seja equivalente a forga distribuida de intensidade g as equacgoes

8 e 9 tém que produzir os mesmos resultados, logo:

R=[g-dx
L
[x-a-dx  [x-g-dx (10)
)—(:L — L
R [a-dx

L

A primeira das equagdes (10) nos diz que a resultante de um carregamento distribuido sera a
area sob o diagrama de carga g(x;), enquanto que a segunda nos diz que a linha de acdo desta

resultante passa pelo centréide do diagrama (ver equagdes 5 e 6).

Exemplo 2 — Considere uma viga de comprimento L (Figura 6.7) engastada em uma das suas
extremidades (ponto O). Um certo carregamento com intensidade w(x;=L)=0 e w(x;=0)=wo e

variagado linear age encima da viga. Obtenha o DCL da viga desprezando o peso préprio.
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Figura 6.7 — Viga em balanco suportando um carregamento distribuido de variacao linear.
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Solucdo: Para o referencial mostrado na figura o diagrama de carga esta descrito pela funcao
q(x1)=wo (1 —xy/L). Podemos substituir o carregamento pelo seu equivalente estatico aplicando

as equacgodes (10):

L X X12
R=|q-dx = wo(l——lj-dxlzwo-(x -1
! ! L b2

L 2 2 3
. _i . w. - i_i
B T':qudx1 _([Wo {Xl L] dx o [2 3Lj
X = = =
R 1WO-L 1WO-L
2 2

0:

w|

Como esperado, a resultante R=wo-L/2 é a area sob o diagrama de carga (um tridangulo) e a sua
linha de acdo passa pelo centréide do tridngulo situado a L/3 da origem (ver exemplo 1). Com a
resultante do carregamento e a distancia até sua linha de acdo estamos em condi¢des de isolar
a viga do engaste e substituir o vinculo removido pelas reag¢des de apoio Rp e Mo (figura 6.8).

Aplicando as equacdes de equilibrio temos:

> F, =0 = R, =R

> My =0 = Mg =>L-R

Comentadrios do exemplo 1: E importante que o estudante de engenharia entenda desde agora
gue o procedimento descrito para substituir o carregamento distribuido por uma resultante
gue lhe é equivalente e a posterior utilizacdo desta resultante nas equacdes de equilibrio, s6 é
permitido para o caso de forgas externas. Este procedimento ndo pode ser utilizado para a
determinacdo de forcas e momentos internos. Nesses casos trabalha-se com uma resultante

variavel R(x;) antes de aplicar o equilibrio.
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Atividade 2: (Atende ao objetivo 2) — A figura 6.9 mostra uma viga bi-apoiada solicitada pelo

seu peso proprio que é modelado como uma carga distribuida de valor constante q. Obtenha o
DCL da viga.

L/3

Ro

Figura 6.8 — Diagrama de corpo livre da viga em balanco da figura 6.7.
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Figura 6.9 — Viga bi-apoiada solicitada pelo peso préprio de intensidade q.

Comentarios da atividade: A carga distribuida pode ser substituida por uma resultante igual a
area do retangulo descrito pelo diagrama de carga R=g-L atuando em x;=L/2. Os apoios podem

ser substituidos por reacGes verticais de valor igual a R/2=q-L/2.
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Conclusoes

Na presente aula aprendimos a determinar as coordenadas do centro de gravidade G de uma
placa de espessura constante. O sistema composto pelo peso total da placa W aplicado no
ponto G é equivalente ao composto pelos infinitos pesos dw distribuidos na superficie. Para o
caso de placas com densidade de massa constante o ponto G coincide com o centréide C e as
coordenadas deste centro geométrico dependem entdo da relagdo entre os momentos de area
de primeira ordem e a drea total da se¢do. Desta forma o centrdide é uma propriedade de area

independente do material.

Na segunda parte da aula foi demonstrado que um carregamento continuamente distribuido g
é equivalente a uma resultante cujo modulo é igual a area sob o diagrama de carga g(x;) e cuja

linha de acdo passa pelo centrdide da figura geométrica descrita por este diagrama.
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