Lista 2 - Métodos Matematicos II
Respostas

Prof. Jorge Delgado

Importante: As resolucdes ndo pretendem ser completas mas apenas uma indicacao para o aluno consul-

tar caso seja necessario, cabendo a ele fornecer os detalhes dos raciocinios e os calculos intermediarios.

1. Verifique que qualquer ramo de In z é analitica e sua derivada é =

Solucdo.

Sejalnz =1In|z| +i(0 + 2k1r), onde k € Z é fixo, um ramo de Inz. As
partes real e imaginaria de In z na representacao polar, u(7,0) = Inr
e v(r,0) = 0 + 2k, sdo de classe C! e satisfazem as equacoes
de Cauchy-Riemann em coordenadas polares: uyg = 0 = —rv, e

1
U9=1=T;=1’My.

2. Verifique que duas funcoes v;(x,y) e v2(x,y) que sdao harmonicas
conjugadas de uma mesma funcao harmonica u(x,y) diferem por
uma constante aditiva.

Solucdo.

fi =u+iv; e fo = u+iv, sdo analiticas. Logo, g = fi—f> = i(v1—v2)
¢ analitica e toma valores puramente imaginarios. Em particular, a
parte real O e a parte imaginaria v, — v, de g satisfazem as equacoes
de Cauchy-Riemann. Portanto, v; — v, = k é constante.

3. Seja f : E ¢ C — C uma funcao analitica definida num aberto conexo
E. Verifique que se f toma somente valores reais entao f é constante.
Solucdo.

Se f(z) = u(x,y) +iv(x,y) é analitica e toma somente valores re-
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ais, entdo v(x,y) = 0. Logo, ux = v, = 0 e u, = —v, = 0 implicam
que u € constante em cada componente conexa do dominio. Sendo E
conexo, f é constante.

4, Calcule:
Tl'/6 ) 00
(@) J e’ttdt:  (b) J e ?t dt, com Re z > 0.
0 0
Solucdo.
V3 i 1

5. Dados m,n € Z verifique que

1 2m fiMOgind g _ 5 _ 0 sem#n

21 Jo 1 sem =mn.
Solucdo.
Para m = n a integral é igual a 2m. Se m # n entdo m < n ou
m > n. Suponha por exemplo que m > n, entdo m = n + k, para
algum inteiro k e

JZW eimle-ind gg — Jzn et do = 0.
0 0

6. Calcule as integrais

(a)J e*cosxdx; (b) J e*senxdx,
0 0

T
calculando a integral J eI DX g,
0

Solucdo.
1+e™, 1+e™
(@) — 5 (b) >

7. Calcule J f(z)dz, onde:
c

z+2

(@ f(z)= ~ C é o semi-circulo de centro O e raio 2 no semi-plano
superior.

Solucgdo.

—4 + 27111,

(b) f(z)= 7t 2; C é o circulo de centro O e raio 2.

z

J. Delgado GMA - IME UFF



Lista 2 - Métodos Matemadticos Il Respostas 3

10.

11.

Solucgdo.

47T1.

(c) f(z) =me™?; C é o contorno do quadrado de vértices 0, 1,1 + i e
i orientado no sentido anti-horario.

Solucdo.

4(e™ - 1).

(d) f(z) =z 1Ht=e-l+)Inz (1z] 5 0, 0 < argz < 2m); C é o circulo
unitario orientado positivamente.

Solucdo.

i(1—e2m).

. Verifique que se f é uma funcao continua definida num dominio con-

tendo os circulos C e Cy de raio R > 0 e centros 0 e z(, respectiva-
mente, entao:

J f(z)dz = f(z—-2z9)dz.
C Co

Solucado.
Escreva as parametrizacoes das curvas. Desenvolva a integral do lado
direito da igualdade segundo a definicao.

. Verifique que j( % =41ri, sendo C:v =2 — sen? % —7T < 0 < 371.
C

Solucgdo.
Sejam C; e C, as curvas obtidas da curva C com -1t < 0 < 11 e

T < 0 < 31, respectivamente. Tem-se que C = C;u(s e jg % = 2171,
C.

j=1,2.

Seja Cy o circulo de centro zy e raio R orientado no sentido anti-
horario. Verifique que:

@ J C__omi; )| (z-ze)ldz =0, (0 = £1,%2,..)).
Co zZ— 20 Co

Solucado.
Escreva as parametrizacoes das curvas. Desenvolva as integrais se-
gundo a definicao.

Seja C o segmento de i a 1. Sem calcular a integral, verifique que:
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12.

13.

14.

dz
J — | =42
Cc Z
(Indicacao: o ponto médio do segmento é o ponto do segmento que esta mais proximo da origem).

Solucado.

1+1il?

Se z ¢ um ponto do segmento, entdo |z*| > ’2

1 )
=1 A integral
, . 1 .
é, portanto, menor ou igual a 1 vezes o comprimento do segmento.

Seja C o circulo de centro na origem e raio R > 1 orientado positiva-
mente. Sem calcular a integral, Veriﬁque que:

J Logzd ‘ 2Tt +1nR).
C

Conclua que o valor da integral tende a zero quando R — oo,
Nota: Logz =Inz +i6, —1t < 0 < 11 é 0 ramo principal do Logaritmo complexo.
Solucdo.

mm+InR
R2

Logz
22

Usando a desigualdade triangular, para z € C, vale

, . o . InR s
Use L’'Hospital para verificar que Ilalm HT = 0 e o critério de compa-
racao para concluir.

Usando primitivas, calcule as integrais ao longo de qualquer caminho
que ligue os limites de integracao.
i/2 T+2i 2 3
() J e™dz; (b j cos=dz; (o) J (z-2)3
i 0 2 1
Solucgdo.

(a)1+1

(b) e + —©0

Verifique que:

2
onde z! = e'982 com |z| > 0, -1 < Argz < 11, é 0 ramo principal, e

1 g
J Zidz = LF3° —2 (1-1),
-1

onde o caminho de integracao é qualquer curva ligando z = —1 com
= 1 que, com excecao dos pontos extremos, nao intersecta o eixo
real.

Indicacdo: Use uma primitiva do ramo z/ = e'"?, |z| > 0, - T < argz < 32"
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15.

16.

Solucgdo.

Seja C um caminho de —1 a 1 contido no semi-plano superior e tendo
apenas suas extremidades no eixo real. O ramo principal de z! ndo
esta definido em z = —1, logo a sua primitiva ndo esta definida em
z = —1 e nao pode ser usada para calcular a integral. Por essa ra-
za0 o integrando se substitui pelo ramo z! = ei™Z onde |z| > 0 e

T 31T o . .
—5 <argz < — > que coincide com o integrando ao longo do cami-

nho C. Usando a primitiva desse ramo,

1 . Zi+1 1 1 . . . .
J Zidz = . = [e(1+1)(1n1+10) _ e(l+1)(ln1+lﬂ')]
-1 i+i] , i+l

_1l+e™™

> (1-1).

Aplique o teorema de Cauchy-Goursat para calcular J f(z)dz onde
c

C é o circulo unitario e:

22 . — 1 -
(a)f(Z)ZZ—B’ (b)f(z)—m,
(0 f(z) =tanz;  (d) f(z) = Log(z + 2).
Solucdo.

As funcoes dadas sdo analiticas em C e no interior de C (explique!) e,
pelo teorema de Cauchy-Goursat, as integrais sao todas iguais a zero.

O objetivo deste exercicio é usar a integracao complexa para verificar
o calculo da integral impropria real:

VTU _p2
e

J e cos(2bx)dx = , (b > 0).
0

(a) Seja R o caminho retangular de vértices —a, a, a+ib e —a+ib, com
a,b > 0, orientado positivamente. Verifique que a soma das integrais

de e# ao longo dos lados horizontais do retangulo R é igual a
a a
2 J e dx — 2e¥ J e cos(2bx) dx,
0 0

e que a soma das integrais ao longo dos lados verticais do retangulo
é igual a
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b b

. a2 2 g . _2 2 1

ie @ J e¥ e AV dy — je @ J e e’ dy.
0 0

Use o teorema de Cauchy-Goursat para concluir que:

a

a b
2 2 2 2 2 2
J e cos2bxdx =e? J e X dx +e @b )J e’ sen2aydy.
0

0 0
(b) Usando a integral conhecida (como é que se calcula essa integral?)

J e X’ dx = ﬁ
0 2
e a desigualdade (justifique!)
b b
J e’ sen2aydy sj eyzdy,
0 0

obtenha, passando ao limite quando a — o na ultima equacao de (a),
a identidade proposta.

Solugdo.

(a) Integra-se e % ao longo do retangulo do enunciado. O lado in-
ferior se parametriza por z = x, —a < x < a. Calculando, temos

a 2 a 2
J e “dz= ZJ e X dx.
0

—-a

o lado superior é parametrizado por z = —x + ib, —a < x

IA

a.
Calculando, temos

—a+ib ) ) a )
J e dz = —eb J e X (cos2bx —isen2bx) dx
a+ib —-a

a
_2eb J e cos 2bx dx.
0

As outras integrais se calculam da mesma forma e, apos aplicar o

teorema de Cauchy-Goursat (a integral de e?’ ao longo do retangulo é
igual a zero) obtem-se a integral desejada.

a a b
2 2 2 2 2 2
J e cos2bxdx =e? J e X dx +e @b )J e¥ sen2aydy.
0 0 0
a

(b) Como lim | e™'dx = J e dx = T lim e~ @ +0) = 0, e
m | .

b
J e’ dvy é limitada, obtemos a formula desejada.
0

17. Seja C o bordo do semi-disco superior unitario orientado positiva-
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18.

mente e seja f(z) uma funcdo continua definida nesse semi-disco
tomando f(0) = 0 e usando o ramo da raiz quadrada com argumento

entre - o 3T,
2 2
f(z) = re?? parar >0e —g <0< 37”

Verifique que J f(z)dz = 0 calculando separadamente a integral
c

sobre o semi-circulo unitario superior e sobre os dois raios do eixo
real que completam o bordo do semi-disco. Porque o teorema de
Cauchy-Goursat nao se aplica neste caso?

Solucgdo.

Sejam A o segmento de 0 a 1, B o segmento de —1 a 0 contidos no eixo
real e Cy o semi-circulo superior unitério. E claro que C = CoUAUB. A
funcao f definida no enunciado é continua, logo integravel ao longo
de C. O teorema de Cauchy-Goursat nao se aplica porque f nao ¢é ana-
litica em z = O (de fato, note que sequer esta definida no semi-eixo
imaginario inferior).

Calculos diretos parametrizando A, B e Cy dao:

Jf(z)dz = Jf(z)dz+Jf(z)dz+J f(z)dz
C A B Co
2 2. 2 ,
§+§l—§(1+l)=0.

Seja R a regiao no plano complexo delimitada por uma curva simples
fechada C. Verifique que

Area R = 1J Zdz.
21 C

Solucdo.
Usando o teorema de Green, tem-se:

| zdz= (| xax+yay)+i(] xdy-yax)=2if| aa

J. Delgado GMA - IME UFF



