Lista 2 - Métodos Matematicos II

Prof. Jorge Delgado

. Verifique que qualquer ramo de In z é analitica e sua derivada é >

. Verifique que duas funcoes v,(x,y) e v2(x,y) que sao harmonicas
conjugadas de uma mesma funcao harmonica u(x,y) diferem por
uma constante aditiva.

. Seja f : E ¢ C — C uma funcao analitica definida num aberto conexo
E. Verifique que se f toma somente valores reais entdo f é constante.

. Calcule:

/6 ) 0
(@) J e’itdt;  (b) J e 2t dt, comRez > 0.
0 0

. Dados m, n € Z verifique que
1 (2™ 0 sem+n

T eimee—ine do = S, =
™ Jo 1 sem =n.

. Calcule as integrais

(a) J eX cosx dx; (b) J eXsenxdx,
0 0

™
calculando a integral J e DX g,
0

. Calcule J f(z)dz, onde:
c

+2 . .. . .
(@ f(z)= z ~ C é o semi-circulo de centro 0 e raio 2 no semi-plano

superior.
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10.

11.

12.

13.

zZ+2
z

(b) f(z) =

: C é o circulo de centro O e raio 2.
(c) f(z) =me™?; C é o contorno do quadrado de vértices 0, 1,1 +1i e
i orientado no sentido anti-horario.

(d) f(z) =zt =el-1+dInz (17| 5~ 0, 0 < argz < 2m); C é o circulo
unitario orientado positivamente.

. Verifique que se f é uma funcao continua definida num dominio con-

tendo os circulos C e Cy de raio R > 0 e centros 0 e z(, respectiva-
mente, entao:

ch(z)dz = Jcof(z —Zzp)dz.

. Verifique que j£ % =41ri, sendo C:r =2 —sen?® g, -1 <0 < 3.
c

Seja Cy o circulo de centro zy e raio R orientado no sentido anti-
horario. Verifique que:

@) J “__omi; 0| z-z0mldz=0,n==1,22,..)).
Co Z—20 Co

Seja C o segmento de i a 1. Sem calcular a integral, verifique que:
J d—f < 4.2.
Cc Z

(Indicacao: o ponto médio do segmento é o ponto do segmento que esta mais proximo da origem).

Seja C o circulo de centro na origem e raio R > 1 orientado positiva-
mente. Sem calcular a integral, verifique que

U Logzzdz‘ < 2—Tr(rr +1nR).
c Z R
Conclua que o valor da integral tende a zero quando R — oo.

Nota: Logz =Inz +i6, —1t < 0 < 11 é 0 ramo principal do Logaritmo complexo.

Usando primitivas, calcule as integrais ao longo de qualquer caminho
que ligue os limites de integracao.

i/2 T+21 3
(a) J e dz; (b)J cosgdz; () L (z-2)3dz.

i 0
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14.

15.

16.

Verifique que:

r —1r
J Z%iZzi(l—i),
1 2

onde z! = e'982 com |z| > 0, -7 < Argz < 1T, é 0 ramo principal, e
onde o caminho de integracao é qualquer curva ligando z = —1 com
z = 1 que, com excecao dos pontos extremos, nao intersecta o eixo
real.

Indicagdo: Use uma primitiva do ramo z' = e!"Z, |z] > 0, - F < argz < 37"

Aplique o teorema de Cauchy-Goursat para calcular J f(z)dz onde
c

C é o circulo unitario e:

1
z242z+72’

22
(@ f(z) = Z_3 b) f(z2) =

3;
(c) f(z) =tanz; (d) f(z) =Log(z + 2).

O objetivo deste exercicio é usar a integracao complexa para verificar
o calculo da integral impropria real:

VTU _p2
e

J e cos(2bx)dx = , (b > 0).
0

(a) Seja R o caminho retangular de vértices —a, a, a+ib e —a+ib, com
a,b > 0, orientado positivamente. Verifique que a soma das integrais

de e=#* a0 longo dos lados horizontais do retangulo R é igual a
a a
2 J e dx — 2eb° J e~ cos(2bx) dx,
0 0

e que a soma das integrais ao longo dos lados verticais do retangulo
é igual a

b b
. 2 2 g . a2 2 7
ie @ L e¥ e 2aYdy — je~@ Jo e e dy,

Use o teorema de Cauchy-Goursat para concluir que:

a

a b
J e’ cos2bxdx = e’ J e X’ dx + e @b J e¥ sen2aydy.
0

0 0

(b) Usando a integral conhecida (como € que se calcula essa integral?)
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17.

18.

ro e X’ dx = v
2 b

0

e a desigualdade (justifique!)

b 2
SJ e’ dy,

b
J e’ sen 2ay dy
0

0

obtenha, passando ao limite quando a — o na ultima equacao de (a),
a identidade proposta.

Seja C o bordo do semi-disco superior unitario orientado positiva-
mente e seja f(z) uma funcdo continua definida nesse semi-disco
tomando f(0) = 0 e usando o ramo da raiz quadrada com argumento

entre - ¢ 3.
2 2"
f(z) = Jre?? parar >0e —g <0< S%T

Verifique que J f(z)dz = 0 calculando separadamente a integral
c

sobre o semi-circulo unitario superior e sobre os dois raios do eixo
real que completam o bordo do semi-disco. Porque o teorema de
Cauchy-Goursat nao se aplica neste caso?

Seja R a regiao no plano complexo delimitada por uma curva simples
fechada C. Verifique que

Area R = 1J zZdz.
21 C
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