Lista 3 - Métodos Matematicos II

Prof. Jorge Delgado

. Seja C a curva poligonal de vértices 2(1 + i), 2(—-1 +1i), —2(1 +1i) e
2(1 — i) orientada positivamente. Use a formula integral de Cauchy
para verificar que:

e “dz . cosz _TLi-
@ G 2 O G- T

© 9§ COZS?Z dz=0; (d) 56 tan(z/2))2 = {17 sec” % X0 € (=2,2).
C X0

. Se C é o circulo de centro i e raio 2 orientado positivamente, verifique
que:

dz T dz 1
@h =T 0P T

. Seja C o circulo de centro O e raio 3 orientado positivamente e seja

2 _ 5 _
g:(C—C—(Cafun(;éog(w)zggzzzzdz.
C zZ—w

Verifique que g(2) = 81ri e que g(w) = 0 para w no exterior de C.

. Seja C uma curva fechada simples orientada positivamente e seja a
z3+2z

funcdo g : C — C — C dada por g(w) = Sé(z—wﬁdz'

Verifique que g(w) = 6mmiw para todo w no interiorde Ce g(w) =0

para todo w no exterior de C.

. Verifique que se f é uma funcao analitica sobre uma curva fechada
simples C e zy ¢ C, entao
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z—2zg c (z—20)%

ng'(z) dz f(z)dz
c

Indicacdo: suponha primeiro que zg esta no interior de C. Use a formula integral de Cauchy para
g(z) = f'(z) na primeira integral e a férmula integral de Cauchy para a derivada na segunda inte-
gral. Para zo no exterior de C use o teorema de Cauchy-Goursat para verificar que ambas integrais

sdo iguais a zero.

6. SejaC:z = e —1r < 0 < T, 0 circulo unitario. Verifique que para

e4? .
Sgdz = 271T1.
C z

Depois, escrevendo a integral em termos de 0, obtenha a formula de

qualquer a € R:

integracao:

J 2259 cos(asen 0) dO = Tr.
0

7. Seja C o circulo unitario. Verifique que

2 z
@ 9§ asenz+bcos’z ; 21ib: (b) Sgecoszdz = 27Ti.
C z c Z

8. Seja C o circulo de centro 0 e raio 2. Seja P(z) = a + bz + c¢z?, onde

a,b,c € C. Verifique que, se 9§P(Z)dz = 2711, 95 P(z) dz = 2mie
C z C z-1

56 5121 dz = 27ti, entdo P(z) € constante de valor 1.
c

Indicacao: leia as integrais através da férmula integral de Cauchy, avaliando P(z) emz =0,z =1¢e
z = —1, respectivamente. Obter-se-a um sistema de 3 equacoes lineares nas indeterminadas a, b e

c,cujasolucaio éa=1,b=c=0.

9. Verifique que, paratodo z € C, coshz = cos(iz) esenhz = —isen(iz).

Usando as séries de Maclaurin de sen e cos, verifique que:

9] 2 9]

() coshz = > St (b) senhz = >

22n+1
2n+1)!°

n=0 n=0
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10. Verifique que a série de Taylor de cosh(z) em torno de zy = —277i €

11.

12.

13.

14.

15.

+ 2711)2"

comin = 5 242

n=0

Verifique que a série de Taylor de f(z) = e? em torno de zo = 1 é:
o e
ef =2 (z-D"
n=0
z z

. ~ 1 -
Verifique que a funcao f(z) = —— = = - - tem a sua série de
z4+9 1+ %

=n"

T z™+1 para |z| < /3.

Maclaurin dada por >
n=0

Verifique que a série de Taylor da funcado f(z) = em torno de

1-z
o0
. , 1 (z-0)"

zo=1ié,para |z —i| < Vv2,dadapor —— = » ——

n=0
Indicagdo: 15 = (14)1(271') =5 [_z=1- Note que |%| <le|z-il<|1-i]= V2.

T1-i

Use a definicao de senh para verificar que senh(z + i) = —senh z.

Obtém-se dai que senh é periodica de periodo 2mi. Usando isso,
verifique que a série de Taylor de senhz em torno de zo = i é:

(=) (Z

_ .n.l')2n+1
n=0
Verifique que:

senz? 1 z2 26 ZI0

@ = gty tooopaazEl;
1z d 1 1
3 _ .
(b) z*cosh— = = + 23 + gl (Gn sy Z2n Ty PAraz # 0;
1 1 <« zn
(C)WZE+ZW,I)&THO<|Z|<4.

n=0
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16.

17.

18.

19.

20.

. , . 1
Verifique que a série de Laurent de f(z) = z2 sen —; em 0<|z] <o

(o8]

éf(z)=1+zﬂ 1

SAn"
ot 2n + 1)! zan

Verifique que a série de Laurent da funcao f(z) = 5 o dominio

et
(z+1)

O<|Z+1|<00éf(z)=1[ 1 + 1 ZW]

+
2
el (z+1) z+1 P n+2)!

. ~ 1 L.
Verifique que a funcao f(z) = 20-2) se representa em série de
Laurent como:

1 1 - .,

@ =5 +=+ > z"para0<|z| <1

z z

n=0
(b)—ii aral < |z| < o
zn P ’
n=3
- +1
Represente a funcao f(z) = ;_ 1

(a) pela sua série de Maclaurin, especificando o dominio onde a repre-
sentacao é valida.

Solucdo.

f(z)=-1-2 Z z", valida para |z| < 1;

n=1
(b) pela sua série de Laurent no dominio 1 < |z]| < oo.
Solucgdo.

flzy=1+2>.
n=1
(@) Sejaa € R, —1 < a < 1. Obtenha a representacao em série de

a ah ..
Laurent —— = Z — no dominio |a| < |z] < oo.
Z'Vl

n=1
(b) Escrevendo z = e’ na igualdade do item (a) e separando as partes
real e imaginaria, obtenha as seguintes férmulas:
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aseno
1-2acos0 +a?’

acosO —a?
1-2acosf + a?

> a"cosno = e > a"sennf =

n=1 n=1

21. (a) Seja f(z) uma funcao analiticano anel E: 0 <7} < |[z] < 7, <
esejaC:z=e? 0 < 0 < 21 uma representacao do circulo unitario.
Integrando ao longo de C nas expresoes dos coeficientes da série de
Laurent de f(z) verifique que, para z € E:

I U AR 1< (7 4 o z\" | (e?)"
@) =5 | e )d9+2nn§L Fle )[(eie> +(z) }d@.

(b) Escrevendo u(0) = Re[ f(e?)], obtenha, do item acima, a formula:

1 21T 1 o0 21T
uw©) = - L w(0)do + "n% JO w(0) cos[n(O — 6)]d0.

NOTA SOBRE FUNCOES RACIONAIS

Uma funcdo racional é uma funcao da forma
Flz) = P(z) ap+a1z+axz’+...+amz™
Q(z) bo+biz+Dbz2+...+bpzn

onde P(z) e Q(z) sao polindmios na variavel z e Q(z) nao é identica-
mente nulo.

O dominio D da funcao racional f(z) é o complementar das raizes
do denominador, isto é, D é o complementar de um numero finito de
pontos no plano complexo: D = C—-{z € C|Q(z) = 0}.

Dizemos que a funcao racional f(z) é propria quando o grau do
numerador é menor que o grau do denominador: m = Grau(P(z)) <
n = Grau(Q(z)), caso contrario a funcao é chamada impropria.

P(z)
Q(2)
P(z) por Q(z) para obter um quociente g(z) e um possivel resto R(z)
com 0 < Grau(R(z)) < Grau(Q(z)), isto é:

F(z) = P(z) _g(z)-Q(z) +R(z) _ R(z)

Q) Q(2) =905

¢ uma funcao racional improépria, podemos dividir

Se f(z) =
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R(z) , - . L.
onde ¢ uma funcao racional propria.
Q(z)
z>-2z+1, . . . _
Por exemplo, f(z) = STiaa1 ¢ uma funcao racional impropria,

pois a divisdo de z> — 2z + 1 por z? + z + 1 da quociente z3 — z? e resto

1 e assim:
5
z>—-2z+1 1
(@)= == (@ -
f z24+z+1 z24+z+1
onde ! ¢ uma funcao racional propria
z24+z+1 |

Sabemos que todo polindmio Q(z) com coeficientes complexos se
fatora na forma:
Q(z) =K(z-1)% -...-(z—-1p)%,

com Grau(Q(z)) = x;+a2+...+&p, K € uma constantereal, 71, 72, ..., 7p
sao as diferentes raizes complexas de Q (x) com multiplicidades o , o2,
-y aq-

O resultado fundamental que lhe sera util ao resolver problemas
envolvendo funcoes racionais é o seguinte:

Suponha que Q(z) = (z—1)* - (z—12)%2-...-(z=7p)* e que f(z) =
P(z)
Q(z)

Entdo f(z) se decompéde em soma de fracbes parciais da seguinte ma-

é uma funcdo racional propria, isto é, Grau(P(z)) < Grau(Q(z)).

neira:
_ P(z) _ Ao1 N Anr Aoy Alx -1
Q(z) (z-rm)x (z-r)ul (z—r)x2 7" (z-1)
N Aoz N A Ao Alxr-1)2
(z=-m)% (z—-1)%l (z-m)%2 "7 (z-1)
A A A Ao
o 1p — + 2p — + ... Zlep-Dp ,
(z=1p)%  (z—71p)% (z—1p)% (z—1p)

f(z)

+...F

onde A;; € C sdo constantes por determinar.
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