Lista 4 - Métodos Matematicos II

Prof. Jorge Delgado

1. Calcule Res f(0) da funcao f(z) dada.

1 1, cotz senh z
ﬁ’ (b)ZCOSZ’ (C) 24 ’ (d) 24(1_22)-

(@)

1 7
d —.

- : ., 1.
Solucdo. (a) 1; (b)—2, (0) 25 6

2. Usando o teorema do residuo verifique que

7Z { —
(a) 9gezdz = -27i; (b) 9522e1/2dz =L (o) 56 f = = 2111,
c z C 3 cz°-2z

onde C é o circulo de centro O e raio 2.

Teorema 1
Seja C uma curva fechada simples e seja f uma funcao analitica em

C e no seu interior exceto num numero finito de pontos singulares no
interior de C. Entao

Séf(z) dz = 2miRes,_g [zlzf (i)] .

3. Usando o teorema 1 calculando um unico residuo, calcule a integral
das funcoes dadas ao longo do circulo C: |z| = 2:

z° . 1 o 1 ,
(a) 9%1—23‘12 = -21i; (b) 9%1 +22dz =0; () 9%2 = 27T1.

4. (a) Usando a série de Maclaurin de e? e assumindo que é possivel
integrar a série termo a termo, isto é, a integral da série é a série das
integrais dos seus termos, verifique que:

o0
1 1 1
Sgez*zdz = > — (P zlezdz.
C n=0 nJe
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(b) Use o teorema do residuo para calcular as integrais da série do
item anterior e obter a formula:
9§ez+;dz =270 ) __
C = n!'(n+ 1)!
5. Sabemos que se f possui uma singularidade isolada em z,, entdo
f(z) se representa por uma série de Laurent em um disco perfurado
0 < |z - 2z9| <R, para algum R > 0. A parte dessa série que contém

as poténcias negativas de z — zy é chamada a parte principal de f em
Z0.

Determine a parte principal da funcao f(z) na sua singularidade iso-
lada z, diga se se trata de uma singularidade removivel, de um polo
(dé a ordem) ou uma singularidade escencial e dé Res f(zg).

a) f(z) = zel/?; b) f(z) =

1 +z’
senz . Ccos z
(©) f(z) = ;o A f2) =
Solugdo. (a) Sing. escencial z 0, parte principal i ! ! Res f(0) = 5
¢ 8- 0=0,p p p n+ 1) on =

(b) Polo simples em z = —1, parte principal 27; Res f(—-1) = 1. (c) Sing.

+1
removivel em z = 0, parte principal 0; Res f(0) = 0. (d) Polo de ordem 5 em

z = 0, parte principal 21—5 - 2,1? + é; Res f(0) = 5

6. Verifique que a singularidade da funcao f(z) dada é um polo, deter-
mine a ordem e o residuo correspondente.

cosh z 1 — ez 2z

f()—i, b) f(2)=——F— (©f(2)=

e
(z-1)2"

Solucdo. (a) Ordem 1, residuo —%; (b) Ordem 3, residuo —%; (c) Ordem 2, residuo

2e2,

f()

7. Se f(z) é analiticaem zy e g(z) = . Verifique que

(@) se f(zg) # 0, entdo zy é um polo simples de g(z).

(b) se f(zp) = 0, entdo zy é uma singularidade removivel de g(z).
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10.

11.

12.

13.

Solucgdo. Escreva a série Laurent de g(z) em O < |z — Zzg| < R usando a de Taylor

de f(z) em torno de zy definida num disco |z — zg| < R.

8asdz?2

Seja a € R, a > 0. Determine a parte principal de f(z) = 22+ a2}

em torno da singularidade zy = ai.

Solugdo. Escreva f(z) = (Zdi(;i))3, onde ¢p(z) = (gf_jlzl; Verifique que ¢ ¢é analitica

. - - . 7 i 2 [
em —ai. A parte principal de f(z) em ai é — /2. — _a/2 4t

z—ai = (z-ai)? = (z-ai)3*
. Verifique que
3
z 3. e i

(a) Res,__ (22 + 1) ~ 16 (b Resz-im 372 = * o

ATS I |
(c) Res,__ o (]z] >0,0 <argz < 2m);

Logz  m+2i
(@ Resz-i 27 T2 = 3
Verifique que o valor da integral 56 32° +2 dz, ao longo do

c(z=-1)(z2+9) 7

circulo
(@) C:|z—-2| =2 éigual a 1ri;

(b) C:|z| =4 éigual a 6771.

Verifique que o valor da integral 56 ao longo do circulo

dz
c23(z+4)
i,
32’
(b)C:lz+ 2| =3éigualal.

(@) C:|z| =2 éigual a

coshtrz

mdz = 47Tl, onde C : |Z| = 2.

Verifique que 56
c

Usando o Teorema 1, verifique os valores das integrais abaixo ao
longo do circulo C: |z| = 3, calculando um Unico residuo.

(3z +2)2 _ N 23pllz - '
@ 9% 2z-Dezi5 =9 Sé = 27Ti.
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Lembre do seguinte resultado.

Teorema 2

Se g e h sdo analiticas em zy e g(zg) # 0, h(zg) = 0 e h'(z9) # O,

entao zy é um polo simples de F(z) = ‘Zi; 0) = g,((ZZO)).
0

14. Use o Teorema 2 para verificar o valor das integrais:

;. dz .
() 9%2 tanzdz = —4mi;  (b) ggzlz hag =TT

15. Verifique que 56 = dlz) s - 2%, onde C é o retangulo de vértices
A _

-2,2,2+ie2—1.

Indicacdo: verifique que os zeros do polinémio q(z) = (z2 — 1)2 + 3 séo as raizes quadradas dos
numeros 1 + +/3i. Logo, ﬁ ¢ analitica em C e no seu interior exceto nos pontos zg = ¥ >
vV
-Z0 = ig{’, podendo entdo aplicar o Teorema 2 para calcular os residuos.
J

16. Usando residuos verifique as integrais reais improprias abaixo.

@ el o] S

cosax —ab .
(C)J 2+ b2 dx = 4b3(1+ab) ,ondea>0eb > 0;
(7 xsenax ;T 4 _
(d) | g4 dx=e “sena, ondea >0
@[ X dx .
Jow X2+ D) (x2+2x+2) 5’
(© senxdx T
O] vaers = o smZ

17. Usando residuos verifique as formulas de integracao abaixo.

@ J" cos0do 1T_ ®) JZ’T c0s?30d0 3,

_x5+4cos0 5-4cos20 8’
21T 21T

O ol - - k<,
o 1+kcosO o 1+ksen0 1 — k2
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18.

19.

20.

21.

" dao

@ o (@a+cos0)? ma(a® -1)7%, (k* <1);
© | senrodo=m-2M 4 _12,3, ...,
0 (2nn)!

(o)

xdx , Tl

Verifique que o valor principal de J_oo T2+ 2x12) é — X
Verifique a formula

\/ﬁe_bZ

J X cos(2bx)dx =
0 2

Indicacdo: assumindo que j(;x’ e dx = @, calcule ﬁc e dz, onde C é o retangulo de vértices

—a,a,a+ib e —a + ib. Passe ao limite quando a — o para concluir.

(a) Seja Cr 0 arco do circulo de centro zero e raio R > 0 que liga R com

. . . ™
Re'™% e seja Agr o contorno do setor circular 0 <7 < R,0 < 0 < s

orientado positivamente. Integrando ao longo de Ag, verifique que:

R R
1 2 F 2
cos(x? dx=J e" dr—ReJ e# dz,
Jo (") V2 Jo Cr

R R
2 1 I —r2 iz?2
sen(x“)dx =—=| e dr —Im e dz,
JO ( ) \/§ 0 Cr

R (T/? 2
<= J e R*send g4 e use-a para con-
0

iz’ dz
JCR 2

cluir que o valor principal da integral ao longo do arco Cg, no item
acima, tende a zero quando R tende a oo.

(b) Verifique que

(o)

(c) Use (a), (b) e a formula J e’ dx = \/j para concluir as féormulas
0

o0 o0 1
J cos(x?)dx = J sen(x?)dx = = | 2.
0 0 2V 2
Considerando o contorno da Figura 1, abaixo, para resolver os seguin-

tes trés itens.

(a) Verifique que, paraa >0e b > 0,

J cos(ax) —2cos(bx) dx = T (b - a).
0 X 2
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Use a identidade 1 — cos(2x) = 2 sen? x para concluir:
J sen? x dx = T
0

x? 2

(b) Verifique que, para —1 < a < 3 e x% = eaInx

J‘X’ x4 o (d-am
0 (x2+41)? " 4cos(ar/2)’

Yi
Cr

Cp
) f‘\ )
> 0 P~ R &

Figura 1:

1/3 (1/3)logz
(c) Usando a funcao f(z) = z"logz _ ¢ logz’ definida para

zZ2+1 zZ2+1

|1z| > 0, —g <argz < 377T obtenha as formulas:

J“’Wlnxdx:"z, J""de:ﬂ_
0o x2+1 6 0o x2+1 3

2—1/2 e(—1/2)logz
22. Integrando um ramo apropriado de f(z) = 2 1= 2.1

longo do caminho indicado na Figura 1, acima, verifique que:

* dx ™

0 Jx(xZ+1) V2
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