Capitulo 1
Sequéncias e Séries
1.1 Exercicios

1.1 Encontre uma férmula para o termo geral da sequéncia {a,}5°; assumindo que o padrao dos primeiros
termos continua.

® Gob b g ) @ b —f kb
O bbb O (-3}
(¢) {2,7,12,17,---}. (f) {5,1,5,1,---}

1.2 Determine se a sequéncia converge ou diverge. Se ela convergir, encontre o limite.

cos?(n)

(a) ap =n(n—1). (i) an = cos(n/2). (@) an = 5

(b) a, = 4t (j) an = cos(2/n). (r) an =In(n+1) —In(n).
(c) an = :rf:; (k) a, = 82;3: (s) an =nsen(1/n).

(d) an = 1;/\%- (1) a, = arctan(2n). (t) an =+vn—vn?—1.
(€) an = 525 (m) a, = ST (0) an=(1+2)/"

(f) an = 1+72/77' (n) ap, = 11;((27:3). (v) an = sfi(?/%)'

(&) an = (7114)-# (0) an =ne™™. (W) an = .

(h) a, = % (p) a, = ncos(mn). (x) an = (_i’!)”.

1.3 Prove que lim,, (1 + %)n —e.

1.4 Determine o valor da constante ¢ tal que Y -, (15_32)k =10.

1.5 Determine o valor de Y ;- e"m "

1.6 Prove que Y, 1 diverge.
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1.7 Determine os valores de p € R para os quais Y, n—lp converge.

1.8 Estude a convergéncia da série Y ;- | a,, nos seguintes casos:

__ sen(2n) . _ 1 _ 2n2%43n
(a) an = = () an—ﬁ~ (@) an = S5t
_ 4n !
(b) an = (2n2+43)2 " (.]) O, = Zi’j; (I‘) Qn = (22"n73"
_ (=0 n — _n’+43
(©) an = Ty K) an = 208, (8) an = iy
(d) an = 7COZ(2"). 1) ap, =n"te 1/, (t) an = 5335
_ (CuvR
(e) an = ZGH2REL (m) an = 74/ B (W) an = =™
2
n! n n? n "
(1) an = 25, (1) @n = (—1)mH 22 ™) = (72%) -
(&) an = 2. (0) an = 222 (W) an = 35
n42 2n(Ilnn)" n—
(h) ap = Tgr. (p) e = 258 (x) an = T3



Capitulo 2

Transformada de Laplace

Dada a funcéo f : [0,00) — R denotamos por F(s) (ou L{f(t)}) a transformada de Laplace definida pela integral

F(s) = /O T retat,

para todo s onde a integral existir. Lembre das seguintes transformadas que foram calculadas em aula.

Tabela de Transformadas de Laplace

f(®) L(f)
et ! 5> a.
s—a
1
t" paran =0,1 Y ss0
1, sy .
a s
sinat , cosat , , §>0.
S2+02 52+CL2
. a s
sinhat , coshat oo w57 |al.
e—as
Ut — a) , §>0.
s
o(t —a) e .

Por outra parte, o produto de convolugao (o simplesmente, convolugao) entre duas fungoes f,g : [0,00) — R é
definido como

(f*9)(t) = / f(t — r)g(r)dr.

O produto de convolugao é comutativo, associativo e distributivo. Além disso, tem como elemento neutro a “fun¢ao”
delta de Dirac (isto é, (f *)(¢t) = f(t)).

Lembre das seguintes propriedades estudadas em aula.

() L{af(t) +bg(t)} = aF(s) + bG(s). (iil) L{f' (1)} = sF(s) — f(0).

(i) L{f(at)} = LF(2). () 0! f(u)du} = £,

S

3
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(v) L{tf(t)} = —F'(s). (ix) L{f@t)/t} = [ F(u)du, se lim,_ f(t)/t existir.
(i) £{e™ f()} = F(s - a).
(vii) L{U{E —a)f(t —a)} = e *F(s).
(viii) £{(f % g)(t)} = F(s)G(s). (xi) L{3(t —a)} = e

Note que cada transformada calculada e propriedade enunciada acima, corresponde ao cdlculo de uma transformada
inversa ou a uma propriedade da tranformada inversa de Laplace. Por exemplo,

E_I{L} =senat e L YF(s)/s}= /Otf(u)du.

(x) L{f()} = 1 foT e~ st f(t)dt para f de periodo T > 0.

s2 + a?

2.1 Exercicios

.~ _ . 00 g2 o g
2.1 Usando a definigdo de transformada de Laplace, calcule £{¢ 1/2}. Dica: Use que fo e Tdx = %

2.2 Determine as transformadas de Laplace das seguintes funcgoes:

(a) f(t) = €3 cos(2t). (d) f(t) =t*sent.
(b) f(t) = cos®(at), a € R. (e) f(t)=t3e".
(c¢) f(t) = sen(5t) cos(2t). (f) f(t) = te* cos(bt), a,b € R.

2.3 Determine a transformada de Laplace de f(t) = t>/2. Dica: use o exercicio 2.1.
2.4 Determine a transformada de Laplace das seguintes funcoes:

() f(t) = sent.

(b) f(t) = cos((it)—l.

2.5 Ache a transformada de Laplace das seguintes fungoes periédicas definidas em [0, 00):

1 se 2k<t<2k+1, keN,

t— 2k se 2k <t<2k+1, keN,

() f(t):{t—(%—i—l) se 2k+1<t<2(k+1), keN

2.6 Calcule a transformada inversa de Laplace para as seguintes funcoes:

(a) F(s) = (s — 2)~2. (@) F(s) = 5775
(b) F(s) = T + rir=a (e) F(s) = arctan(4/s).
(©) F(s) = ey () F(s) = G-

2.7 Usando a transformada de Laplace, determine a solucao geral das seguintes equagoes em [0, 00):
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(a) ¥’ +2y =e".
(b) ¥ + 4y’ + 3y = 0.

2.8 Use a transformada de Laplace para resolver os seguintes problemas de valor inicial em [0, 00).

y' + 4y +4y =et, @ Y’ — 9y = 5e2t,
y(0) =0, y'(0) = 1. y(0) =1, y'(0) = 2.

y"+4y+3y70
y(0) =0, y'(0) = 1.

y// _ 5y/ + 6y — 363t,
y(0) =0, ¥'(0) = 0.

y" + 6y’ — y—O (0 Yy’ + 4y = 9t,
y(0) =1, y'(0) = 0. y(0) =0, y'(0) =T

y' =y —2y—t, ) y" +y = cost,
j
y(0) =0, y'(0) = y(0) =0, ¥'(0) = -1
(w) _ k4y =0, (k) y/// o 43// = senht,
=1, y'(0)=0, y"(0) =0, y"(0) = 0. y(0) =0, ¥'(0) =0, y"(0) =0
() y"' —2y' +5y =0, 1) y" +y — 2y = be 'sen(2t),
(0)=0, y'(0) =1. y(0) =1, y'(0) = 0.

2.9 Determine a solucao dos seguintes problemas de valor inicial onde se aplica uma forca exterior dada pela
funcao g(t):

2 JY Ay =g(D), Y +y=g(t),
& {y<o>=3, y(0) = -2, & {y<o>=o, y(0) =1,
1 se 0t <4,

9B =9y t> 4, g(t) = 8(t — 2m).

b) {y“+yg(t>, @ (¥ 4 + 130 = (1),
y(0) =0, y'(0) =0, “ Vy0) =1, ¥'(0) =0,
. 2 se 0<1¢t<3,

90 =13t-7 s t>3, 9(t) = 6(t — ) + 5(t - 3m).
. y' + 2y +y=g(t), "4y + 2y = g(t),
R {y(O) =0,y (0) =1 ® {3(0) :y1, y’zjo) :g—l,

) = 0 se 0<1<3,

AU 2(t—3) se t>3, g(t) = 0(t — 3m) cost.

2.10 Determine a solugao das seguintes equagoes integro-diferencias com valor inicial:

(a) {y’(t) +2y(t) + fot y(u)du = sent, (b) {y’(t) = sent + f(f y(t — u) cosu du,

2.11 Use o produto de convolugao para achar as transformadas inversas de Laplace das seguintes fungoes:
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(2) F(s) = grtemray-
(b) F(s) = Grapeeray:

2.12 Exprima a solugao dos seguintes problemas de valor inicial em termos do produto de convolugao.

(a) y" + 2y’ + 2y = sen(at), (©) y" + 3y’ + 2y = cos(at),
y(0) =0, y'(0) = 1. y(0) =1, ¢/(0) = 0.

(b) y'+y +3y=1-U(t—m),
y(0) =1, y'(0) = 1.



Capitulo 3

Sistemas de Equacoes Lineares

3.1 Exercicios
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3.1 Encontre a solugao geral dos seguintes sistemas de equagoes diferenciais:

3 2]

@ xw=5 T3] xe

o) X0 =, 1| x0

© x0=1; §x

@ xm=2 ¥ xe
1 1 2

© X't =1 2 1| x0)
2 1 1

3.2 Resolva os seguinte problemas de valor inicial:

(a) X'(t) =3

-2

5 i xosxo-

(5)

o) x0=_5, ¥x0:x0-(2).
(1 0 0 -1
(© X'(t)= |-4 1 0| x(t); X(0)= ( 2 )
'3 6 2 —30
[-5/2 1 1
@ xm=| 1 52 1 |x0); X0
1 1 -5/2

(f) X'(¢) =

B~
[
— N
—_
fa
~
=




Respostas

Solucoes do Capitulo 1

1.1 (a) a, = 5+

(b) an =5, (d) an = Gogiyz
1.2 (a) Diverge. (g) Converge a 0.

(b) Converge a 1/3. (h) Diverge.

(¢) Converge a 5. (i) Diverge.

(d) Converge a 1. ()

(e) Converge a 0. (k) Converge a 0.

(f) Diverge. (1) Converge a /2.

1.4 c=7/2.

1.5 c=7/2.

Converge a 1.

(n
(p) Diverge.
(a
(r

Converge a 0.

Converge a 1.

)
)

(o) Converge a 0.
)
) Converge a 0.
)

Converge a 0.

(s) Converge a 1.

(t) Diverge.

(u) Converge a 1.

(v) Converge a 0.
)
)

(w) Diverge.

(x) Converge a 0.

1.6 Verifique que Zzil % > 1+ Z para todo n € N ou use o critério da integral.

— 2

1.7 p € (1, 00).

1.8 (), (h), (1), (G), (1), (m), (p), (r), (v) divergem. Todas as outras convergem.

Solucoes do Capitulo 2
2.1 L{t7'/?} = /T, s>0.
2.2 (a) F(s):ﬁ 5> 3.

2+47

(b) F(s) =1~ 2, 5>0.

»

(¢) F(s) = 3 (ks + 555 ) 5> 0.

2.3 F(s) = %ﬁ%f s> 0.

2.5 (a) L{f(t)} = (11;7_) s> 0.

(b) L{F()} = S 550,

52—
(@) F(s) = %72,

(©) F(s) = oLy

s> 0.

s> —1.

N F _ (s—a)?—b?
(f) F(s) = Goaroy 5> 0
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2.4 (a) F(s) =5 —arctans, s> 0.
(b) F(s):—lni”bﬁ“z7 s> 0.

S

(¢) F(s)=In

2.6 (a) f(t) =te*. 0, t<m,
isen(4t), t>m.
_ 742t 1_—t
(b) f(t) = 5te’ + e "senh(2t). () F(t) = 1 sen(d).

(c) f(t)=—%te ' + Lsent. (f) f(t) = 3sent— itcost.

2.8 (a) ylt) ==t — (8) o) =+ e+ e
(b) y(t) = 37t — Je =3 (h) y(t) = 3te3t — 3e3 + 3e2t.
(c) y(t) = 2 — L cos(V6t). (i) y(t) = 3t + 2 sen(2t).
(d) yt) =1 L —Let 4 Le2t () y(t) = —sent + stsent.
(e) y(t) = 1eM + Le=* + L cos(kt). (k) y(t) =1 — L cosht + - cosh(2t).
(f) y(t) = Le’ sen(2t). (1) y(t) = 12e' — fe72" + Letcos(2t) — 2~ sen(2t).
y(t) = 7 + 4L cos(2t) —sin(2t) + $[cos(2(t — 4)) — 1] U(t — 4).
{ (1 - cost), se 0<t<3,
3t—7 72cost73sen(t73), se t >3,
(c) y(t) = =5+t -] U -3).
(@) y(t) = sen(t)[l Ut —2m).
(e) y(t) = e 2" cos(3t) + Ze* sen(3t) + se 2" sen(3(t — 7)) U(t — m) + 223 sen(3(t — 3m)) U(t — 3).
(f) y(t) = e3> tsent U(t — 3m) + et cos(t).

2.10 (a) y(t) = —3te ' +e ' + Lsent.

2.11 (a) f(t) = [y e =) cos(27)dr.
(b) f(t) =13 fot(t —7)e= (=) sen(27)dr.
2.12 (a) y(t) = fot e~ (=T sen(t — 1) sen(ar)dr.

(b) y(t) = e /2 cost — et/ ?sent + fot e~/ 2sen(t — 7)[1 —U(T — 7)]dr.

(c) y(t) =2t —e 2 + fot [e=(t=T) — ¢=2(t=7)] cos(aT)dr.



