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Este texto diddtico, que se baseia consideravelmente nas referéncias bibliogrdficas, con-
tém exatamente o que se apresenta nas aulas, evitando que o aluno as copie, assim ob-
tendo mais a sua atengao e economizando tempo, bem como definindo com clareza o que se
deve estudar. Para o seu aprendizado sao imprescindiveis as explicacoes dadas nas aulas,

quando, entdo, se detalham muitas das passagens matemdticas.
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... a luz foi feita!

O primeiro gole do copo das ciéncias naturais torna ateu; mas, no fundo do copo, Deus aguarda.

(Werner Heisenberg)



Capitulo 1

Sequéncias e Séries

1.1 Sequéncias

Se a cada inteiro positivo n associarmos um namero a,, dizemos que esses nimeros formam
uma sequéncia, que é ordenada segundo seus indices:

ai, as, as,---, Ap,y Ap+41,
Exemplos:
i)a,=1/2": a1 =1/2, ax=1/4, a3=1/8,

ii) a, = ("T'H)2 D oar =4, ay=

[

y a3 = 74,

Chamamos a,, de termo geral da sequéncia, o qual é usado também para indicar a propria sequéncia,
isto ¢, dizemos simplesmente, por exemplo, "que a sequéncia a,, = n? é formada pelos quadrados dos
naturais."

Se 0 que denominamos limite da sequéncia, dado por

lim a, =a
n—oo

for finito, isto é, se para qualquer € > 0 é possivel achar N € N tal que
|an, —al <€ para n> N |

dizemos que a sequéncia a,, converge para a. Se aquele limite nao existe, dizemos que a sequéncia a,,
é divergente.

Observe que uma sequéncia a,, pode ser vista como uma fungéo a(n) da variavel natural n. Com
isso, a definicdo do limite acima é formalmente a mesma que aquela adotada no caso de uma fungao
f(x) da variavel real .

Sejam m e n naturais quaisquer, com m < n. Dizemos que uma sequéncia a,, é

e crescente se a, < a,, [Ex: 2,5,5,6,7,7,11,- ]
o decrescente se a,, > a, [Ex: 6,6,3,2,2,1,---]
e monoétona se for crescente ou decrescente

e limitada superiormente se 3\ € R tal que a,, < AVn €N

e limitada inferiormente se 3\ € R tal que a, > AVn € N

e limitada se existem A1 e Ay tais que \; < a, < A\ Vn eN

Note que, na definicao de sequéncias crescente e decrescente, permite-se a igualdade entre termos, o
que possibilita considerar a sequéncia constante (aquela cujo termo geral é constante; por exemplo: 3,
3, 3, ---) tanto como uma sequéncia crescente quanto decrescente e, por conseguinte, também como
mondtona.




Teorema 1

E convergente uma sequéncia que

e ¢ crescente e limitada superiormente

e ¢ decrescente e limitada inferiormente

E divergente uma sequéncia que

e ¢é crescente e que nao ¢ limitada superiormente (ela diverge para oo)

e ¢ decrescente e que nao ¢ limitada inferiormente (ela diverge para —oo)

1.2 Séries de niimeros reais

Dada uma sequéncia ay, a sequéncia de termo geral

Snzzak (n:mam+17 )

k=m
[ou seja,
Sm = @ (1° termo)
Sm+1 = QG + Am+1
Sn = m+ami1+--+a, (termo geral)]

¢é denominada de série associada & sequéncia a,,. Os numeros a, sao chamados de termos da série, e
0s numeros s,, de somas parciais da série.
O limite da série é o limite da sequéncia das somas parciais sy:

n e}
lim sn:hm E ap = E ak:am+am+1+... ,
n—00 n—00

k=m k=m

o qual, quando existe, denomina-se soma da série, caso em que a série é dita convergente. Se o somatoério

o0
> ax nao existir [limite inexistente, isto ¢, ndo-tnico ou infinito (+00)|, a série é dita divergente.
k=m

(o]
O simbolo > a usado para indicar a soma da série é usado também para indicar a propria série.
k=m

[ee]
Por exemplo, a soma da série geométrica, Y. ¢¥, é igual a 1/(1 —q) se |¢| < 1:
k=0

> 1
gt =14q++- = — lg <1|®

1
k=0
De fato:
n
sn = 24" = l4+q+@+-+q" -
k70 = sn_qsn:(l_Q)snzl_anrl
gsn = Y ¢ = g+ 4+
k=0
1— gt 1— > 1
_ k _ k _ 13 — : n+l _
s o= dt=T e s T =y [t =0 e ol <]

k=0

(*) Convencionalmente, z° = 1Vz € R, isto é, 2° denota a fungéo constante flz)=1.



Vejamos duas aplicagoes da formula acima:
i ( 1)’“ R 1 12
—_— — —_ = _ — = e — 1 = — =,
— 2 2 4 8 1-— (—5) 3/2 3
o'} oo k
1 1 1 1 1 1 1
—_— = 1 — — — ce e = —_ frd = —_—— = 2
Yo = trpritseom2(3) sy
k=0 k=0 2

Observe que trabalhar com a série
o0

E ak:am+am+1+... R

k=m

que comega com o indice m, é equivalente a trabalhar com a série de termo geral a,,t,

oo
E am+k:am+am+1+"' 5

k=0
que comeca com o indice 0. Por isso, de agora em diante, todos os resultados serao estabelecidos para

o0
séries que comegam com o indice 0: > ag.
k=0

Teorema 2

o0 (oo}
Se «a é um real dado e as séries Y ap e > by convergem, entao:
k=0 k=0

o0 oo}
a) >, aap =a Y, a converge
k=0

k=0
o0 oo o0
b) > (ar +bx) = > ar+ Y, by converge
k=0 k=0 k=0
Teorema 3
(o]
Para que a série Y aj convirja, é necessario que o termo geral tenda a zero, isto &, lim aj = 0.
k=0 k—o00
Segue desse teorema o critério do termo geral para a divergéncia: se klim ay, difere de zero ou nao
— 00
(o]
existe entdo a série Y ay € divergente.
k=0
Exemplos:
%) ]4}2 2 n k‘2
diverge, pois lim ——— = 1 # 0. Em vista disso e do fato de s,, = ——— ser
8% k—><>o/€2+3 ?é " kZ::Ok2+3
oo 2
0
k?+3

i v
) ,éo k2 +3
uma sequéncia crescente (por ser formada de termos positivos), temos que >
k=0

o0

2 se k for par

[1 + (71)’“] diverge, pois os termos dessa série sdo os da sequéncia
0 se k for impar

ii)
k=0
ak=1+(—1)k={

)

cujo limite lim aj nao existe. Além disso, vemos que
k—o0
s3=04+24+0, s4=04+240+2=4,---

s1=0, s0=0+42,
isto é, a sequéncia s, das somas parciais é crescente e nao é limitada superiormente; logo, lim s, =
n—oo
n o0
lim Y ap =Y [1+ (—1)¥] = o0, de acordo com o Teorema 1.
k=0
lim 1/k =0);
k—o0

o0
iii) A série Y 1/k satisfaz a condigdo necessaria de o seu termo geral tender a zero (

k=1
entretanto, ela diverge para oo , como veremos adiante.



o0
iv) > 1/k? satisfaz a condi¢do necessaria de o seu termo geral tender a zero ( lim 1/k* =0) e ¢
k=1 k—o00
convergente, como veremos adiante.

Uma série do tipo
o0

Z(_l)kak:ao—a1+a2—a3+"' )
k=0

na qual a; > 0, é dita alternada. Exemplos:

o0

)2-3+4-5+-- =) (-D*k
k=2
1 1 1 ad 1 1
il 4. = —1)k1Z = Y Y,
fl-gtz-3+ kz::l() k kzzo( S

Teorema 4: Critério de convergéncia para série alternada

&)
A série alternada Y (—1)%ay [ax > 0] é convergente se a sequéncia (de termos positivos) aj é
k=0
decrescente e lim ap =0 .
k—oo

= 1
Exemplo: A série Y (—1)kﬁ converge, pois satisfaz as condi¢oes do Teorema 4: é alternada, e a
k=2 n

sequéncia ay = é positiva, decrescente e tende a zero.

1
Ink |k22

1.3 Critérios de convergéncia e divergéncia

Teorema 5: Critério da integral

o0
Considere uma série Y ax com ai > 0 para k maior ou igual a algum natural [. Se existe uma
k=0
funcdo f continua, positiva, decrescente satisfazendo f(ar) = ar para k > [ entdo aquela série sera
o0
convergente ou divergente conforme a integral improépria f(x) dx seja convergente ou divergente,
l

respectivamente.

Exemplos:

x 1
i) A série Y ay, com a = Tk A funcao f(z) = ¢é continua, positiva, decrescente em
n

k=2 zlnzx
[2,00) e tal que f(k) = ay para k > 2 . Como

0 b
1 b
/ f(z)dx = lim dx = lim In(Inz)| = lim In(lnd) —In(In2) = o0 ,
2

b—oo Jo zlnx b—o0 2 b—oo

temos que a série dada é divergente.

ii) A chamada série harmonica de ordem p |

(=0, 1] : diverge (1, oc) : converge

Sl ly ~
n:1np_ op ' 3p ’ { p

converge se p > 1 e diverge se p < 1. De fato:

1
Se p < 0, o termo geral — nao tende a zero quando n — oo; portanto, segundo o Teorema 3, a
n

série diverge.



1
Se p > 0, o critério da integral, com f(z) = — fornece:
x

> 1 1 b
e parap=1: / —dzr = lim —dr=lim lnz| = lim Inb—Inl =00 ,
1

T b—oo J1 T b— o0 1 b— oo

oo
mostrando que a série diverge.

e parap € (0,1) U (1,00):

[ b x*PJrl
—dz = lim z Pdx = lim
1 xP b—oo Jq b—oco —p + 1

b_ 1 y 1 ) o s p€(0,1)
TR T T se pe(lioo)

mostrando que a série diverge se p € (0,1) e converge se p > 1.

Teorema 6: Critério da comparacio

Se 0 < ai < by, para k maior ou igual a algum natural [, entao:

o0 o0
a) > by converge = > aj converge

k=0
o0 o0
b) > ai diverge = Y by diverge
k=0 k=0
Exemplos:
=1 1
i) A série —sen— .
) ; k L sen @ < 8
o : [
A figura a direita ilustra o fato de que senfl < 6 se 8 > 0 . Assim,
sen% < % , 0 que nos permite escrever
0< 1 1 < 1
Spenpsim 0 em
radianos
> 1
Logo, como a série Z — converge (por ser a série harmonica de ordem
k=1 k

2), a série dada também converge.

. S k
ll) A serie kz::l m .
Temos, para k > 1, que:

k - k k1
E2+2k+5 ~ k2+2k2+5k2  8k2 8k

1 1x1
T = P > % diverge (por ser a série harménica de ordem 1), a série dada

HM8

Logo, como a série

também diverge.

o0
L. 1 .
iii) A série g —— converge, pois
n 2m

1 1
0< o §2—n paran >1 ,
o0
e a série Z (geometrlca) é convergente:

=1 = /1\" 1
Zznzz<2> =g el

n=1 n=0



o0 o0
Dizemos que uma série Y aj € absolutamente convergente se »_ |a| for convergente. Uma série
~ k=0 k=0
convergente que nao é absolutamente convergente é dita condicionalmente convergente.

Teorema 7

E convergente a série que converge absolutamente.

o X senk . s <
Exemplo: A série > 2 © convergente, pois, pelo critério da comparagao, vemos que ela converge
k=0
senk 1 —— .
absolutamente: 0 < | ——| < — , e a série — é convergente.
k2 k2 =0 k?

Teorema 8: Critério da razao

oo
Considere a série > ay, com ap #0 , e seja L = klim |ak+1/ax| . Temos que:
k=0 — 00

a) Se L < 1, a série dada converge absolutamente
b) Se L > 1 ou L = oo , a série diverge

c) Se L =1, o critério nada revela

Exemplos:

oo
i) A série Y. ai , com a = 2¥/k! | converge, pois

k=0
e | 28 (k1) 2kl 2
el ap | s 2k / k! T b 28 (k+ 1)l Jm g +1 <1

oo
ii) A série Y ay , com aj, = k¥ /k! , diverge, pois

k=1
e ] (R+DMY (1) (k1R
R I s Kk /& = TR Gt
(kDR 1 (R 1"
71@1520 Kk Mikhﬂnolo ko 71@13.10 1+E =ce>1

oo

iii) Calculo de  de modo que a série Y a, , com a, = nz™ , seja convergente.
n=1

Se x = 0 entdo a, = 0, e a soma da série é zero (série convergente).

Se x # 0, pelo critério da razao, temos que

lim

lim @‘: =|z[-1=|z| ,
n—oo

n—oo | a,

(n+1)z™+! . on+1
—————— | =|z| lim

nxn” n—00
mostrando que a série é convergente para |z| < 1 . Mas, para |z| = 1, o critério da razdo nada revela,
e uma anélise separada é necesséria:

o0 o0
Para x = 1, temos que Y na™ = > n = oo (série divergente).

n=1 =1 n=1
o0 oo}
Para x = —1, temos que Y nz" = > n(=1)", que é uma série divergente, de acordo com
n=1 r== n=1

o Teorema 3, pois lim n(—1)" nao existe.
n—oo

Resposta: a série dada é convergente para |z| < 1.

Teorema 9: Critério da raiz

o0
Considere a série > ay , e seja L = lim {/|ay| . Temos que:
k=0 k— o0



a) Se L < 1, a série dada converge absolutamente
b) Se L > 1, a série diverge
¢) Se L =1, o critério nada revela

o0
Exemplo: A série Y ay, com ap = k3/3%, é convergente, pois
k=0

kS 1 1 nk 1 : im ok 1 1
lim +/|ax| :khﬁrglo \k/?T == lim K¥/* = 3 lim 3('%) = gej(kl—m * ) :geOZg <1.%

k—o0 3 k—oo k—oco

1.4 Séries de poténcias

Por série de poténcias de x entende-se uma série da forma

o0

2
g anx” = ag+a1x + asxt + -,
n=0

onde ag,ay, - sao constantes. Por série de poténcias de x — zg entende-se uma série da forma
oo
2
E an (x —20)" = ag + a1(x — x0) + ag(x — x9)* + - - -
n=0

(a constante zp é denominada ponto de expansdo da série). Diz-se também que essa é uma série de
poténcias relativa a xy (ou em torno de xg, ou ainda centrada em xy) . Assim, a primeira série acima
é uma série de poténcias relativa a origem (zo = 0).

Uma série de poténcias pode apresentar "poténcias negativas":

oo
E ana” = - H+asx  +a 12 +ag+tarx+aat+---

n=—oo

a_9 a_1 2
= -t -5 t+t——+at+tar+tax+---
x x

Teorema 10

o0
Toda série de poténcias Y a, (x — z)" tem um raio de convergéncia R tal que a série converge
n=0
absolutamente se |x — x| < R e diverge se |z — xo| > R .
O ntimero R pode ser 0 (caso em que a série converge somente para £ = xg), um ndmero real

positivo, ou oo (caso em que a série converge para todo z), podendo ser calculado pela formula

R = lim ou R= lim L , convergéncia
n—00 | Q41 n—00 m p /'\ —~ -
desde que o limite fornega um tnico resultado, finito ou infinito. z,—R x, :u:'-_ R

Observe que o teorema nada diz se |z —zg| = R .

O conjunto dos valores reais de x para os quais a série é convergente é chamado de intervalo de
convergéncia. Este, segundo o teorema, pode consistir apenas no ponto xg, se R = 0, ou, se R > 0,
nos intervalos (zg — R,z9 + R) , [x0 — R,z0 + R) , (x0 — R,z9 + R] ou [zg — R, z¢ + R], conforme a
série seja convergente, ou nao, em zy = R.

Por exemplo, calculemos o intervalo de convergéncia

(*) Usando a regra de I’Hopital, vemos que



o0
i) da série > n"a"

n=0
" L 1 1 1
R= lim |- _llmn7:11m< n ) = lim ————=--0=0 ;
n—00 | Gp11 n— 00 (n + 1)"+1 n—soo\n+1/ n+1 n—00 (1 + %) n+1 e
o)
portanto, > n™zx™ s6 converge em x =0 .
0
n— xn
ii) da série Z
n=0T" + 2
1
+2 "
. _ n _ —
R= nlin;o o nhﬁngo — =1 = z_% —— converge Vee (-1,1).
n+3
& 1
Analisemos a convergéncia nos ponto x = +1. Se x = —1, temos a série alternada (—1)"? ,
n=0 n

o0

x 1
que, segundo o Teorema 4, é convergente. Se x = 1 , temos a série divergente —_— [ => f].
—on + 2 n=2"

o0 n
Resposta: > converge no intervalo [—1,1) .
n=0"T
%) n
iii) da série T
n=0 T
1
il o
R = lim ’ | = lim q! = lim (n+1) = lim (n+1) =00 = Z—convergereR
n—00 | G4 n— 00 n— 00 n! n— 00 —
(n+1)!
> (=)™ (z—3)"
iv) da série e =3t
n=1 2”7’1
a 2t (n +1 = "
R = lim ‘ = lim$:2 = Z converge Vz € (3—2,34+2) = (1,5) .
n—o0 | @p41 n—o0 2nn —n+ 2
Analisemos a convergéncia nos pontos extremos desse intervalo. Se x = 1, temos a série divergente
> 1 e -1
> —.Sex =5, temos a série alternada ) (=1) , que, segundo o Teorema 4, é convergente.
n=0 T n=0
X (=) (x—3)"
Resposta: > =3t converge no intervalo (1,5] .

n=0 2"n

Teorema 11

Uma série de poténcias Z an, (x — o)™

=0
propriedades no mtervalo (JIO — R, 2o+ R):

com raio de convergéncia R > 0 apresenta as seguintes

a) sua soma Z ap (x — x0)™ = f(x) é uma fungdo continua;
n=0

b) ela pode ser diferenciada termo a termo para se obter Z nay, (r — )"t = f/(

n=1

o0
¢) ela pode ser integrada termo a termo para se obter > an (x —20)" ! = /f
n=0 1+ 1
Observe que, de acordo com esse mesmo teorema, a série de poténcias produzida por diferenciagao
pode ser novamente diferenciada para se obter uma nova série de poténcias que converge para f”(z)
no mesmo intervalo (zg — R, g + R). Ou seja, diferenciagées sucessivas produzem as derivadas
f™(z) [n =1,2,---], todas definidas no mesmo intervalo. Isso significa que a soma de uma série de
poténcias centrada em zy com raio de convergéncia R > 0 ¢, no intervalo (zg — R, 2p + R), uma fun¢ao
infinitamente diferenciavel, isto é, uma funcao que admite ser diferenciada um nimero qualquer de

vezes.

10



1.5 Séries de Taylor e MacLaurin

Para estabelecer o teorema abaixo, é fundamental o fato de a soma f(x) de uma série de poténcias
com raio de convergéncia nao-nulo ser, como garante o Teorema 11, uma func¢ao infinitamente diferen-
cidvel no intervalo de convergéncia:

Teorema 12

o0
Os coeficientes de uma série de poténcias > a, (z — x¢)"™ com raio de convergéncia R > 0 sdo
n=0
dados por a, = f("(xg)/n! , onde f(x) é a funcdo para a qual aquela série converge no seu intervalo

de convergéncia.
Esse teorema admite uma reciproca, incorporada no préximo teorema:

Teorema 13

Qualquer fungdo f(x) infinitamente diferencidvel num ponto z = xg pode ser desenvolvida numa
série de poténcias como segue:

f//l (0)
3!

0 £(n) " ‘
f@) =30 L0 (o gy = 10) 4 70 @ - 20)+ LD g+ LD (o
n=0 :

Essa é a chamada série de Taylor relativa a xg, valida no seu intervalo de convergéncia. A série de
Taylor relativa a origem (xo = 0) é denominada série de MacLaurin. (Esse teorema nada diz sobre o
intervalo de convergéncia, que pode se determinado por meio do Teorema 10.)

Os seguintes exemplos serao desenvolvidos em sala de aula:

>z 2?2 23 a2t
a) ef=;H=1+x+7+§+ﬂ+m (z €R) .
b) senxzri(—l)”(;::i)!:x—i+§—i+--- (reR).
c) cosx—g(—l)”(;:;!—1—§+j—§+~- (r eR).
d) lnxi(l)"l(xnl)n(xl)(x21)2+(x31)3(x41)4+... O<z<2),

ou, em fungao da variavel u =z — 1,

> u” w2 uwd ot
In(1 = )=y — 4+ = —— 4+ (=1l<u<l).
n(1+u) ;() —=u— ot -t (Fl<u<l
1 z?
=1 ...
°) V14 a2 3 "
A série geométrica . 2™ = 1+ x + 2% + ---, que converge para 1/ (1 — ) se |z| < 1, pode ser

n=0
empregada para se obter mais facilmente a série de Taylor de algumas funcoes.

1 1 - n - n n
I T a—— =Y (=) =) () =1-a? a2t —af 4 se |(—a?)| =22 < 1,
n=0 n=0
ie, -l<x<1.
22 22 1 g > 4ngnt2 2?2 Ax® 4zt 42P
_— = —_—— = — 4 3 n — T Y — JE— - -
® 34 31— (42/3) 3;( #/3) ;} g+l R TE R T

se [dx/3| < 1,ie, =3/4<x<3/4.

De grande auxilio no desenvolvimento de certas fungoes em série de Taylor é o Teorema 11. Nos
dois exemplos que seguem, para se obter o desenvolvimento em série da funcao f(z), primeiramente
desenvolvemos f’(x) em série, por ser mais facil, e depois integramos essa série termo a termo :
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1
h) f(x) = arctanxr = f/(x) = m = ngo(—l)nﬂ,‘Qn (série (]Z’i obtida acima, valida para
0o (_1)nx2n+1 L
-l<z<l) = f(z)= Z ————— + c¢. Como essa série é convergente para z = %1
n=0 2n+1
(segundo o critério para séries alternadas), e 0 [pois f(0) = 0], temos, finalmente, que
oo (_1)71 2n+1 3 .’ES (E7
f(:c):arctanx:;T_H:x_?+€_7+... (1<z<1).
e G R S BRI C R pf e
i z)=1In — = x4)" se — x x) =
1—z l1—a? = 2n+1
Como essa série é divergente para © = +1, e ¢ = 0 [pois f(0) = 0], obtemos ﬁnalmente flz) =
1 +x oo 2n+1 3 $5 !L'7
1 - t+t—=+= -l<z<1).
Wite T &y cHg gy (Cl<e<)

Uma aplicagao das séries de Taylor é o céalculo da integral de uma funcao cuja primitiva nao é
conhecida como um expressao fechada (isto é, em termos das fungdes elementares. Por exemplo,
1 42 - . . . 2
calculemos fo e dx (ndo conhecemos a integral indefinida de e*”):

1 R 1. 22)" 00 1 o o g2+
/0 et dr = /0 [nz_;)(n') }dxzz_:%/ox dx:z_:;![Qn—lel)
_ yMenky 13 15 1T 19

R R T TR TR

1.6 Apéndice: prova dos teoremas.
Teorema 1: V. prova in referéncia [2], vol. 4, se¢. 1.2, p.11.
Teorema 2: V. referéncia [2], vol. 4, se¢. 2.1, pp. 17 e 18.

Teorema 3
[o ] n
Se > ay converge entdo, denotando s, = Y aj e usando o fato que lim s, = namero finito s,
k=0 k=0 oo
temos necessariamente o seguinte resultado:

n—1 s s
lim a, = hm <Zak— Zak> = lim ( si _Sn/‘—1> = 0.CQD.

n—oo k n—oo
Teorema 4
Sop = Qo
S1 = So—a1 <S8
>0
—
S2 = S14+a2 = so— (a1 —a2) = s1<852<50
N—— ——
>s1 <so
>0
—
S§3 = S —a3 = 51+(a2—a3) = S1 < 83 < S92
<82 >s1
>0
—
S4 = Sz3+tags = 52—(@3—@4) = 83 < 84 < S9
>83 <s2

Raciocinando desse modo, podemos desenhar o seguinte:
Assim, concluimos que

81 <83 <+ < Sopgq < v < Sy < v s <8y <89 <8

12
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sequéncia crescente das duas sequéncia decrescente

sequéncias

isto é, que as somas parciais impares formam uma sequéncia crescente, e as somas parciais pares formam
uma sequéncia decrescente, que sao limitadas superiormente e inferiormente, respectivamente, o que,
de acordo com Teorema 1, nos diz que ambas convergem:

lim s9,11 = 8", lim s9, = s™*.
n— oo n— o0

Mas agn4+1 = S2n, — S2n+1 €, portanto,

0= lim agpt1 = lim (so, — sap—1) = s — s*
n—oo n—oo

= s§* =" =s: que é o limite da série alternada considerada (veja-o na figura acima).

Teorema 5
finito

o0 ! o0 o0
Como > ap = E ar + Y. ag,asérie Y ai serda convergente ou divergente conforme a série

k=0 =0 k=l+1 k=0
o0
> ay seja convergente ou divergente, respectivamente.
k=l+1

a) No caso de floc f(x) dx convergir, considere, para essa integral, a soma de Riemann inferior re-
presentada na figura abaixo, no grafico a esquerda, pela area hachurada de uma infinidade de retangulos
situados desde x = [ até x — oco. Note que

e o)
area hachurada =a;41 +ai42+ -+ ap+ - = E ap < / f(z) dx = valor finito |,
k=l+1 !
o0
ou seja, a série > ay € convergente.
k=0+1

b) No caso de [, f(x) dx = oo, considere, para a integral [ f(x)dz (que ¢ divergente também),
a soma de Riemann superior representada na figura abaixo, no grafico a direita, pela area hachurada
de uma infinidade de retangulos. Temos que

0 [e%s}
area hachurada =a; +aj11+ -+ an_1+--- = Zak 2/ f(z)dz =00
k=l L

(o)
oo
ou seja, a série Y. ap = E ar — a; = oo (divergente).
k=l+1 !
——
o0

O teorema esta provado.

13
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Teorema 6

n
Prova do item (a): A sequéncia s, = Y ap € crescente (pois ar > 0) e limitada superiormente
k=1

n n &)
(pois s, = Y. ar < > br < > by = valor finito), sendo, portanto, convergente, de acordo com o
k=l k=l k=0

(oo} [ee]
Teorema 1. Isto &, lim s, = Y a; = valor finito, 0 que acarreta na convergéncia da série > a.
n—00
k=1 k=0

[o ] o0
Prova do item (b): Se a série > b fosse convergente, entdo, pelo item (a), a série Y a; também
k=0 k=0

o0
seria convergente, o que contraria a hipotese. Logo, Z by nao pode ser convergente.
k=0

O teorema esta provado.
Teorema 7

o0
A série > ay é convergente, pois
k=0

00
> =
k=0

M8

{(|ak|+ak)—\ak|] ) §:<|ak|+ak) — i_o:|ak|

——

convergente(2) convergente
p/ hipotese

k=0

Seguem as duas notas indicadas nesse desenvolvimento:

(1) Nesta passagem ¢ usado o Teorema 2(b).

o0
(2) Para verificar a convergéncia da série > ( lax| + ak) , usamos o critério da comparagao: temos,
k=0

o0

por um lado, que 0 < |ag| + ar < 2]ag| e, por outro, que > 2|ag| é convergente, como consequéncia
k=0

da hipotese combinada com o Teorema 2(a).

14



Teorema 8

a) Caso L < 1

Seja ¢ um real qualquer entre L e 1. Como by = |ak11/ak] LNy § , existe IV tal que b, < q
para k > N. Logo,

) N—-1 e
Slarl = D laxl + Y laxl =0+ lan| + lania] + lanyo| + lanis| + -
k=0 k=0 k=N

——

valor finito o

lania| | laviol lanial | lanys| |avio| Janal )
lan|  lan41l lan|  lante| lavsi]  Jan]

= o+|an| (1+bn +bng1 b +bnj2byi1 by + )

< o+lan| A +q+¢* +¢*+---) = valor finito . CQD.

= o+ lan] <1+

série convergente, por
ser de razao q < 1

b) Caso L > 1
Seja g um real qualquer entre 1 e L . Como klim |ak+1/ar| = L, existe N tal que, para k > N,
—00

lak+1/ak] > q (> 1), ou |agt1| > [ak| . Isso significa que |an| < |an+1] < |an42| < -+, ou, em pala-
vras, que |ag| é uma sequéncia crescente que nao é limitada superiormente, sendo impossivel, portanto,

k— L& L 1e
que |ax| —— 0. Logo, pelo Teorema 3, a série > |ax| é divergente.

k=0
¢) Caso L=1
o0
A série pode convergir ou divergir. Por exemplo, no caso da série harménica de ordem p, > 1/kP,
k=1
temos que
1/(k+1)P ko
li =1 —— =1 — ) =1P=1.
A laer/ax] = lim ! g | A

No entanto, j4 vimos que tal série converge se p > 1 e diverge se p < 1.
Teorema 9

a) Caso L < 1
Seja ¢ um real qualquer entre L e 1. Como klim Y/|lakx] = L , existe N tal que, para k > N |
— 00

oo
Y]ar| < q , ou |ax| < ¢* . Logo, por comparacido com a série geométrica Y. ¢* (convergente, pois
k=0

o0
g < 1), vemos que a série Y |ag| é convergente.
k=0
b) Caso L > 1
Seja g um real qualquer entre 1 e L . Existe N tal que, para k > N, {/|ax| > ¢(> 1), ou |ax| > 1,
o0
mostrando que o termo geral da série Y a; nao pode convergir para zero, significando, pelo Teorema

k=0
3, que a propria série é divergente.

c)Caso L=1
O critério falha, como novamente mostra a série harmonica de ordem p . Vejamos: para ap = 1/kP
(que converge se p < 1 e diverge se p > 1), temos:

1 1 = 1 = 41 =
I & 1 ke m — = lim 1
L= nlm |ak| nl kp nl—>oo kp/k "1 00 ep(h;ck) p( li lr;vk) e’ ,
—00 e k— o0

onde foi usado o resultado obtido no rodapé da p. 9.
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Teorema 10

Calculemos o parametro L definido no Teorema 8, que é o critério da razao:

a _ n — _
e e Gy ol P N LS N ek () I e (1)
n—oo an(aj—gjo)” n—oo | @ lim | -an R
n—oo | @n+1

Qn

. Assim, a série divergira se
Qn 41

onde R = lim
n— o0

L:M>1,i.e.7 |z — x| > R
ou
L= |x;%$0| =00,le,x#x90e R=0 ;
convergiré absolutamente se
o — o .
L=—F——<1,ie,|lz—a0| <R

e, obviamente, para x = 0, independentemente de R.
Calculemos o parametro L definido no Teorema 9 (critério da raiz):

o o |z — o |z — o
L= nlgr;o an(x — x0)"| = |x — 20| nh—{l;o ap| = T — = , (I1)
n—oo X\ \an|
onde R = lim —2— . Como a equacdo (II) é semelhante a equacio (I), seguem as mesmas conclusoes

n—oo V/|an|
acima, mas agora com uma nova féormula de calculo do raio de convergéncia, que acabamos de deduzir.

cQD.
Teorema 11: V. referéncia [2], vol. 4, seg. 8.3.

Teorema 12

fl) = Zak (z — x0)" zao—i—Zak (x—z0)" = f(zo) =ao=0'ag
k=0 k=1

fl(x) = Zkak (x —20)* 1 =ay + Zkak (x—20)* 1 = flao)=a1=1a
k=1 k=2
') = 3 k(k—1)ay (z —x0)* 2 = 2as + i E(k—1)ag (z —z)*2
k=2 k=3
=  f(zg)=2-1-a3=2las
(x) = ik(k—l) (k —2)ay (x — z0)"2 =3~2a3+ik(1€—1) (k —2)ay (x — x0)*3
k= k=4

3
= f///($0)23-2-1~a3:3!(13

f(")(ﬂﬁo) =nla, = a,= f(")(mo)/n! . CQD .

Teorema 13: V. referéncia [2], vol. 1.
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1.7 Exercicios

1.

10.

11.

Calcule lim a, , caso exista, sendo:

n—r oo
343 1 2\"
a)anz% b) a, =vn+1—+/n c)an:(1+n) d) an = /n

Usando o critério do termo geral, mostre a divergéncia de:

x k2w oo 2k X k+5
— — 1
2) kz::1 wen 2 b) kgl k3 2 k; ko k+2

Usando o critério da integral, determine a convergéncia de:

a b -
)k;k?ﬂ );ggklnzk

Usando o critério da integral, determine a divergéncia de:

1
®) kzz:l k* +1 ®) 1;::2 kvVink 9 kE::z klnk 9 k§2 (kInk)(InIn k)

Usando o critério da comparagao, mostre a convergéncia de:

x k-1 e 1 > 1 > Ink > Ink
Vrwen DEGmve OhEm YEea OhE
Usando o critério da comparagao, mostre a divergéncia de:

2k+1 2k+1 2k -1 2k -9
SR S OSmmed Vnmwme
) éz ﬁ f) ki h; k 8) éz \/Ellnk 1) 22 llnk‘
Usando o critério da comparacao, determine se é convergente ou divergente:
DEmTT VS wraan O S Eewn
Estabeleca que
a) ki::S m é convergente se p > 1 e divergente se p <1
b) k§2 @ é convergente se p > 1 e divergente se p <1
Usando o critério da razao, determine a convergéncia ou divergéncia de:
Usando o critério para série alternada, mostre a convergéncia de:
) ki(_l)kﬂ% b) ki(_l)k sen% 9 1;::2 (;41??23 9 ki:‘éz (k(;lil;zezlil

Usando o critério da raiz, mostre a convergéncia de:
2
> 1 < ( k \"
a) — b) ()
kz::1 Kk kZ::1 k+1
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

o klak
Mostre que a série Z o é convergente para 0 < a < e e divergente para a > e.

Nota: Para a = e, o problema é mais complicado, sendo necessario mostrar antes a

desigualdade
ek ek
(k-1 — < k¥ < K — |
e e

0 que se consegue a partir da desigualdade
k
Inl4+mn2+---+In(k—1) g/ Inzdr <In2+In3+---+Ink |,
1
obtida por meio das somas de Riemann inferior e superior.

Classifique, justificando, se sdo absolutamente convergentes, condicionalmente convergentes ou
divergentes:

(-1)F S k2 = 1
) Z:: m b) k,z::o(_l)k@ c) kz::l\/ﬁsenﬁ

Determinar se sao convergentes ou divergentes:

> k—4 x 3k—5 o ek o k2
a —_— b —_ c d
)k:1 2k6 — 3k —5 )k§1 k 2k )k§1k+1 )k§1k‘!+1
< (=1)FInk < 14+1Ink < coskm < Ink
f _— h
0 X ohis UPRRHER PP ) X vk
1)§<k+1> J)§5+comﬁ
k=1 2k k=0 k+1
Determine x para que a série seja convergente:
o (z—3)" x  nz ® (2n+1)z" o gntl
R b —_ —_— d
a) nz::I n ) nzz:l n3 +1 C) nz::I n! ) n=2 3n—t
o0 1 [oe] mn
f v
RN P T s P D e
Calcule a soma da série:
e 1 k %) oo oo o0 22]6*1
05 (3) WEetr  ofevet g fer g Sepdy
k=2 \3 =0 k=0 k=0 K=1 7

(Séries telescopicas) Seja ax uma sequéncia convergente e denote klirn ar = a. Mostre que
— 00

a) Z(akfam_l):ajfa b) Z(ak_lfak+1):aj+aj_172a
k=j k=j
= 1 =1 3 = 2%k+1 1

C)kgk(kﬂ) )];1@—1 1 2 2Rk 12 9
> 1 1 1 > kr+m km V3-1

f _— — =
)kzzﬁ(llkle 4k+5> 2 8 kzl{sen(:amﬁ) Sen(3k+3>] 2
> k+3 k+4 k+4 . . = k k41 -

h);(kl g kI —n k_2>4ln7 6 1)];2(\/% VE+1)=v2-1
o0 o0 o0

j)ZL:§ Z _1 1)2;:_i
(-1 4 kzlkkﬂ (k+2) 4 £ (5k — 3)(5k +2) 15
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

o0

Considere a série Y by /kP. Mostre que, se 3 klim b, > 0, entao a série é convergente para p > 1
k=0 — 00

e divergente para p < 1.

Usando o problema 18, determine se é convergente ou divergente a série:
> k? -3
a) do problema 7a b) do problema 7b c) do problema 7c d T
) dop ) dop ) dop )k§03k9+k2+1

o0

ok

—_

py L

L—2 k.4 _ kQ

c)

35

k

Determine o intervalo de convergéncia das seguintes séries de poténcias:

2) ::1 (—Tl)n ! b) ,ijl s ?_nSJr(ﬂg); £ ) ,ijl (nti?l 2
a) Tgo 5”(:1ch )" o) nio n"(a;: 2)"
Calcule a soma das seguintes séries:

0o n—10—2n 00 n,._2n x n

Se f(z) = senz?, calcule f15(0).

Desenvolva as seguintes fun¢ées numa série de MacLaurin, fornecendo o intervalo de convergéncia:
T cost —1 ¥ sent? e
a) / ST b) / e c)/ In(1 + 125¢%) dt
0 t o 1 0

No intervalo (—1, 1), desenvolva as seguintes fungdes numa série de MacLaurin:

T z? r+1

3) (1—2x)? b) (1—2x)3 c) 3x+ 2

Identifique as seguintes funcoes:

) fla) = 3 (n+ " b) g(a) = 3 (n— 1a” ) h(r) = 3 na*!

19



1.8 Solucgoes dos Exercicios

Prob. 1
) i = 1 nP43ntl li % 1
a nggoan _nl—)ngo 4n3 + 2 _nLHc}o 4 + % T4

vn+l++/n lim 1
—_— 1 —_—
vn+1l+yn nooy/nt+144n

n 2\"
c) Como lim (1 + E) =e¢% temos que lim a, = lim (1 + 7> =e?
n n

b) lim a, = lim vn+1—+/n= lim (Vn+1-+n)
n—oo n— oo n—oo

n—oo n—oo n—oo
im n ’ im 2
d) lim a, = lim nl/m = lim %" :e("lﬂoo " ) i) e("lHoo ' ) =eV=1
n—oo n—oo 7L—>OO
Prob. 2
Neste problema, basta mostrar que klim ar nao exite ou, existindo, que klim ar £Z0 .
— 00 — 00
k2m
a) hm ar = lim sen —— nao existe (ay oscila nos valores 0 e 1)
k—o0 k—o0 2
b) i i 2k (m) i 2%In2 @my . 2¥In*2 @m .. 2FIn®2 (nio existe)
m ap = lim -5 °= im = im = im =00 (ndo existe
k kS k—o0 3]€2 k— oo 6k k—o0 6 x
-3
. . k+5 . In Zig (H) .. *+2)(k+5) 3k?
1 = lim kln—— = 1 = lim —————~ = lim ——— =3 #0
©) g on =l kg = i g AT e 27
Prob. 3

Observe que, em cada integral [ ;O f(x) dx usada, a fungdo f(x) é continua, positiva, decrescente e
tal que f(k) = ax (o termo geral da série) para k > K, assim satisfazendo as condigdes do critério da
integral. Neste problema, basta mostrar que essa integral impropria existe.

a)/ L 4 t ‘oo t tanl=—~ -~ ="

———dx =arctanz| = arctanoo—arctanl = - — — = —

2 +1 1 2 4 4
> 1 o0 1 1

b d :—1*1‘ =——— 4+ — =04In2=1In2

)/2 rln?z o . x2 In oo + In2 +n n

Prob. 4
Devemos mostrar que a integral impropria que satisfaz as condigdes do critério da integral (v. o
infcio da resolugao do Prob. 3 nao existe.

1

1 00
W) [t o= i )[T = (o)

b)/ - nxdx_zx/th‘ \/F Ving) =

c)/2Oo

1 e}
d)/ 7d1¢:lnlnlnx’ =Inlnlnooc—Inlnln3 = co (note que Inlnz > 0 se z > 3)
zlnz)Inlnz 3 =

dx = 1n|1nx\‘ =Inlnoc—Inln2 = o
x 2 N——

o

oo

Prob. 5

Pelo critério da comparagao entre séries de termos gerais positivos, para mostrar que uma série é
convergente, basta mostrar que, assintoticamente (i.e., para k maior que algum natural, ou k — ), o
seu t.g. (termo geral) é menor ou igual que o t.g. de alguma sér. conv. (série convergente).

RSLISE NP £ S S ,
2k3+1 >~ 2]€3+1—1 = 2k2 ¢ 1.g. de uma ser. conv.

1 1
b) < = — : t.g. de uma sér. conv.

1
VR(l+Vnd) ~ yr(l—-1+Vn3) n?
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c) ; < — : t.g. de uma sér. conv.
k2Ink — k2

d) Ik < i ! t.g. de uma sér. con
= : t.g. deu r. conv.
NN A
Ink k 1
e) ay < £ = : t.g. de uma sér. conv.

Pelo critério da comparagao entre séries de termos gerais positivos, para mostrar que uma série é
divergente, basta mostrar que, assintoticamente (i.e., para k maior que algum inteiro positivo), o seu
t.g. € maior ou igual que o t.g. de alguma sér. div. (série divergente).

2k + 1 2% +1—1 9
2 =—: tg. d or. div.
a) k2—3k_4ik2—3]€—4—|—3k+4 A g € uma ser 1v
2% +1 2% +1—1 1
2 =—: tg d or. div.
)k2+3k+4_k2+3k2+4k2 e g. de uma ser. div
c) S z 2h =k ! t.g. de a sér. di
=—: t.g. uma sér. div.
% —9 % — k 1
d = = — (k>9): tg d er. div.
)k2—3k—|—47k2—3k_|_3k+4k2 5k( 9) g. de uma sér. div
1
G)HZE:t.g. de uma sér. div.
1 1 1
f) > = — : t.g. de uma sér. div.

k)32 =~ (Vk2 k

: t.g. de uma sér. div.

y_ 1 o 1 _1
gflnk_ﬂ\/é_k'

1 1
)\/F \/ﬁ:kl/zxz

Prob. 7

t.g. de uma sér. div.

a) Conv., pois 22;_11 < 2:3+_kk3 = % é 0 t.g. de uma sér. conv.

2k° — 4k® + 3k — 6 _ 2k° — 4k° +4k° +3k° —6+6 _ 5

3k +2k%2 —2k+1 — 3K+ 2k2 —2k2 —2K7+1-1 k3
-1 2k — k

. . 2 1 T
c¢) Div., pois 23k > W23k 3k L A2~ Bh é 0 t.g. de uma sér. div.

b) Conv., pois é o t.g. de uma sér. conv.

Prob. 9

Seja L = klim |ak+1/ak|, onde ay é o termo geral da série dada. Abaixo, os resultados L < 1 e
— 00

L > 1 indicam séries convergentes e divergentes, respectivamente. (O simbolo de modulo sera omitido
no caso de termo geral positivo.)

(-1 (k+ 1)1 k! J . _
a)L_klgI;o (=1)*/k! = (k+1)! kl—>oo}{r kE+1) klglc}o]{? =0=<d
k k k1 241 3—|—k+ 1+%
+1
b) L= lim o SRl 2L g 3 ok i ¢ >1
k— o0 2k+1—|—1 3k+l€ k—o0 2k+1+1 3k+k k—)oo
k k
2 3 2+Z¥ 1+B)%‘
. (B 1)2kt gk ) k+/13* 2 1 1
L=1 : = lim =2 i =2.-<1
) L= lm o e A k+1 T BT ks (Lt 1/R)F e "
4—m)ktl 344 k344
d) L= lim (4 =) i = (4—7)- lim — 2 (4-m)-1<1

o (k+1P+4 (4—m)k koo (k + 1)3 + 4
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Prob. 10

Aplicamos o critério de convergéncia para uma série alternada » o (—1)*ax [ax > 0], que consiste
em verificar se a sequéncia ai é decrescente e com limite igual a zero. Abaixo, cada sequéncia ay
dada é claramente decrescente (o que, caso se duvide, pode ser confirmado constatando que a derivada
da fungdo f(k) = ai é negativa). Assim, mostraremos a convergéncia verificando tédo-somente que
lil’nk_)oo ap = 0.

Ink p

a) hm ap = hm — = lim
k—oo

Yk oy

1 1
b) lim a; = lim sen— = sen( lim 7> =sen0 =0V
k—o0 k—o00 k

k—oo k
3 1
c) hmak—hm i =lim — =0V
k—o00 k— o0 k4+3 k—)ook+WO

2k k
d) im e e ¢ dim 20t i

—0
—1

Prob. 11
Seja L = klim V|ak| , onde ay é o termo geral da série dada. Abaixo, os resultados L < 1e L > 1
— 00

indicam séries convergentes e divergentes, respectivamente. (O simbolo de modulo sera omitido no
caso de termo geral positivo.)

a) L= lim {/1/k¥ = lim 1/VEkF = lim 1/k=0<1
k— o0 k— oo k— oo
NG N 1 1
L= 1 ¢ —_— = 1. = 1. - == 1
b) L= tim A/ (55) = lim () = Jm = <

Prob. 13

a) Vejamos a série § S Gn Dy i —L_: vemos, por comparacio, que essa série ¢ divergente,
Pl RVZIEE)) VE2+2k

: 1 1
> =
pois a0k = Vieioke k\/g , que é o t. g. de uma sér. div. ASSlm g k(k+2 nao converge

absolutamente; mas essa série é convergente, o que se deduz do critério para série alternada m é

uma sequéncia positiva, decrescente e tal que klim m = 0} . Logo, a série dada é condicionalmente
—00

convergente.

!“”“2!

b) Vejamos a série Z Z Tr ; ela & convergente segundo o critério da razao: lim

k—o0

(k+1)2/4%+1

k=1
w7 — = 7 lim (—1) . Ou seja, a série dada é absolutamente convergente.

4 k—o0

c) A série ¢ divergente segundo o critério do termo geral: lim vk sen == = lim (senf)/0 = 1 # 0,
—_— kYoo vVE 950

onde fizemos a mudanca de indice 1/vk = 6 (= 0 quando k — o).

Prob. 15

o0
Segundo o critério da razao, os valores de & que tornam a série Y, ¢, () convergente sdo os que
n=0
satisfazem a inequacdo ®(x) < 1, onde &¥(z) = lim |pn11(2z)/@n(z)|. Uma investigagdo separada é
n—oo

necessaria para verificar se a convergéncia da série também ocorre com os valores de x que satisfazem

a equagao P(x) = 1.
1

_ n+1 1
a) lim C ) /(n+) =|z— 3|th lz=3|'1<1 == -1<2z-3<1 = 2x>2cx<4
X (@ — 3)” (= )” ) o
> Z , que é uma série alternada convergente.
n=1 n =2 n=1
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= (z —3)" x 1 -
> = > —, que é divergente. Resposta: z € [2,4)
n=1 z=4 n=1"T
—1 —1
—~
b) ti | ) g Loy
im = x| lim . - =z
n—00 ( +1) +1 n5+]_ n—oo N (n+1)3+1
5t 3 (—1y : érie alternad t
—_ = — , que é uma série alternada convergente.
n—=1 n3 =+ 1 r=—1 n=1 Tl3 + 1 4 &
——
n — 0
o0 o0 oo
ngl %ﬂ = 7;::1 MLH [ < ; nﬁ} € convergente. Resposta: = € [—1,1]
—1 = %H —0
—N— —
. 12(n+ 1) + a2t (2n+ 1)2" 2n+3  nl
c) lim + = |z| lim =0 V. Resposta: z € R
n—00 (n+1)! n! n—oo 2n+1 (n+1)! e
n+2/3n |$|
Q) lim || =g <1 = <3
0 pntl 0o
> =9 > (=1)""1, que é uma série divergente.
n—=2 3n—1ly=—3 —
%) .7,‘”+1 %)
> o T = > 9, que é uma série divergente. Resposta: = € (—3,3)
n=2 3n =3 n=2 S
Outro modo, que consiste em usar o fato de que a série dada é geométrica, é o seguinte:
o xn+1

23

n—1
x x
=32 (3> , que é convergente se ‘5’ <1, istoé, se |z]<3.
n=2

=1 ('H)
—_—~
. (x+6)"In(n+1) 1 . In(n+1)
] |= ] 1 1 - -
e)nL)II;O @t 6 n(n 1 2) |a:+6\ngr;oln(n+2)< = lz+6/>1 = 2<-7ou x>-5

1
(x+6)"In(n+1)

1
= _]_ n
r=—7 nzz:l( ) hl(’l’L —+ 1)
———
— 0

, que é uma série alternada convergente.

Z

[ee] > 1
=Y —— | > X | édiv. : —o0,—7]U (=
I DA ey ¥ [—n;n} ¢ div.  Resposta: @ € (00, =T] U (=5,00)

> 1
n; (z+6)"In(n+1)

" 1 0 €T n
f = ( ) . Essa série geométrica é convergente se ‘ ’ < 1, ou
) 77,22( - )n+l 1—5(}”2::2 1—x & 8 -

|z — 1] > |z| . Como os modulandos mudam de sinal em z = 0 e = 1, convém resolver a inequagéo
nos intervalos separados por esses valores de .
No intervalo x < 0: —x+1 > —z, ou 1 > 0, que é veridico Vx < 0 .
No intervalo (0,1) : —x + 1> z, ou z < 1/2; logo, = € (0,1/2) .
No intervaloz > 1: £—1 > z, ou —1 > 0, um absurdo; logo, néo existe solugao no intervalo (1, 00).
Além disso, |ﬁ|z:0 =0<1l,e ﬁb:l nao existe.
A unido dos valores de x que satisfazem a inequagao fornece a resposta: = < 1/2 .

Prob. 16

(o]
Neste problema fazemos uso da formula da soma da série geométrica 3 ¢ =

SETO NS ES (S S

b) ioj e k= io: (e‘l)k = =
k=0 k=0

1
se |q| < 1.
—4q

£ IR 1 2
O SV = 2 (5) S
Syt 1 1 V2 V241 2442

d 002_k/2:oo = = . —2
)kZ::o kz::O( —2-1/2 1—1/\/§ V2—1 V2+1 2-1 V2
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Tl--n
11 11

m\»—A

)i::( b* 7k zéi(_?mk:%[ﬁ_l} %{714 1}

Prob. 17
a) 3 (ax—apsn) = lim (S oap— Y ap) = lim (a5 +gper+ gz + ggert o+ ox
" k=j k=3
T — QT — Qg — - — O — g1 ) = @ — lim ap = aj—a
n—oo
————

a

b) > (ak—1 — ak41) = hm (Zak 1— Zak+1> = nli)lréo(aj—1+aj+%+%+"'+%{f

k=i
QT — QT — = Q=T — Oy — an_,_l) = aj_1+a; — lim a,— lim apy1 = aj+aj_1 —2a
n— o0 n— oo
) S = (1 ) = 2 )= ( — Jim @) =1-0=1
C = - —— | = A — Qg =(a;y — 11m ap) =1—U=
“k(k+1)  EZ\ ko k+1/) &= 1 Y et
ak k41
d)i 1 —io: 1 —i(_l/Jrl/Q)—li(l 1)
= k2—1 S (k+D)(k-1) Z\k+1 k-1) 2/=\k—1 k+1
k=2 r=a (k+1)( ) i \k+ k=2 +
ap—1 Ap+1
=(1/2) 3 (ar—1 — ap41) = (1/2) (a1 + a2 — 2 lim ar) = (1/2) (1 +1/2-0) =3/4
k=2 o0
> 2k+1 x> 1 1 e 1
©) X Bhi1)e 23[ = (k+1)2} 2 (an = arr) = a3 = lim a =3
~—— N——
ak apt1 0
03 (G355 )~ & (@) = a0 = Jim o= 5
dk+1 4k+5 /) & T M) T e R T 0
S—— = N——
ap A41 0
S k k & 3—-1
8) k§1 {Sen (%) — sen <3kj_3>] = kZ::I (g1 —ag) = lerI;o ap —ay = seng — sen% = \[2
k41 ag
ag Ap41
&, k+3 k+4 k+4 &, k+3 k+4 >,
h k1l -kl -1 kln—— —(k+1) In—— | = - =
),;4( I e A R . 2> 2{ pog BT D g = 2 (ae—ak)
1nk—i—3 —6
g B B PN A Cim e
a4 klirrgoak 4In7 hrgo = = 4In7 khﬂrr;o e = 4In7 hanolok;Q 3 = 4In7-6
Prob. 20
a) io:[(—l)n"/n]x” = R= lim |- | = lim CU"n |y L et R=—loul
=1 ey Gnt1 T n—oo (=)t /(n+1) B 0 -
ST(=D)"/n]a™ = > [1/n] é divergente
n=1 z=-1 n=1
Z[(fl)”/n]x” = > [(=1)"/n] é uma sér. altern. convergente Resposta: (—1,1]
n=1 n=1
S 3 3 62
by S YPES o o R= lim — lim /2T (”+ ) —1 = 29+ R=60us8
=1 (n+5)2 n—soolapiyl mnooVn+4 \n+5
——— H,_/Wl_/
an — 1 —
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X vVn+3 n & n Vn+3 .
|:n¥1 5 (x—=17) . = ngl(fl) 1 2) é conv., segundo o critério p/ séries alternadas
————
-0
X Vn+3 X vVn+3 X vn+3n x 2
— (=T = — | < —— = — R ta: [6,8
[nz—:l (n+5)? (= v=8 n; (n+5) [~ n; n? n; ] esposta [6, ]
(=2)" _ an , (=2 (n+2)?%?+2; 1 1
n =1 ’ 1 ‘ . tR=+-
©) Z 1 (n+1)2+42 o= R n1—>H;o Ant1 nl—>Holo (n+1)2+2 (—2)ntt 2 = woER 2
> (= 2x) } oS 1 { oS 1} )
= < — | € convergente
[§ CESIEES] IR SR re el Rl B
o (—2z)" > 1 11
= —-1)" é ér. alt. . t:[_,7,]
[ 1) +2Lc s nzz:l( ) CESVEE é uma sér. alt. conv Resposta 575
— 0
d) ngl — (z—=1)" = R= nh_)rr;<> P = nh_)rréo e nh_)rréo g = Resposta: © € R
o nn a n on+l 2 n o o\"
o _ n |y o ( )
e) ngl on (1' ) = R nggo st nLr& on (’I’L T 1)n+1 nL)H;O n+1\n+1
' 2 1
= = ta: =2
nsoo n+1 (14+1/n)" 0 Resposta: @
—_———
-0 —1/e
Prob. 21
[e’) (71)717127271 ) ( 1)n71(272)n oo ( 1)n lxn
a et e S = =In(l+=z =1In(5/4) .
) nzz:l n nzz:l n n=1 n 222 ( ) x=1/4 (5/4)
bs.: 1/4 € (—1,1], que é o intervalo de convergéncia da série de MacLaurin de In(1+z) que foi usada.
fo's) ( 1)nﬂ.2n+1 00 (_1)n$2n+1 .
b - - [ - —1-7/2
) E 2 e 2 Car D |y U T ey =
o0 (_1)n 00 (_1)nl.2n+1 T
_—_— = t = —
c) nZ=:O ot 1 HZ::O il |, arctan T
Prob. 22 15) o o
L0 o fU0) 15 _ s _ o3 (@) (@)
" <15>{(;)) S T S T
fU0) 1 (15) (g 15!
- B o5 o 0=
Prob. 23
¥ cost — - "t2” ( ) /x on1 < (=1)g?n
a dt / dt — Tt = —— [z €R
? sent? 1 X (=D)n(@?)2 = (—1)» v < (=1)ngpm
b ——dt = dt — —_—t = — | Attt = R
)/0 2 /0 eI Dy e s D 9) (2n+1)!/0 Z Gz R
T x 00 _1)n—1[(5t)3]n 00 (_1)n—153n x 00 (_1)n—153nx3n+1
1 1—|—5t3dt=/dt (—: 7/153”(#:
C)/O n+ 0] 0 ngl n nzz:l n 0 ngz:l n(3n+1)

Nesse caso, a maxima variagdo de ¢ é dada por (5t)% € (—1,
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1], ou t € (—=1/5,1/5]; esse é o intervalo



de integracdo maximo possivel. Vemos entéo que = pode variar no intervalo (—1/5,1/5] .

Prob. 24
x d 1 d & , X . 0x
a) 7(1_x)2—x£(1_x>—x£n:0x —xnglmc —nzz:lnx
x? z? d 22 d d 1 P x? =
b -2 Z(1- 2:777( ): n _ < -1 n—2
) (1—2)3 dgc( ?) 2 dedr\1—x 2 dx? nZO 2 TLX::Q n(n—1)z
x nn—-1)
n=2
r+1  z4+1 1 TH1 = =32\ = (=3)"z" ! = (=3)a”
©) - — (= - Z( ) :Z n+l +{Z ntl }
3z + 2 2 1—(-3z/2) 2 o 2 — 2 — 2
oo (oo} oo
B (=3)n—tan { (=3)"a" 1} 1 (-nm3n=t  (=1)"3"]
- nZ::l on + ; on+1 + 2/ 7 9 + ; on + on+1 x
o) . (_1)n3n—1 (_1)71371 _ (_1)n3n—1
— nZ::o anx™, onde ag= - e a, . [ 5 T = s
Prob. 25
o0 d d 1 1—z—2z(-1) 1
= 1 n — n+1 = . = =
a) fla)= 2 (n+ Dot =0 2 @ dz (¢ 1- x) (1—2)? (1—2)?
b) g(z) = i (n—1)az" = 22 § (n—1)z" 2 = 22 Tl = xzi i ™
n=2 n=2 dx n=2 dx n=1
d 1 1 x2
2 2
xdx(l—x S FR PR FRp P

n=1

00 o0 2= o0 d 0 d
C) h(z) = Z nr2ntl — 23 Z n(xQ)"_l =Y 3 Z ny”_l — 3 Z T 73
n= = Y n=
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Capitulo 2

Resolucao de equacao diferencial

ordinaria linear por série de poténcias

Sabemos que a solugao geral da EDO linear de 12 ordem

y' —2zy(x) =0

VreR .

(@*)"
!

n

(oo}

2
yx)=c e’ =¢ Z
n=0

Isso sugere que também possamos resolver a EDO em (2.1) tentando uma série de poténcias

oo
ylx) = Z anz”
n=0

donde
o
y'(z) = Z na,z" ' .
n=1

Substituindo (2.3) e (2.4) em (2.1), obtemos

o0 o0
0 = E nanaf"_l—Zacg anz”
n=1

n=0
o0 o0
= g nanm"_l—g 2a,2" !
n=1 n=0
o0 o
= E nanznflfg 2a,_ox" !
n=1 n=2

oo
= a;+ Z(nan - Qan,g)xnfl ,

n=2

(2.3)

(2.4)

uma equacao que s6 pode ser valida para todos os valores de x se os coeficientes das poténcias se

anularem, isto é:

a1 =0 e (na, — 2an_2)’ 0.

n22:

Desta segunda equacao, deduzimos que

2
ap = — Gp—o paran > 2 .
n

Essa equagao é chamada de relagao de recorréncia. Por meio dela, determinamos os coeficientes a.,.
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Fazendo n igual a naturais pares, obtemos

n=2: ay = ag
2 1
n=4: a4 = 7%= 5%
2 11
n=6: ag = §=33%
3 2 111
n=o: ag — 8(16—432@0
1
azn = — ao (n>0)
Agora, com n igual a impares, temos
2
n=3: a3 = gale
2
n=>5: a5 = gag,:o
G2p+1 = 0 (’I’LZO)

Finalmente, substituindo essas expressoes dos coeficientes em (2.3), obtemos

9 oo < 4 9 (33‘2)" ,
n 2n 0  2n x
y(z) = E apx’ = E aonx"" = g o =a g o = a0’
n=0 n=0 n=0 n=0 :

que é a solugao dada em (2.2), pois o coeficiente ay permanece como uma constante arbitraria.
Vejamos mais um exemplo. Considere a seguinte EDO e a sua solugao geral (conhecida):

4y" +y(z) =0 = solugao geral y(z) = c1 cos(z/2) + casen(z/2) . (2.5)
Vamos recalcular essa solucio geral pelo método das séries de poténcias™). Os passos sdo os seguintes:

Passo 1 - Escrevemos a série de poténcias que se admite como solucao e as derivadas dessas séries
que serao usadas:

anxnfl

2

o0
o0 y=>n

y(z) = Z apz" = n3d
/" n—

n=0 y'=> nn—-1)ax

n=2

Passo 2) Na EDO, substituimos y, 3’ e y” pelas respectivas séries para deduzir a relacao de recor-
réncia:

0 = 4/4+y = 4 Z n(n — a,z™ % + Z apx™ = Z dn(n — 1az" 2 + Z o™ 2
n=2 n=0 n=2 n=2
- Gp—2
= 7;2 [4n(n — 1)ay + ap—2]z" =0 = an = -1 (n>2)

Passo 3) Usamos a relacdo de recorréncia para calcular os coeficientes em termos dos coeficientes

(*JE 6bvio que esse poderoso método servira para obter solugbes de EDQO’s que nao sabemos resolver analiticamente,
mas os exemplos ora apresentados sao educativos: ilustram o método e as manipulacées matematicas costumeiras.
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que permanecem arbitrérios (ag € a):

a = — 4o

T 4201

I YE))

- G2 @ _ a

YT 443 42432 al2f

a = — as - aq - 2@1

° T 4.5(4) 4.5-4-3-2 5!25

e — — ayq _ ao _ 9o

© 7 T4.6(5) 43.6-5-4-3.2 6126
as aq 2@1

ay = — =

1.706) 4.7-6-5-4-3.2 727

Passo 4) Deduzimos uma expressio genérica para os coeficientes em termos de ag e a;. Do passo
3, concluimos que,
(~1)"ao (—1)"2ay
aran >0: a9y = —5—- e a =t
patat = 2= (2n)l22n L= (9p ¢ 1)l 22+
Passo 5) Substituimos a expressdo genérica dos coeficientes na série de y(z) para deduzir uma
expressao fechada para a solugao:

_ - n _ — 2n — 2n+1 _ — (=D"ao o, — (=1)"2a4 2n+1
y(.’L’) = ngoanm —7;001277,(5 +n;0a2n+1x _nZ:O (2n)'22n‘r +HZ:0—(271+ 1)!22n+1 T

=a

oo (_1)77- (3;)277, 00 (_1)n x\ 2n+1 T , z
- 2 2 7(7) = 5 'S )
ao — (2n)! \2 +\Ci'l’nz:;) 2n+ 1) \2 ap cos 2 +aj sen2
1

que é a solugdo geral apresentada em (2.5).

Ressalte-se que o passo 4 é frequentemente dificil, e o passo 5 é raramente possivel. Por isso,
nas resolucoes por série de poténcias que seguem, nao nos preocuparemos, ordinariamente, com a
implementacao do passo 4 (o que seria até elegante, mas este passo, embora de certa importancia, esta
fora dos nossos propoésitos aqui, que é o entendimento do método) e do passo 5.

2.1 Resolucao em torno de um ponto ordinario

2.1.1 Definicoes

a) Uma fungdo f(z) é dita analitica no ponto x = xg se ela pode ser desenvolvida numa série de Taylor
relativa a esse ponto que tenha raio de convergéncia positivo.

b) Considere a EDO linear de 22 ordem
ax(2)y” + ar(x)y’ + ao(x)y(x) =0 (2.6)
que pode ser escrita na forma
y'+P@)y +Q(z)y(z) =0 , (2.7)

com P(z) = a1(x)/az(x) e Q(x) = ap(x)/az(x). Dizemos que = xo é um ponto ordinério, ou
nao-singular, dessa EDO se, nesse ponto, P(z) e Q(z) ou suas extensoes continuas™ sio funcdes

(%) Recordagao:
Uma funcdo f(z) definida num ponto z = ¢ é dita continua nesse ponto se lim f(z) = f(zo).
- z—?fl)o
A extensdo continua de uma fun¢éo f(z) num ponto z = g em que ela nao é definida, mas tem limite finito, é a fungéo
g(z) que é igual a f(x) se  # xg e, naquele ponto, é dada por g(xp) = lim f(z). Por exemplo, a extensdo continua da
T—xQ

funcéo (senz)/z em x = 0 é a funcdo g(z) igual a (senz)/x se x # 0 e com ¢(0) = limo(senz)/x =1.
T—
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analfticas. Um ponto que nao é ordinario é dito um ponto singular, ou uma singularidade, da
EDO.

Exemplos:

1) y" + (Inx)y(x) =0: x =0 é ponto singular, pois f(z) = Inz ndo é analitica nesse ponto (nao
existindo f(0), f'(0), etc, f(x) ndo pode ser desenvolvida numa série de Taylor em torno de z = 0).
5/3 nao pode ser expandida
~1/3 ¢ infinita em 2 = 1].

i) o + (x —1)%/3y 4y = 0: 2 = 1 é ponto singular, pois (z — 1)
em poténcias de (z—1) [a segunda derivada de (z—1)%/3, igual a (10/9)(z—1)

senx 1 —cosx

iil) zy” + (senz)y’ + (1 —cosz)y(x) =0 = 3" Yy + y(x) = 0.
¢ *
P(z) Q(z)

Essa EDO nao tem ponto singular, isto €, todos pontos de R s@o ordinarios, inclusive z = 0. De
fato, como

1 _1( $3+m5 ac7+ )_1 m2+x4 x6+
s TR\ T T T I TR TR
e
1(1 ) 1(332 x4+x6 9:8+ ) T 1:3+1:5 z7+
Z(l—cosp)= (242 2 L. )= _2 42 2 4.
x e N T TR TR 21 4 T8l

sao as séries de Taylor relativa a x = 0 das extensoes continuas de P(z) e Q(z) nesse ponto, a analiti-
cidade em 2 = 0 esté verificada.

T 1
1Y Y@ =0.
Os pontos singulares dessa EDO sdo as raizes de 22 + 1 = 0, a saber, x = +i, nos quais z/(2? + 1)
e 1/(z? + 1) ndo admitem extensido continua, pois apresentam limites infinitos nesses pontos. Esse
exemplo ilustra que pontos singulares nao sao necessariamente reais.

iv) @2+ 1)y +ay —yl@)=0 = y'+

Percebe-se que a caracterizagao de pontos ordinarios e singulares com base no conceito de analiti-
cidade pode complicar, as vezes, a determinagao deles. Ora, o conceito de fungao analitica é porme-
norizadamente estudado num curso de funcoes complexas, e é exatamente a falta desse estudo que nos
traz dificuldades aqui. Mas nao precisamos de muita teoria para prosseguir. Na verdade, estaremos
na maioria das vezes preocupados apenas com EDOs cujos coeficientes sdo polinémios. Nesse caso,
fornecemos a seguinte receita:

A EDO (2.6) — no caso em que az(x),a1(z) e ap(x) sdo polindmios sem fator comum — tem,
em z = xo (real ou imaginério), um ponto
e ordindrio se as(xg) #0
o singular se as(xg) =0

Por exemplo:

i) (22 — 1)y" + 22y’ + 6y(z) = 0 : os pontos singulares sio as raizes de 22 — 1 = 0, isto é, x = +1.
Todos os outros pontos sao ordinarios.

i) (x—1)%y" + (@ - 1)y +(z—1)%(z)=0 = (z-1)y"+(x+1)y +(z—1)y(x) =0: ponto
singular em x = 1.

i) (z— Dy + @2 -1y + (@ —-1D%yx) =0 = ¢+ (x+1)y +(z—1)y(x) =0: nao tem
ponto singular (todos pontos de R sio ordinarios).

iv) 22y + 2%y + x(x — Vy(z) =0 = ay”" + 2y’ + (z — 1)y(z) =0 : ponto singular em x = 0.

v) (% +1)y” + y(z) = 0 : pontos singulares em z = +i .
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2.1.2 Teorema da existéncia de solugoes em série de poténcias
Se x = xg for um ponto ordinario da EDO (2.6), podemos sempre encontrar duas solugoes line-
&)
armente independentes na forma da série de poténcias Y a,(x — x¢)™, convergindo cada série, pelo

n
menos, no intervalo (g — R, ¢ + R), em que R é a distancia do ponto zy ao ponto singular (real ou
nao) mais proximo.
o0
Por exemplo, a solugao da EDO (z —1)y” + 2y’ +y = 0 na forma > a,(z — 4)™, isto é, na forma de
n
uma série de poténcias em torno do ponto ordinério z = 4, é convergente para (4 — 3, 4+ 3) = (1,7),
pois, nesse caso, a distancia R do ponto z = 4 ao ponto singular mais préximo, que é o ponto z =1, é
R=4-1]=3.
Outro exemplo: a solucio da EDO (22 + 9)y” + 2y’ +y = 0 na

o0
forma Y a,(x —4)™, isto é, na forma de uma série de poténcias em torno y/, “““ ~~

n 1. N
do ponto ordinario x = 4, é convergente para (4 — 5, 4 +5) = (—1,9), 31/‘. &=5 intervalo de'y
pois, nesse caso, a distdncia R do ponto z = 4 (do eixo das abscissas, [ S~ copvergeneia
que também é o ponto z; = 4 do plano complexo) ao ponto singular e RS
mais proximo, que sao os pontos zzi = 43i do plano complexo, é R = 14 ,/ 4 9/' z
|21 — z2i\ =4-3i = 4+3i] = V42+3% = 5. A figura a direita “\/‘ /r/
mostra que o intervalo (—1,9) é a parte do eixo real que jaz no interior e A= 4":;'

~

da circunferéncia de raio R = 5 centrada no ponto x = 4 desse eixo. =~ = T -----

2.1.3 Exemplos de resolugao de EDOs lineares por séries de poténcias em
torno de ponto ordinario

Nota: Aqui, por questdo de simplicidade, supomos que a origem z = 0 seja sempre o ponto

ordinério em torno do qual se deseja obter a solugdo da EDO na forma de uma série de
o0

poténcias, Y a,z™ no caso. Isso nao significa perda de generalidade, pois, mediante a
n=0
mudanca para a variavel ¢ = z — xg, sempre podemos transformar uma EDO com ponto

ordinario em x = xy noutra com ponto ordinario em ¢ = 0.

Exemplo 1: ¢y"” — 22y =0

Como nao ha pontos singulares, a solucao em série obtida abaixo é convergente para todo z real.

o0 oo oo oo
0= Z n(n —1)a,z™? — 2z Z anx" = Z n(n — Dapz" 2 — Z 20,z
n=2 n=0 n=2 n=0
o0 o0 oo
= Z n(n —1a,z" 2 — Z 20, 32" % = 2ay + Z [n(n —1)a, — 2a,_3] ">
n=2 n=3 0 n=3 0
2an73
= =0
2 ¢ nfsy n(n —1)
Como as = 0, temos que a5 = ag = --- = a3k+2’ =0.

k>0
O coeficiente ag permanece arbitréario, dele dependendo os coeficientes asg
E>1

a 2@0 ap
3 = = —
3)2) 3
2a3 1 ao Qo
aG = — = —
6)(5) 153 45
2&6 1 ap ag
ag = = =

(9)(8) ~ 3645 1620

(*)Recorde-se de que a distancia entre dois pontos z; e z3 do plano complexo ¢ dada por |z1 — 22|, e que o modulo
de um ntimero complexo z = a + bi é |z| = Vva? +b2. Por exemplo, a distancia entre os pontos 6 + 13i e 1 +1i ¢é

|64 13i — (1 41)| = |5 + 12i] = /52 + 122 = /169 = 13.
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O coeficiente a; também permanece arbitréario, dele dependendo os coeficientes ask41
E>1

a 2aq a1
4 = —_— = —
43) 6
2a4 1 ag ai
ay; = = = —
(N)(6) 216 126
2&7 1 a1 aq
alO = = — =
(10)(9) ~ 45126 5670

~— \ix ~— ~— ~— ~— ~— ~— ~—
0 ag a1 0 ag a1 0 _20 ay
3 6 45 126 1620 5670
1,3 1,6 Ig LE4 LE7 xlO
a1+ 2+ 2 ) (1 =z )
a0< + 3 + 45 + 1620 + ta{tt g 6 + 126 + 5670 +

é a solugao desejada, sendo as séries entre parénteses duas solugoes linearmente independentes da EDO.

Exemplo 2: (22 + 1)y +2y —y =0

Os pontos singulares sdo x = +i. A distancia entre esses pontos e o ponto de expansdo x = 0 é

= |0+ 1| = |i| = 1. Logo, a solucéo em série obtida abaixo é convergente para z € (0 — R,0+ R) =
(—1,1).
0= (z2+1) Z n(n —Dapz" 2?4+ Z na,z" "t — Z anx"
n=2 n=1 n=0
Z Dayz™ +Z (n—Dapz™™ 2+Znan:c"72anx"
n=2 n=1 n=0
oo
_Zn— n—3)an_ 21;”2—1—2 n—l)anm"2+2(n—2an oz Zan oz
n=2 n=3
= 2a9 + 6azx + ar# — ag — arz+ Z {n(n - Dan, + [(n —2)(n—3)4+n—-2-— 1] an,g}ac"_2
2a2—ag + 6agz n=d (n—1)(n—3)
—3) ay_
= 2a2—ap=0, a3=0 e ap = w
n>4 n

O coeficiente ag permanece arbitrario, dele dependendo os coeficientes agk’

k>1
a9 = ?
- G,Q_ G,()/?_ ap
“oT Ty T Ty TR
_ 3&4_ 7(10/8_(10
@S T T T T2 T e

O coeficiente a; também permanece arbitrario, e, como a3 = 0, vemos, pela relagao de recorréncia, que
as = a7 = ag = --- = 0. Logo,

y(x) = agp+a1x + a9 z? + as 3 + a4 xt + as b+ ag 8 + ay x4
~—~ ~— ~— ~— ~—~ ~—

a9 0 — 0 20 0
2 16

2
o|§
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+ (1+x2 x4+x6+ )
= qx a - — =+ =
! 0 2 8 ' 16

Exemplo 3: 4" — (1+2)y=0

Nao existem pontos singulares, convergindo, para todo x real, a série que se obtém a seguir.

oo o0
0= Z n(n — Dapz"~ (1+z Z anpx” Z n(n — Dayz Z Ap_ox" ™% — Z Y
n=2 n=2 n=2 n=3
= 2a9 —ag + Z nn—1a, —an—o — an,g]x"_2 ,
n=3

donde as = ag/2 e
_ An—3 + An—2

in n>3  n(n—1)

é a relagao de recorréncia. Como ag e a; permanecem arbitrarios, em termos deles escrevemos todos
os demais coeficientes:

Qo
as = ?
g = Qta
5 6
. a1+a2_ 1( ao)_
“w = Ty Tplnty 24+12
o = Gt L wtay_w, o
° 20 20\ 2 6 30 120
Finalmente,
y(xr) = ap+a1x + as 2+ a3 3+ ay 2*+ a5 a®+---
— —~— —~ ~—
2 Lt Hts 36+ 156
22 23 2t b 22 ozt 2P
N Do DT
a0(+2+6+24+30+ + ay $+6+12 120

2.2 Resolugao em torno de ponto singular

2.2.1 Definicoes

Os pontos singulares, ja definidos na secao 2.1.1, sao, por sua vez, classificados em regulares e
irregulares como segue.

Dizemos que um ponto singular da EDO (2.6) é um ponto singular regular (ou uma singularidade
regular) se, ao reescrevermos essa EDO na forma dada por (2.7), constatamos que (z — xo)P(z) e
(x — 20)2Q(x) ou suas extensdes continuas sdo fungoes analiticas em .

O ponto singular que nao é regular é chamado de ponto singular irregular (ou singularidade
irregular).

Novamente, para evitar a analise de analiticidade de funcgoes, fornece-se a seguinte receita valida
no caso de EDO cujos coeficientes sao polinémios:

Considere (2.6) com coeficientes polinomiais, e escreva essa EDO como em (2.7), mas com
P(z) e Q(x) na forma de um quociente irredutivel de polindmios completamente fatorados em
monodmios. Se o fator (x — xy) aparece nos denominadores de P(x) e Q(z) com multiplicidades
mp e mq, respectivamente, entdo x = xy é um ponto singular
o reqgular se mp<1le mg<2
o irreqular se mp >1 ou mg > 2
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Assim, por exemplo:

i) Os pontos = 1 e z = +2 sdo pontos singulares da EDO (z—1)(2?—4)%y" +(z—1)(x—2)y'+y = 0
(sem fator comum nos coeficientes polinomiais). Reescrevendo essa equagdo na forma

1 1 / ]‘

R ) TPy L PR (e P

yy=0,

verificamos, de acordo com a receita acima, que £ = —2 é um ponto singular irreqular; jaxz =1 e x = 2
sao pontos singulares requlares.

ii) A EDO 2%(z + 1)%y" + (22 — 1)y + 2y(z) = 0, ou

ny 2ol oy 2 =0
Y x2(:1c+1)y xz(ac—l—l)Qy_ ’
tem, em z = 0, um ponto singular irreqular e, em x = —1, um ponto singular regular.

iii) (1 —2?) y” —22y +30y=0 = 2z =41 sdo pontos singulares regulares.
~———
(z4+1)(z—1)
2 5
iv) 23y" — 22y + 5y =0 = "' — —Y¥ +-—5y=0 = =0 ¢ponto singular irregular.
x x

v) 8zy" — 222y’ + 5xy = 0, ou (cancelando o fator comum ) 8y” — 22y’ +5y =0 = a EDO
nao tem ponto singular (somente pontos ordinarios).

11—z
(x — 3i)(z + 3i)

. 3zy
2 9 //_3 / 1_ :0 7 /
vi) (2% +9)y” — 3zy’ + (1 — 2)y > Vet

y=0 =

x = £3i sao pontos singulares regulares.

A seguir estudamos o chamado método de Frobenius, usado para se obter solugdo em série de EDO
linear em torno de ponto singular regular. Antes de explicar esse método, convém apresentar dois fatos
que motivam esse método:

e y1 = 2% e yo = 22 Inx sdo solugdes de x2y” — 3xy’ + 4y = 0 para z € (0,00). Essa EDO tem
um ponto singular regular em x = 0, em torno do qual, se intentassemos uma série de poténcias
> anx™ como solugdo, s6 obterfamos y; = 22, pois o fator Inx na solugio y, nao tem série de
Taylor em torno de x = 0.

e A EDO 62%y" + 5xy’ + (2% — 1)y = 0 tem um ponto singular regular em x = 0, mas nao possui
solugao alguma em série de poténcias em torno desse ponto. Pelo método de Frobenius, podemos

o0 (oo}
obter duas solugdes em série com as formas y; = 3. a,z"tV/2 e yo = 3 byant/3,
n=0 n=0

2.2.2 O Método de Frobenius — Parte 1
Considere o problema de resolver a EDO (2.6), isto &,
as(z)y" + a1 (z)y + ao(z)y =0 ,

em torno de um ponto singular reqular x = xg. Aqui, pela mesma razdo dada no inicio da segao 2.1.3,
supomos, por simplicidade, mas sem perda de generalidade, que zg = 0. Pelo chamado método de
Frobenius, é sempre possivel encontrar uma solugdo na forma da série (relativa a zo = 0)

oo o0
y=a" g anx” = E " = apz” + a1x" Tt +agr™ 2 4+ com ag #0 . (2.8)
n=0 n=0

Nao permitindo que ag se anule, impomos que esse coeficiente seja o primeiro da série. Faz parte da
resolucao determinar:

1. Os valores de r para os quais a EDO tem solugéo na forma da série em (2.8). Esses valores surgem
da resolugao de uma equagao algébrica do 22 grau (do 32 grau se a EDO fosse de 32 ordem e assim
por diante), denominada equacao indicial, cujas solugdes r1 e r2 sdo as chamadas raizes indiciais.
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2. A relagao de recorréncia para os coeficientes a,.
3. O intervalo de convergéncia da solugao em série obtida.

Os detalhes do método™) serdo apresentados através de exemplos, nos quais = = 0 é o ponto singular
regular em torno do qual se deseja a solugao. Conforme as raizes indiciais, trés casos importantes devem
ser considerados:

2.2.2.1 Caso de raizes indiciais que nao diferem por um inteiro: r —ro ¢ Z

Neste caso, o0 método de Frobenius sempre fornece duas solugoes linearmente independentes.

Exemplo 1: 3xy” +3y —y=0

oo o0 oo
y= Z an " =y = Z(n +r)a, ™t =y = Z(n +7r—1)(n+r)a,a"t?
n=0 n=0 n=0

o0 oo oo
3z Z(n +r—1)(n+r)az" 2 + Z(n +r)apz™ T — Z apz” " =0
n=0 n=0

n=0

(o) 0o 0o
D 3n+r—1)n+r)ae™ T+ (4 r)ana™TT =Y a2 =0
n=1

n=0 n=0

(8r = 2rape” + 3 { B0+ r = )(n+ 1)+ (0 +1)] an — @ pa" 7 =0

n=1

(83n+3r—2)(n+r)

———

r(3r —2) agx" ! + § [(3n+ 3r — 2)(n + P)ap — an_1] 2™ 1 =0
n=1
0 0

r(3r —2) =0 (equagdo indicial) = 7= 0 ou 2/3 (raizes indiciais)

(3n+3r—2)(n+r)a, —an—1 =0 (relagdo de recorréncia dependente da raiz indicial)

As relagoes de recorréncia especificas para cada raiz indicial sdo dadas por

An—1
r=0 = a,=———"=
" n(Bn-2)
ou
Ap—1
r= = a,= n

n(3n + 2) n>1

A essas duas relagoes de recorréncia correspondem duas séries distintas, nas quais ag permanece arbi-
trario:

A série correspondente a r = 0:

a 70/0 a
1 = = Qo
(1)
a - a1 - (o))
5 = E——
2)4) 8
ag a0/8 agp
as = = = —
(3)(7) 21 168
as a0/168 aop
a4 = = =

(4)(10) 40 6720

(*) Consulte as segdes 4.3 a 4.6 da referéncia [3]
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2 £U3 4

~yi(x) = 2%ao+ ay 2+ ax 22+ az 3+ ag ) = ao<1—4—ac—|—m . ) .
—~ =~ ~ ~ 8 168 6720
ao 2 To8 5730

A série correspondente a r = 2/3:

ar = ag Qo
' MGy 5
aq (10/5 ao
as = = = —
(2)(8) ~ 16 80
- a9 - a0/80 - ap
@7 @)y T 33 2640
4y = as _ a0/2640 _ agp
(4)(14) 56 147840

~— ~— ~—
a?o % 2{;20 14?840
2 3 4
= a1+ 3 + % et 1 +ee)
5 2640 147840

Assim, obtemos duas solugoes, cuja combinagao linear é a solugao geral: y(z) = y1(x) + yo(x).

2.2.2.2 Caso de raizes indiciais iguais

Neste caso s6 se consegue uma Gnica solugdo na forma da série em (2.8), na qual r é igual ao tinico
valor da raiz indicial.

Exemplo 2: zy”’ +4y —4y =10

Z(n +r—1)(n+r)az" 1+ Z(n +r)ape™ T — 4 Z apr™ T =
n=0 n=0 n=0
Z(?”H—r—l)(n—&-r "t 1+Z n+r)a ”+7'_1—4Zan,1x”+’“_1 =0
n=0 n=1

[(r = 1)r + r]agz™™ Z{ (n+r—1)(n+r)+(n+r)]a, —4an71}$n+r—1 -0

(n+4r)2

apx” ™~ Z (n+7) — 4an,1] Tl =0 .

0

\,./
0

Vemos que r = 0 é o tinico valor da raiz indicial e que

da,
(rj-il)Q para n>1 . (2.9)

Ay =

Essa equagdo, com 7 = 0, torna-se a,, = 4a,_1/n* (n > 1), donde

4(10
al = ?
4(11 42(10
a = —_—
2 22~ (1.-2)?2
4a2 43a0
a = —_—=—m—
s 32 (1-2-3)?
4"(10
Qp =



Logo, temos a tinica solucao

- — 4" 16
= E apx™t" = ag g " = a0(1+4x+4x2+—13+~~) . (2.10)
n N2
n=0 r=0 n=0 (n) 9

2.2.2.3 Caso de raizes indiciais que diferem por um inteiro positivo: r; — ro € N*
Nesse caso, a série em (2.8),
1. Com 7 (a maior raiz indicial), sempre fornece uma tnica solugao.
2. Com r = ry (a menor raiz indicial), leva a uma das duas ocorréncias:

(a) Ela nao fornece nenhuma solugao.

(b) Ela fornece a solugéo geral (permanecendo arbitrarios dois coeficientes), que inclui, portanto,
a solugdo correspondente a maior raiz (7).

Disso concluimos que convém tentar obter primeiramente a solugao correspondente a menor raiz
indicial, pois, ocorrendo 2(b), a resolugao estara concluida.

Exemplo 3 — ocorréncia de 2(a): zy” + 3y —y=0

o0 o0 o0
Z(n +r—1)(n+r)a,z" + Z 3(n+r)a,z" " — Z A"t =
n=0 n=0 n=0
[e ] o0 o0
Z n+r—1)( )an:v"“*1 + Z 3(n+ r)anxnﬂfl — Z Ap1z™T" =0
n=0 n=0 n=1
o0
[(r —1)r+ 3r]apx"™ Z { n+r—1(n+r)+3n+r)a, - an—1}x”+“1 =0
r(r+2) n=t (n+r+2)(n+r)
(oo}
r(r+42) agz" ' + Z [(n+7r+2)(n+7)an — ap_1] 2" =0
Vemos que r = —2 e 7 = ( sao as raizes indiciais; além disso, a relagao de recorréncia dependente
de r é dada por
(n+r+2)(n+r)a, —ap_1=0 (n>1) . (2.11)
Ser=-2:
A relagdo de recorréncia especifica para r = —2,
n(n—2)a, =an—1 (n>1),
fornece
ecomn=1: 1(-lDay=ay = a3 =—ap
ecomn=2: 20az=a; = 0=a3=—a

Mas ap = 0 é contrario a nossa hipotese estipulada em (2.8). Logo, nfo existe série associada a
raiz indicial » = —2. Passemos, entao, ao calculo da tinica solugao linearmente independente associada
a maior raiz indicial, que, conforme o item 1 acima, sempre existe:

Ser=0:

A relacao de recorréncia especifica para r = 0,

(n+2)na, —ap—1 =0 = anzﬁ (n>1),
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fornece

a ap ag
1 = =
3@ 3
aq a0/3 Qo
a2 = = = —
(4)(2) 8 24
o ag o a0/24 o ﬂ
“T BB 1 360
as a0/360 agp
a,4 = = =

(6)(4) 24 8640

2 3 4
0 ) 3 4 T T x )
_ 1 i ). (2.12
yl@) = x(ao+ a1zt 62 o7+ a3 27+ a4 24e) = ( +3+24+360+8640+ (2.12)
5 30 360 5640

Exemplo 4 — ocorréncia de 2(b):  z2y” + (2 +z)y' —y =0

Z(n +r—1)n+r)az"" + Z(n + a4 Z(n +rapz™ " — Z anz" " =0
n=0 n=0 n=0 n=0
Z(n +r—1)(n+7r)a,z"" + Z(n + 7 —1)a,_12™" + Z(n +r)a,z" " — Z anz" " =0
n=0 n=1 n=0 n=0

[(T—l)T+T—1]a0xT+Z{[(TL+7"—1)(TL+T’)+77,+T—]_]an+(n+7~_1)an71}mn+r:0

n=1

(r—=1)(r+1) =r2-1 (n+r—1)(n+r+1)
(r? = 1) apz” +Z{ +r—1)( n+r+1)an+(n+r71)an_1}x”+r:0
H,_/
0
0
donde obtemos as raizes indiciais r =ry =1 e r = ro = —1 e também que

(n+r—1)[(n+r+1)a, +an—1] =0, paran>1.
Ser=—1:

A relagao de recorréncia é (n — 2)[na, + ap—1] =0 (n > 1), donde:
e Com n =1, obtemos —[a; + ag] =0 = a3 =—qag.

e Com n = 2, obtemos 0=0, significando que as permanece arbitrario.

e Para n > 3, temos que a,, = —a,—1/n , ou seja:

a9 2(12

a = —— =———7
3 2-3
as a9 2&2

a. = —_—_— = — =

4 4 3.4 2.3.4

ay 2a9

a,5 = —_——_— = —
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o0
y(x) — Z ananrr
n=0

-1 2 3 4
=apxr ~+ a1 +tax+ a3z 4+ a4 0+ as x4 ---
~—~

~— — ~~
r=—1 —ap _ 20y 2ag _ 223
3! 4! !
_ (1 1)+2 (x AN )
= oy 2373 T m B ’
——
uy(z) uz(x)

que ¢é a solucao geral da EDO, pois é a combinagao linear das duas fungoes linearmente independentes
ui(x) e ug(x) formada com as constantes arbitrarias ag e 2as. Note que

2 23 2t 2P
2 3 4 gt =t -z _q
w(@) =L T AT A T _e°-l+a
2 3 4 5 x x

Fica como exercicio mostrar que, se fizéssemos os célculos com a maior raiz indicial, » = 1, obte-
riamos apenas a soluc¢ao ug(x).

2.2.3 O Método de Frobenius — Parte 2

Descrevemos aqui alguns procedimentos para o calculo de uma segunda solucao linearmente inde-
pendente yo(x) quando apenas uma solugdo y;(z) = agui(z) de (2.6) na forma da série em (2.8) é
obtida; a saber, quando as raizes indiciais r; e ro se enquadram numa das circunstancias:

e 12 circunstancia: 1 = 1o
e 2?2 circunstancia: r; —re = K € N* e nao existe solugdo na forma de (2.8) com r = ry (a menor
raiz)

Procedimento 1: Fazemos uso da formula

ya(z) = Cul(m)/[e‘fp(”d“} [%} dz (2.13)

uf()

obtida pela técnica da reducao de ordem (cf. referéncia [5], onde essa formula ¢ deduzida e apresentada
como a equagao (4) da secdo 4.2). Acima, P(x) ¢ o coeficiente de 3’ na EDO escrita na forma dada
por (2.7), e C & uma constante arbitraria.

Procedimento 2: Usamos o seguinte resultado (cf. segdo 4.5 da referéncia [3]):

(o)
ya(z) = awag uy(z) Inx + Z bpz" 1 (2.14)
n=0
onde
: A d
e na 1? circunstancia: a =1 e b= o an(r)
r
r=roy
(2.15)

d
e na 22 circunstancia : «a = {(r —T9) a;;(r)} e b, = o [(r —7r2)an(r)]
0 T=T2

T="T2

sendo a,(r) a expressdo que se obtém para o coeficiente a,, em termos de r e ag por meio do uso
reiterado da relagdao de recorréncia dependente da raiz indicial (e ndo do uso reiterado da relagdo de
recorréncia especifica para a raiz indicial ro, ou seja, o valor 73 nao é substituido no lugar de r antes de
se usar a relagao de recorréncia reiteradamente na dedugao dos coeficientes a,, em termos do primeiro
coeficiente, ag, permanecendo, portanto, a presenca de r nas expressoes desses coeficientes).

Procedimento 3: Usamos (2.14) com a = 1 e sendo r2 o tnico ou o menor valor da raiz indicial,
conforme a circunstancia. Mas, em vez de calcular os coeficientes b,, empregando (2.15) [ignoramos

essa formulal], substituimos (2.14) na EDO para determiné-los.

Para exemplificar esses procedimentos, usemo-los para completar a resolu¢ao das EDOs dos exem-
plos 2 e 3, obtendo uma segunda solucao linearmente independente.
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Uma segunda solucao no Exemplo 2: zy” +vy —4y =0

Calculo com o procedimento 1

Tendo em vista o uso de (2.13), expliquemos 0s passos necessarios:

1) Para calcular u?(x), usamos a formula (a+b+c+---)? = a? +b?> +c?+- - - +2ab+2ac+2bc+- - -
(que é a soma de dois somatorios: dos quadrados de cada termo e dos dobros de cada produto de dois
termos distintos); ndo explicitaremos as poténcias com grau maior que 3. Assim, usando (2.10), que é
a expressao de uj(x) obtida no exemplo 2, temos que

16 2 32 . 320 .
ul(z) = (1+4z+4z2+§x3+' ) = 1+16z2+8x+8x2+§x3+32x3+- = 1+8x+24x2+7x3+- e

o]
2) Para calcular 1/u?(x) = Y ¢,2", reescrevemos essa equagio, tendo ja substituido a expressio
n=0
de u?(z) deduzida acima, na forma

S 320 .
u%(z)chm": (1+8x+24x2+7x3+~~) (co+ciz+ ez +czz® +---) =1,

n=0

donde, mantendo explicitas apenas as poténcias com grau até 3, obtemos

320
co +(01+800)x+(02+801+24co)x2+(03+802+24cl+—c0)x3+...:1 .
M~ S—— N——— 9

1 0 0 0

Logo, calculando iteradamente os valores de ¢, a partir das equagoes indicadas pelas chaves acima,
obtemos:

320 1472
co=1 = ¢ =-8 — co=—-8c; —24¢cyg =40 — 632—862—2461—7002—7 .
Assim,
1 1472
— —co+ 1z +ex?tegrd+--=1— 8z + 4022 — —=23
uf(x) 9

3) A EDO na forma apresentada em (2.7), isto ¢, y” +(1/z)y’ — (4/z)y = 0, mostra que P(z) = 1/
e, portanto, que
e~ JP@dr — o= [(/a)dv — o=l — 1 /p

4) Logo, usando (2.13), obtemos, finalmente.

Cul(x)/ [6_ fP(x)dﬂs} [ 21 } dr = Cul(x)/% (1 — 8z + 402 — %oﬁ +-- ) dx

y2(z)

ui(z) 9
- 1 1472
= C’ul(x)/<5—8—|—40x——x —|—---)da:
1472
= Cul(a?)(lna: — 8z + 202 — 2—?953 + ) [u1(z) dado por (2.10)] m (2.16)

Calculo com o procedimento 2

Na resolugao apresentada no exemplo 2, obtivemos: (a) as raizes indiciais r; = ro = 0, mostrando
que devemos usar (2.14) e (2.15), com a formulagao referente a 12 circunstéancia, e (b) a relacdo de
recorréncia dependente da raiz indicial, na equagao (2.9),

4a,_1(r
an(r) = (r—&—iz()Q) para n>1 .
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Uma vez que ag(r) = ag = const., temos que

- 4a0
al(r) = (T+1)2
R e
an(r) = a0

[(r+1)(r+2)--(r+n)]?

Para calcular a derivada a,(r), convém empregar a derivagao logaritmica:

Ina,(r) =In(4"ap) — 2[In(r + 1) +In(r +2) +--- + In(r +n)] =

al (r) 1 1 1 al (0) 1
-9 4= 4. = A N B R
an(r) lr=0 {r+1+r+2+ +r—|—n —0 an(0) +2+ +
4n 4n
onde, substituindo a,(0) = a2 '('L(.)n)Q = (n!c;g , obtemos
Anqg 1 1
"(0) = 14 —deee g —
0= g (145045
Logo,

a, = 0 (agé constante)

aj(0) = —2ap4(1) = —8ay

—2a¢4? 1
ay(0) = 52 (1 + 2) = —12aqy
—2ay43 1 1 176
!
= 14+ = -
a3 (0) 62 ( to 3) 97 0
e, assim, finalmente,
yo(z) = wi(z)Inz + Z al, (0)z™+0
n=0
, 176 4
= wi(x)lnz+ap | —8x — 122° — 57T + -+ | [u1(z) dado por (2.10)] m

Céalculo com o procedimento 3

Impondo uma segunda solucio para a EDO Ly = 2y + 4/ — 4y = 0 com a forma

y2(x) = agui(x) Inx + Z bz [ra =10]
— .5
=f(=) S——
=g(=)

sendo u;(x) dado por (2.10), isto é,

16
u1(x):1+4x+4x2+§3;3+... 7

obtemos A R . . . .
Lyy = L(aof +g) =aolf +Lg=0 = Lg=—aolf . (I)
Mas

16
= (Inz) (zuf] + v} — 4uy) +2u) = 2(44_83;4_ §x2 _|_)
—
0

? 32
. —aplf = —8ag— 16agr — %;ﬂ N (I1)
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Lg = z¢d'+¢ —4g=1z Z n(n — Dbpa™ 2 + Z nbpx™ 1t —4 Z bz
n=1 n=0
= > n(n—1)ba" ' + Z nb,z" Z Abpy2™ ™t = by —4bg + Y [nPby — b, ]2
n=2 n=1 n=2
= (by — 4by) + (4by — 4b1)x + (9b3 — 4b2)a: +ee (IIT)

Logo, em vista dos resultados em (II) e (III), a equagao (I) fornece

by —4bg=—-8ap = by = 4by— 8ag
4by — 4by = —16ay = by = by —4ayg = 4by— 12ag
32ag 4 32 4 32 16 176
9bs — dby = — = by = sh->a 7(4b 12 )—7 = py— 2
3 2 3 3 2~ 5000 = g (4o ap 570 g 0 = 5@
Finalmente,
yo(x) = aouy(x)Ing + by + by + boa® + bza® + - - -
= aoui(z)lnzx
, 176\ 4
+ bo + (4by — 8ag)z + (4by — 12a0)z? + (—bo—— o)at e (IV)
9 27
16 176
= b0(1+4$+4x2+§x3+~--)—|—a0(u1(a:)lnx—8x—12x2—2—7x3—|—-~->
uy(x)
, 176 4
= boul(:c)—i—a()(ul(m)lnx—Sx—12x — 57 +) | (2.18)

=us(z)

que é, na verdade, a solucao geral, haja vista as duas constantes arbitrarias ag e by, bem com as duas
solugoes linearmente independentes u; (), j4 deduzida, e us(x), aqui obtida.

Equivaléncia das solugoes

Se tomarmos a segunda solucdo obtida com o procedimento 1, dada por (2.16), fizermos C = 1,
destacarmos o termo com Inz, substituindo, no outro, a expressao de u;(z) e, entdo, multiplicarmos
as séries para obter

1472 .
ya(x) _— ul(o:)lnx+u1(x)(—8z+20x2—2—7:1:3+~~~)
16 1472
= ul(x)lnx—i—(1+4x+4x2+§m3+---)(—8x+20x2 =7 3+---)
176 s

= wuy(z)Inz — 8z — 122% — x4,

27

observamos que esse resultado é exatamente a segunda solugao obtida com os procedimentos 2 e 3,
dada por (2.17) e (2.18).

Uma segunda solucao no Exemplo 3: zy” + 3y —y =0

Calculo com o procedimento 1

3 1
xy"+3y’—y:0 - y//+ e y/_;yzo = e—fP(ac)da::e—f(3/x)dx:6—3lna::1/x3 ]
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Usando (2.12), que é a expressao de wuj(x) obtida no exemplo 3, temos que

2 3
a2 R AL
ui(x) (+3+24+360+ )
2 T 2 3 N /a2
— 12 (f) 2oL 1o)X 1201 2(7)(—)
T3 +()3+()24+()3360+ EACYVA
= 1+2x+1x2+x—3+
N 3 36 30
1 _OO 9 3 2 T 4 3
u%(x):;cnxn = (co+ a1z +con? + ez +"‘)(1+§$+%LE +%+~-~)=1
200 201 760) 9 ( 202 701 Co) 3
= =40 it ) i T A =1
\CEJL(C“L 3)””+(CQ+ 3 T36) " T\ BT 3 T Tyt T
! 0 0 0
2 261 760 1 202 701 Co 19
= =1 = —— = - = — = — = —-— — = — = — —
c T oazT3 7@ 3 36 41 @ 3 36 30 270
SR I R
) 3" T4 T 210"

(o) = Cu) [ e I7] [ 0
= Cul(x)/<;v—3 - 2963_2 xT_l ;9% + )dm
= Cul(x)(f%iz+2x3il+iln 729%+ )dz
= Cul(w)(i Inx 2%;2 % — ;9% +- ) [u1(x) dado por (2.12)] = (2.19)
Calculo com o procedimento 2
No exemplo 3 vimos que: (a) as raizes indiciais 71 = 0 e ro = —2, mostrando que devemos usar

(2.14) e (2.15), com a formulagao referente a 22 circunstancia, e (b) a relagao de recorréncia dependente
da raiz indicial, na equagao (2.11),

para n >1 .

an(r) = an_l(ri

(r+n+2)(r+n)
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Temos que

bp =

b =

by =

bs =

di[(r—rz)ao( )] o = [a&@—i—(r—rg)&(’)/] T_72—ao
ao 0

d d a
alor2moll =G,
" (r+D)(r+3)—(r+2)(r+3+r+1) . (—1)(1)—0__a

‘ [+ 1)(r + 3)]2 iy DR T
d _i ap
A R s ==
u (r+3)r+4)+ T+ +4)+(r+1)(r+3)

0 [(r + 1) (r + 3)(r + 4)]2 ro 2
o WA D@ DM 22221

(—D)(D)2)? 4 4

L+ 2as)]| = Ll i ]
dr S, T ar (r+ 1)(r + 3)2(e+27(r + 4)(r +5)°|, _ _,
PG 2-D)M@E) + (CHIPE) + (DO _ 6-12-3-2  llag

’ [(—1)(1)2(2)3)] - TN T35 T 36

Precisamos também calcular o fator « presente na formulacao, que, no caso, como K =13 — 1y =
0— (—2) =2, é dado por

a= {(r — 1) C‘K(”Lm = [(r 1 2)220)

Por fim,

y2(z)

ao ]T_QZ [(T+1)(r41r3)(r+4)}r_2:_; '

ao

1
= aaui(z lnx+Zb = fiaoul(z)lnerbox*Qerlx*l+b2+b3x+~~

1 1 1lz

1
= ao (—2 U1($)lnx+ﬁ—;+*+ + - ) [u1(z) dado por (2.12)] =

4 36

Calculo com o procedimento 3

Impondo uma segunda solucio para a EDO Ly = zy” + 3y’ — y = 0 com a forma

) = s (o) 0+ 3 b (=)
n=0

com u;(x) dado por (2.12), isto &,

obtemos

Mas

=f(x) —_———
=g(x)
x? x3
=1 42
up(x) = + 3 + + 360 +
Lys = L(aof +9) =aolf +Lg=0 = Lg=—aelf . (I)

1
xfll+3fl_f:x< lnm—|—2u1 +u1x )+3(ullnx+u17)—ullnx

u 3u

= (Inx) (zu] + 3u) —u1) +2u) — —1 + 71 =2u) + u1
—_—
0
e R (R Ay
N 312 120 T 24 360
2 4 apx  apr?

= 2% _ Z0o %% G , | (11)

(2.20)



Lg = z¢"+3¢ —g—xz (n—2)(n-3 nx"_3+3Z(n—2)bnx”_3—anx"_2
n=0 n=0
= Z(n —2)(n —3)b,z" % + Z 3(n — 2)bpx™ 3 — Z by 12" 3 = 6bgr — Bbgr >
n=0 n=0 n=1
+ Z { —3)+3(n—2)] b, — bn_1}x"_3 = Z {n(n —2)b, — bn_l}x"_g
n(n—2) n=1
by+by b
- _ 1mz O_i+(3b3—b2) + (8by — b3)T + -+ . (I11)

Logo, em vista dos resultados em (II) e (III), a equagao (I) fornece

bp=—-2
b1+b0:0} N 0 ap

—b1 = —2&0 bl _ 2(10
bs : permanece arbitrario
4@0 4a0 bg
by — by = — -0 by =042
3b3 2 3 = 3 9 + 3
ao - ao b3 - Qo aon bg . 25@0 bg
8by — b3 = 4 = by = 372—"_?_ 5 TS‘Fﬂ 238

Finalmente,

bo b
ya(z) = apui(x )1nm+—+—1+bg+b3x+b4x +-

= Qo ul( )hll‘

2&0 2&0 4a0 b2 25&0 bg 2
-0 bt (- 0+ 2)o+ (- Ja? e 2.21
t bt (P e (- 5+ gp)et (2.21)

> ad 176 .

= b2(1+3+ﬂ+;670+ )+a0(u1(x)lnxf8x7121272L76:173+~~)
uy (z)

2 2 4z 2527
= bgul(gc)—i-ao(ul(x)lnx—ﬁ—i—g—?— 588 +) ] (2.22)

que é a solugao geral, com as duas constantes arbitrarias ag e bg.

Equivaléncia das solugoes

Note que (2.20) com ag = 1 ¢é igual & segunda solugdo em (2.21) com ag = —1/2 e by = 1/4.

Além disso, se tomarmos a segunda solucdo obtida com o procedimento 1, dada por (2.19), fizer-
mos C' = 1, destacarmos o termo com Inz, substituindo, no outro, a expressao de uj(z) e, entdo,
multiplicarmos as séries para obter

1 1
yZ(SU) P1 = ZU1($)IH$+U1(LC)(—2.I2 5_2770_'_ )
1 z  2?  ad 1 2 19z
4u1(ac)nx—|-(+3_|_ 1360 T )( 222 3z 210 )
1 1 1 20 19z
= —w(r)lnzx — — + b NI

4 202 ' 2z ' 144 432

vemos que esse é o mesmo resultado que se obtém da segunda solucao em (2.21) com ag = 1/4 e
by = 29/144.

45



2.3 Exercicios
1. Calcule a solucao em série centrada no ponto ordinario z = 0 de cada uma das EDOs abaixo:

(a)y"=xy M)y =20y +y=0 (c)y"+2% +ay=0 (d) (=*+2)y"+3zy —y=0

2. Determine os pontos singulares de cada EDO e classifique-os como regular ou irregular:

a) 23 +422 +3y=0

(

(b) (2* = 9)y" + (z+3)y +2y=0

(c) (z3 +42)y” — 229 + 6y =0

(d) (22 +2—-6)y" +(z+3)y +(z—2)y=0

(e) 22(1 — x)%y" + 22y + 4y =0

(f) 23 (2% — 25)(z — 2)%y" + 3a(x — 2)y' + T(x +5)y =0
(g) 22(1 —2)y" + (x —2)y' — 32y =0

Eh) (1 — 55223/' +(2/2)y +4y =0

(

(

z(1—2?)3y" + (1 —22)% +2(1+2)y =0
( w—-1y"+3(x -1y -2z +2y=0

3. Calcule a solugao geral na forma de uma série centrada no ponto singular regular x = 0 de cada
uma das seguintes EDOs (cujas raizes indiciais correspondentes, informa-se, nao difere por um
ndmero inteiro):

(a) 92%y" +92%y' +2y =0 (b) 222y —z(z— 1)y —y=0 (c) 22%y" + 32y’ + (222 - 1)y =0

4. Calcule a solugao geral na forma de uma série centrada no ponto singular regular z = 0 de cada
uma das seguintes EDOs (que s@o tais que as raizes indiciais diferem por um ndmero inteiro,
correspondendo & menor delas a solugao geral):

(a) 2y +2y —2y=0 (b) x(z —1)y" +3y' —=2y=0 (c) 2y’ +(x—6)y =3y =0

5. Calcule a solugao geral na forma de uma série centrada no ponto singular regular z = 0, e com
x > 0, de cada uma das seguintes EDOs (que sdo tais que as raizes indiciais diferem por um
ntmero inteiro, sendo necessario calcular uma segunda solugao linearmente independente por um
dos trés procedimentos abordados na se¢ao 2.2.3):

(a) 2%y" +a(z—1)y' +y=0  (b) a(x—L)y" +62% +3y=0 (c) 2°y" + (2® + }/a)y =0
(d) 422y” + (1 +4x)y =0

Respostas

1. <a) y(aj) = do (1_‘_%‘%3—’_ 2-3?5-6‘%'6—"_ 2.3.5?6.8»9 m9+') + a1 (x+ i-’fl"' 3.4?6.75574' 3-4-6~17-9.10 $10+' o )

(b) y(x) = ao(l—%xQ—%x‘l—%xﬁ—---) + al(x+%x3—%m5+%x7+~~)
2 2 52 2 22 22 g2

(€) ylw) = a0 (1= g 4 4ra® = A0 oo ) o o = ot 2T - B )
(d) y(z) = a0(1—|— 1g2 — Lot 4 T28,6 _) + a1<z_ Lad 4 M5 1;1!-i4x7_m>

2. (a) irregular: x = 0.
(b) regular: © = —3; irregular: z = 3.
(c) regulares: x = 0, £2i.
(d) regulares: x = —3, 2.
(e) regular: z = 0; irregular: z = 1.
(f) regulares: z = £5, 2; irregular: z = 0.
(g) regular: x = 1; irregular: x = 0.
(h) regulares: x = £1; irregular: x = 0.
i) regular: x = 1; irregular: x = —1.

g ; g

(j) regulares: © =0, —1; irregular: = = 1.
(k) regular: = 1; irregular: x = —2.
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(z) = clm2/3< 3T+ ma? — a4 )—i— czx1/3(l—lm+lx2—ﬁ70x3+~--)
(x) = clx(l—i— fo+ Lot 4+ Lt +- )—|— c2m_1/2(1+ i+ ot 4 i+ )
(c) y(z) = Cl$1/2(1_7x "‘2!7-11534_317~11»15$6+"')+ CoZ (1_33 + 51520 — or552° +)

4. (a) y(z) = Cl$71(1+%$2+%x4+éx6+~-> + czx*1<x+%x3+$x5+%x7+...>
(b) y(z) = 1 (1+ 2o + $a?) + 02(x4+2x5+3x6+4x7+.._>
(c) y(z) = & (1 - %x+ 1—10332 — 120$ ) + cz(x — 7358-5- 36359 — %xm +. )

5. (a) y(x) = crui(x)+coua(x), onde uy(x) = ze™* e ug(x) :U1(I)(1nx+x+%x2+ﬁx3+...>
(b) y(z) = Cl($+%x2+%x3+%x4+,..> +C2<3u1(x)lnx+1—%x27%xihr...)

(¢) y(z) = crur(z) + coug(x), onde u(x) =z'/? (1 - (1!%1)2962 + (2!;2)2 zt - Wﬁ + )
e ug(x)=ui(z )<lnx—|— 122 + gat +- ) = ui(z)lnz+ xl/g(ixQ - ot —|—)
(d) Solugao:

y(x) = anr™" =a"(ag +arr +agzt +---) = y' =Y (n+r)(n+r—1DaantT2.
n=0 n=0

o0 oo oo
0=42%y" + (1 +4x)y= > 4n+r)(n+7r— a2z + 3 apz™ + Z 4a, T
n=0 n=0 n—0

o
> dap_1zntr

n=1

[4r(r=1) +1]ao+ X { dn+r)(n+r—1)+1]a, +4a,—1 2" =0.
— n=1
(2r—1)2=0 0

r=1/2 e [An+r)n+r—1)+1],21/20n, = =401 .

1 1 1 ne
[4(714—2)(71—2)4—1}@"—[4(712—4)+1}an—4n2an_—4an_1 = an:—an21 (n>1).
uq ()
a1 = —a, ap=-2 =90 G- 22 %0 (x)=a xl/z(l—z+ﬁ—£3+ )
LT mEI T BT T T 36 Yy 0 136
0
ya(z) = C' uq () efPO( x) d Ldac Cul(x)/ 21 dx
ot ui(x) 1(z)
2?2 23 2 22 22 23 3z2  5a°
u?(z )—x(l x—l—z—%—i— ) :x(1+x2—2w+?—ﬁ—7+---):x(1—2x+7—7+~-~).
p(x)
1 o0 o0 3 2 5 3
@znzzocnx” = p(x)nZO:<1—2x+g2c—g+~-~>(co—|—clx—|—02x2—|—03x3+~-~):1.
3cg 3 5
Co +x(01—2<:o)+ m2<62—261+—)+ x (63—262+ﬂ—ﬂ)+-~-
— —_—— 2 2 9
—_————
1 0 v ¥
3¢ 5 3c 5c 23
60:1, 61:200:2, 62—26177015, 63—262*714’?0:?,"' .
1 71 1 (1+2 522 2323 )71 5¢ 2322
wi(z) = plz) =z 9 2 9
1 1 5r 23z

_ — L ) ,

Y2 () Cul(l’)/u%(x) dx CU1($)/(CE+ + 5 + 9 + dx
2 3 5 23 3

Resposta: u (z) = z'/? (1—x+%—%+--~) e ux(r)=u ()( z 2; +)



Capitulo 3

Transformada de Laplace

3.1 Definigao

A transformada de Laplace de uma funcdo f(t) definida para t > 0 , denotada por L{f(t)}, ¢ a
funcao f(s) resultante da seguinte integral:

L{f()) = / T et f(tyde = f(s) | (3.1)

para os valores de s que tornem a integral convergente. Por exemplo, se f(t) = ¢ (constante) entao

—st |0

L{c}:/ e Stedt = ¢
0

c . c
:—(—e SOO+60):—7
—S |,_ S N S
t=0 0

para s > 0 (excluem-se s = 0, por implicar em divisdo por zero, e s > 0, porque o termo indicado
acima como nulo seria infinito).

] ) [0 (<3
Outro exemplo: se f(t) = { 2 (t>3) temos que
e} 3 00 —st | —3s
2 2
L{f()} :/ et () dt:/ e’StOdt—k/ estodt = = ==
0 0 3 =S =3 s

3.2 L é linear:

£{af(t)+bg(t)} :/e_St[af(t)+bg(t)] dt:a/e—sff(t) dt+b/e—stg(t) dt = al{f (1)} +bL{g(t)} .
0 0 0

3.3 Condigoes suficientes para a existéncia de L£{f(¢)}:

Garante-se a existéncia da transformada de Laplace de uma funcao f(t) definida para t > 0 que
seja

e continua por partes, isto €, que exiba, em qualquer intervalo finito do seu dominio, um nimero
finito (zero inclusive) de descontinuidades, nunca sendo infinita.

e de ordem exponencial, isto é, que, em valor absoluto, seja menor que alguma exponencial Me*
para t maior que algum 7.

De fato:

[e%) T %)
L{f() = / e f(t) dt = / e f(t) dit + / et f(t) dt

T

Il IZ
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sendo que I; existe, porque ¢ a soma de integrais em intervalos nos quais o integrando e %! f(t) ¢é
continuo (e, portanto, integréavel), e I também é finito, pois

| < /Ie’“f(t)ldt= /e*“ If(2)],dt < M/ef(sfx)tdt
——"
r T <Me>t T
M e=(s=2)t | Me—(s=Xo0  pe—(s=NT
ﬂ t=T o s—A s—A

0 para s>\ finito

3.4 Calculo de £ de e, t", senat, cosat, senhat, cosh at

Nesta secio considere a € R,

1) Se s > a, entao:

00 o0 —(s—a)t | —(s—a) 0
L{e™} = / e Stedt = / e~ (smt gt — 76( - 5| == et .
—(s—a s—a s—a s—a
0 0 t=0 N ,
0 para s>a
2) Se s > 0, temos, integrando por partes, paran =1,2,3,---, que
o0 00 oo
n —styn e_St n n —styn—1 [ —styn n n—1
L{t"} = [ et dt = t + = [ e dt = —= lim (e7*"t") + 04 — L{t""'}
PP ) § t—o0 S
0 ﬁ—/

0 (UHopital)

1 11
2 21 2.1
3 32-1 3-2-1
n=3 = L{t3}:;L{t2}:; 33 :733
n n!
L{t }: gn+1
3) Se s > 0, entao:
< g e st Ca [y, 1 a .
L{cosat} = e " cosatdt = cos at - - e *senatdt = - — — L{senat} (i)
0 - -0 S5 Jo s s
> —st eist - a > —st a s
L{senat} = e *senatdt = senat + - e *cosatdt =0+ — L{cosat} (i)
0 - t=0 $Jo s
(em () = Lfeosaty= -2 [%feosat)] = Lleosar) = 5o m (i)
ii) em (i cosat} = — — — | — L{cosa cosat} = —— iii
s sls 52 +a?
s a

a
0 = Clsenatt — % _
(iil) em (ii) {senat} PR R

4) Se s > |a| (por causa da necessidade de que exista a tranformada de Laplace de e*!), ento:

eat + efat

L{coshat} =L {2} - % [£{e™} + L{e )] =

1 1 I

[s—a—'_s—&—a} —EZ 2"
1 1 . a

[s—as—&—a} —EZ_z "

Com as férmulas deduzidas até o momento, podemos calcular uma variedade de transformadas de
Laplace sem recorrer a defini¢do, isto &, sem efetuar a integral em (3.1). Observe, em particular, o uso

N = N =

L{senhat} = £ {et;t} = % [L{e®} — L{e}] =

(*)Se a = 0, as transformadas de Laplace calculadas nesta secio fornecem, consistentemente, £{1} = 1/s e £{0} = 0.
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da linearidade de £. Por exemplo:

) L3t — 5sen2t} — 3L{t} -5 L{sen2t} — —1 12
se Y ii_/ s2(s2 4 4)
1/s2 2/(s%244)
. 1 —cos2t 2
ii) £{sen2t} = L {2} =5 £{1} =5 L{cos 2t} = e

1/s s/(s244)
3.5 Propriedades especiais

o0
Se / e %ot f(t) dt existe entdo se demonstra que:
0
oo
1) / e St f(t)dt existe para s > s
0

o0 (o) oo
2) lim e St f(t)dt = / {lim e_St} f®)dt = / e “'dt para c> sg
0 0

s—cC 0 s—cC

d [ _ [T o)
%/0 e f(t)dt—/o Ep f(t)dt para s> sg

4) 152 |:/0°° e*Stf(t) dt:| ds = /000 [/OOO estds] f(t)dt para sy < s; < s9 <00

3.6 Transformada de Laplace inversa

Se a transformada de Laplace da fungéo f(t) & a fungdo f(s), definida por (3.1), entéo a transformada
de Laplace inversa da funcado f(s) é, por definigao, a fungao f(t), isto é,

L7Hf()} = £(t) -

Para determinar a transformada de Laplace inversa de uma funcdo f(s) dada, é necessario resolver
a equagao integral em (3.1). Em textos mais avangados, demonstra-se que, se tal equagdo tem uma
solucdo f(t), entao ela é unica. Esse resultado é conhecido como teorema de Lerch.

Exemplos:

1 1

i) L{t}== = L—l{SQ}:t.

52

i) L7 {af(s)+bg(s)} =aL {f(s)} +bLH{g(s)} =af(t)+bg(t) . [£" é]linear|

3s 5 1 s 5 2
i) £t - =4, -3c7! — gt
vi) {5—2 52+16+52+4} {5—2} 3 2116) 2 2 14

5
= 4% — 3cosdt + §sen2t .

Nos exemplos seguintes, fragoes parciais sao empregadas:

R ) S T A B S

1 1
NETT) BVt G Gy S R QU N
s(s?2+1) s s2+1
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3547 3s+7 4 -1
. Lfl 2571 :L71 =4 3t -t .
ix) {52—23—3} {(s—3)(s+1)} {s—3+s+1} ¢ ¢

3.7 Fungao degrau unitario

A fungao degrau unitario U(z) é definida na figura abaixo, a esquerda. Na mesma figura, a direita,
mostra-se que U(z — a) representa uma translagdo do degrau. O valor dessa funcdo em = = a é aqui
ignorado, por ser geralmente irrelevante nos problemas em que ela se aplica.

. 0 (=<0 0 [z a)
= ﬂ.‘ﬂ—ﬂ:
N Ufz) = 1 (5> 0) [ ) Ii x> &)
1 1[-----
0 \.7: 0' (Il €T

Vejamos dois exemplos de uso dessa funcao. Considere a fungdo f(z) na figura abaixo, a esquerda.

N 7
A fiz) 217 |
2 —_—l !
! i R T z
; : S I —
a b v —
-2

Sua expressao em termos da fungao degrau é
f(@)=2[Wz —a) - Uz —b)]
Outro exemplo um pouco mais complicado é a fungdo g(z) na figura acima, a direita; ela é dada por
glz) = 1+(2-DUz+1)+ 2—(-2)]Uz—-1)+ (-1—-2) U(z — 3)
= 1-3Uxz+1)+ 4U(z—1)— 3U(z —3) .

No estudo da transformada de Laplace, a variavel ¢ nao
tem valor negativo. Assim, U(t) = 1, e as fungdes f(t) e g(¢) A
nos dois exemplos acima sao, para t > 0, dadas por Grifico de A(f)

ft)=2-2U(t—b) e g(t)=-2+4UEt—-1)-3U{t—-3) . o)
Consideremos agora fungoes descontinuas mais genéricas. ./ w At |
1 | 4 1

Por exemplo, a fun¢ao h(t) ao lado é dada por

ull

ME) = () + () — SOIU(E—1) + RN B
[0 —a(®)] Ut —3)+ [B(t) — 0] Ut —4) + | —

t
[v(#) = BH] UE = 6) + [-3 — ()] Ut - 8) .

Observe que, em ¢t = 6, ndo ha descontinuidade, mas uma mudanca de S(t) para v(t) na expressao da
funcdo. Testando a equacdo acima com t = 2, obtemos o resultado esperado:

@) = 0(2) +[a(2) = ¢2)UM) + [0 — a(2)] U(=1) +[5(2) = 0] U(-2) +
e ] v
(2) = BRNUA) +[-3 = 7(2)IU(=6) = 62T+ a(2) —H2] = a2) v
0 0

Encerremos esta se¢ao com o célculo da transformada de Laplace de U(t — a), com a > 0 :

o0 —as

:es (s>0) m

e—st

L{U(t - a)} = /OOO e~ U(t — a) di = /:o e~tdt =

-8 t=a
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3.8 Tabela de transformadas de Laplace de funcoes especificas

Na tabela abaixo, listamos as transformadas de Laplace de algumas fungoes especificas, ja calculadas
nas segoes anteriores:

) Fs) = £{7())

| % (s> 0)

et . i - (s >a€R)

n ST% (n=1,2,3,---)
cos at 824_#@2 (a eR, s>0)
senat 52;#(12 (a eR, s>0)
cosh at ﬁ (s > |a] € R)
senhat ﬁ (s > |a| € R)

U(t — a) e;as (>0, s>0)

3.9 Calculo de £ de f(at),e™f(t),t"f(t),U(t—a)f(t—a), f(t)/t
Seguem os calculos dessas cinco transformadas de Laplace:

t R 1 -
‘ 1/ e_(s/“)“f(u)du:ff(s> paraa>0 =
0 a

u

a a

1) L{f(at)}= /000 e S f(at)dt
D) et} = [ e etra)a= [Tt = fs-a)

ou, equivalentemente, £~ '{f(s —a)} =L {f(s)} =

f(s)
B el f0)= [ errswn= [0S o= o [T et o

= (1" F"(s)

Em particular: L {tf(t)} = —f'(s), L{ft)}=F"(s), L{EfFO}=-F"(s), -

4) L{U(t—a)f(t—a)}:AmeStU(t—a)f(t—a)dt:/ooeStf(t—a)dt

T =

=" /OO e f(T)dr = e /OO e f(r)dr = e " f(s) m
o 0

fo)
5) L{fgt)} = Ooodti(” [B;St} = Oocdtf(t) Usmdae‘”} Z/Smda/ooodtf(t)e—"t
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Exemplos:

i) Como L{cost} =s/(s>+ 1), entdo

1 (s/7) 5

L T = = =

leosTh = 2 G/mrr 1~ 7719

-3

L{eMtcostl = —0— >

{e** cost} Go3rTl
Problema inverso: £~* i = 3Lt LA G e cost

' (s—3)2%2+1 s2+1 ’

pois £ {F(s — a)} = "L {F(s))}
ii) Como L{e’} =1/(s—5) , entdo
_— 1\ 1
U <s—5> ~(s—5)2 "

L{t?e"} = (;5)”_ {_(3_5)72]/:2(8_5)73: (3—25)3 '

Esses dois resultados também podem ser obtidos (e até mais diretamente, evitando derivadas) por meio
da propriedade £ {e* f(t)} = f(s — a), com f(t) =t e f(t) = t?, respectivamente.

d d/ s s?+1-s(2s) 51
iil) L{tcost} = s L{cost} = —g(m> T (11?2 (212

Bs? — 15s — 11) o, ~1/3  1/3 4 7
. L_l pan,:mm L_l
iv) {(s+1)(s—2)3} {s+1+5—2+(5—2)2+(s—2)3}

1 1 7
= _g €_t+ g e2t+ 4te2t _ 5 thQt

t > 1
v) L Sent il _ ——— do = arctano
t s 02+1

e /1 1 1
vi) £ :/ o= mIT
t s c+1 o+4+3 o+3

t2 (0<t<?2)
{ 14+t (t>2)

o0 s
= — —arctans

S

oo 1
:lnl—lns+ zlns—i—3
s 5+3 S+].

vii) Célculo da transformada de Laplace de f(t) =

Primeiro modo: Usando a terceira formula acimas:

ft) = P4+ (-14+t—tHUt-2) = 2 -UL—2)+tU{t—2) —t2UEt—2)
iy = -5 -(5) - (5)

Segundo modo: Usando a quarta formula acima:

fit) = 24 (—1+t—tHU(t-2) = >+ Pt —2)U(t —2)

N————
= P(t—2)
Pt—2) = —-14+t—t* = Plt)= —1+{t+2)—(t+2>*= -3-3t—1*

L{F@)}

L{2) + L{P(t—2U(t—2)} = 833+ 2 P(s) = 833 2 (-3 3 2) .

No proximo exemplo, resolvemos novamente o Exemplo (ix) da se¢éo 3.6, mas, agora, completando
o quadrado no denominador (em vez de usar fragdes parciais):
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3s+7 s—1 2
1 .| ot . )
viii) £ {32—25—3} =L {3.(3—1)2—4 +5'(s—1)2—4} = ¢'[3 cosh 2t + 5 senh 2t]

= et |:3 . e +2€_2t +5- e _26_2t:| — 46316 _ e—t ]

Modificando um pouco esse exemplo, obtemos o seguinte, que, nao admitindo solugao por fragoes
parciais, pois o denominador é irredutivel em R, é resolvido pela técnica de completar o quadrado:

3S+7 s—1 2
ix) 70 b= 1!3. , o ot
ix) {32—2s+5} {3 (5—1)2+4+5 G2 +4} e'[3cos2t + 5sen2t] .

3.10 Transformada de Laplace de derivadas

0—£(0) L{f(t)}
crwy = Tetpwydt = et i) ts / Tetiyde = sL{f0) - F(0)
0 t=0 0
— () f(0) m
L)y = [{f()}] F0) = s[sF(s)— F(0)] — £(0)

= s’f(s) —sf(0)~ f'(0) m

LU} = "0} = 1"(0) = s[s*f(s
= 5°f(s) = s2(0) = sf'(0) — f"

LM@Y = s fls) =" fO0) == fOTV(0) m

Essa ultima férmula, para a derivada de ordem n, é valida se

e f("(t) for continua por partes

o (1) forem continuas
k=0,1,--- ,n—1

o f(t), f'(t), -, f™(t) forem de ordem exponencial

3.11 Transformada de Laplace de integrais
c {/0 f(u)du} - @ (5>0) . (3.2)
Eis a deducao:

L{/Otf(u)du}/ooe“ {/tf(u)du} dt/oodte“/otduf(u)
:/0 du f(u /dt—@t /duf [_T 3

— [Causw SR = [Tt = )

E facil deduzir que

—S S

Mais genericamente, temos que

L{/atf(u)du} = {/ f(u)du/af(u)du}L{/Otf(u)du}ﬁ{/oaf(u)du}
= ——f/f du m
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Vejamos um exemplo:

! 1 12 2
L 2udu p =—- L 2t} = — = ;
{/0 sen2u u} S {sen2t} iy i e I

de fato, obtemos o mesmo resultado se primeiramente efetuamos a integral e entao calculamos a

transformada de Laplace:
¢ :L{—cos2t+1}
o 2

t
L{/ sen2udu}
0
1_15754+4-4 2
s

2 s(s2+4)  s(s244)

Il
o)
—
|
(@)
o|§
[N}
S

1 1
—5 L{cos2t} + 3 L{1}

= -3 +

Outro exemplo:

!/

t
1 1 2
L{/ ezucos?)udu}:L{eztcos?)t}:/28 = S+
0 s s s4+9

s'=s5+2 B S [(S + 2)2 + 9)]

A equagdo (3.2) pode ser escrita na seguinte forma:

L—l{f(;)} :/Otf(u)du : (3.3)

Essa formula pode ser ttil em varios célculos da transformada de Laplace inversa. De fato, por meio
dela, o exemplo (viii) na p. 50 torna-se mais facil; o célculo das fragoes parciais (omitido naquele
exemplo) é mais trabalhoso do que o seguinte:

_ 1 L [1/(s2+1) b 1 t
L ——— Lol o :/ Lt :/ 5 =1—cost .
{s(sz—kl)} { S | o du | senu du cost

3.12 Transformada de Laplace de funcao periédica

Se a fungao f(t) tem periodo T, isto &, f(t) = f(t +T) Vt > 0, entdo:

L{f(t)}z/oc><> e_Stf(t)dt:/O e—stf(t)dt+/oc e St f(t)dt . (i)

T

Mas

[T erawa TTET < [Tt fr 4 tyar = T [T oy = a0} - )
g ! £(7) ’

Logo, substituindo (ii) em (i), obtemos

L{f(t) = / St + e TL (D)}

donde

T
LU0} = 1 / eSE(dE

Por exemplo, calculemos, usando essa formula, a transformada de Laplace da funcao de periodo
unitario dada por f(t) =t para 0 <t <1le f(t+1) = f(t) para todo t > 0:

L{f(0)} = /(Jle_Stf(t)dt - U emt} _ [ ! 1] (e

1—e"s 1—es 1—e"s s2(1 —e™9)
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3.13 Calculo de £ '{f(s)g(s)} por convolucao

A operagao definida abaixo entre duas fungoes f(t) e g(t),

/f ot —u)du |

é chamada de convolugao ou produto convolutivo dessas fungoes. E uma operagao comutativa:

/f gt —u)du

O chamado teorema da convolugao diz que a transformada de Laplace inversa do produto aritmético
f(s)g(s) é o produto convolutivo f(t) * g(t), isto &,

L7 (9)3(s)} = () = g(t) -

A prova desse teorema é como segue:

- / 9(v) F(t—v) dv = g(t) « (1) .

L{f(t)xg(t)} = {/ fu)g(t—u du}:/Ooodte_“/tduf(u)g(t—u)
=/, du f(u) ’ dt e gt —u) = / du f(u / dve ) g(v)
= [Cdwets [ dve o) = Fogts)
Fs) g(s)

Exemplifiquemos seu uso:

1 1 ¢
L1 L £t # LT b = (teh) x :/ ue (t —u)du
(s+1)2s2 (s+1)2 52 —_— =~ 0 T~ e —
£(t) g(t) F@) gt—w)
te—t
t t
= t/ ue_“du—/ vleldu=---=te ' +2 4t —-2 .
0 0
1 2 1 2 1
Conferindo: L{te '+2e ' +t-2})= —+ —+ - - "= ———— V

(s+1)2 s+1 s2 s s%(s+1)2

3.14 Tabela de transformadas de Laplace com funcoes genéricas

Na tabela abaixo, listamos as formulas envolvendo transformadas de Laplace de fungoes genéricas
que jéa foram deduzidas nas segoes anteriores:

1) L{af(t) +bg(t)} = af(s) + by(s)

2) L{f'(t)} = sf(s) = f(0)

3) L{f"}=5"f(s) = sf(0) = f(0)

4) L{f" ()} = s°f(s) — 2 F(0) — sf'(0) — f"(0)

5) L{f"M ()} = S"f(S) - 8"’1f(0) — = D(0)

o<l 100}

7) L{tf()} = —f'(s
8) L{t*f(t)} = f”(S)

9) L{Lf(t)} =—f"(s)
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10) £{t" (1)) = (~1)" (s
1) £{f(ar)} == 7 (%)
12) £{e (1)} = (5~ a)
13) L7 ()} = U - a)f(t - a)
19) £7F(s)g(s)} = £(0) = 911

1

T
15) L{f(t)} = W,/O e ' f(t)dt para uma funcdo f(t) de periodo T

16) £ {fit)} - /:Cf(a)da

3.15 Uma aplicagao: calculo de integrais definidas

Observe alguns exemplos de como a transformada de Laplace auxilia no célculo de integrais defini-
das:

o0 o0
i) / te 2 cost dt = / e S'tcost dt
0 0

onde usamos o resultado obtido no exemplo (iii) da se¢do 3.9.
T
= - —arctans

< t o t
i) [ e e ()
0 t 0 3 s=0

onde usamos o resultado obtido no exemplo (v) da secao 3.9.
5+3
=1In

o~ —t __ -3t o —t -3t
) [T e [T (T
0 13 0 t =0 s+1

onde usamos o resultado obtido no exemplo (vi) da secao 3.9.

$2-1 3

= L{tcost} o (Tl — 25

s=2

s=0

ol 2

= In3 ,
s=0

3.16 Outra aplicacao: resolucao de EDOs

Observe alguns exemplos de como a transformada de Laplace auxilia na resolucao de equagoes di-
ferenciais ordinéarias:

)y =3y=e* = L{y-3y}=L{*} = sy(s)—y(0)-3y(s) =1/(s—2)

. y(0) 1 paae —L g0 41 £ ot 3t
y(s) 8—3+(8—2)(8—3) s—2+ s—3 y(t) ‘ +[&)/—L]e ’

1l
o

que é a solucao geral, haja vista a presenga da constante arbitraria ¢ = y(0) + 1 [n&o ha restri¢ao no
valor de y(0)]. Note que, na solucao geral obtida, se fizermos t = 0, obtemos a identidade y(0) = y(0).

ii) Resolugao do problema de valor inicial 3" — 6y’ + 9y = t2e3' | y(0) =2, 3'(0)=6:

y' =6y +9y = t? = s75(s) — sy(0) —@—6 [sy(s) — @] +95(s) = 2/(s - 3)°

~—~
2 6 2
2 2 2
2 - _
—6s5+9 = 2(s—3 = =
b= A g T T
s—3
1 1 . 1
_ 9r-1 3t p-1) L\ _ 530 L a3t
y(t) = 2L {8_3}+26 L {55} 2e —|—12te
—_———
4 /41
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iii) Resolucao do problema de valor inicial

0 (0<t<1
v+ 2y +y=ft) = _1 g E i i g; sob as condicoes y(0) =0 e 3'(0) =
0 (t>3)
f(t)
L{y"+2y +y} =L{UL—-1)—2U{t —2)+U(t—3)}
e~ 5 6725
s*5(s) = sy(0) —y'(0) + 2[s5(s) —y(0)] +4(s) = (s+1)*y(s) = — —2
e g ’ ’

—s —2s —3s

0 =2 T 2 s = I -2 a0 4 gt}

onde
1 pamae 1 1 1
y®)=UE—1)g(t —1) —2U(t — 2)g(t — 2) + U(t — 3)g(t — 3)

ou y(t) = Ut —1) [1 —e D (- 1) ef(tq)}
—2U(t —2) [1 _ e (t=2) (t—2) e—(t—2):|

Ut —3) [1 — et (¢t —3) e_(t_?’)} .
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3.17 Exercicios

Calcule L{f(t)} ou £L=1{f(s)} , pelo modo indicado, se solicitado:

1. f(t) =t*sen3t
2. f(t) = cos3tsenh8t¢
3. f(t) =te'senh2t
4. f(t) =te 3 cosbt
5. f(t) = t°cosh 3t
6. (1) 1‘;
7 H) = 1 —tcost
[ -1 (0<t<1)
8 f(t) - { 1 (t Z 1)
0 (0<t<?2)
_ 5 (2<t<4)
9 1M =9 3 (1<t<¢
0 (t>6)
. 7s
10-16) = 1o ans o
= 1
12. f(s)=1In Z_T_i)

13. f(s) = g - arctang

14. f(s) =In ——

1 4
15. f(s) = 5 arccotg

0 (0<t<1)
16. f(t):{ 263 (t>1)

17. f(t) =

18. f(t) = U(t — a) sent

19. f(s) =

53
20. f(s) = ;:53
21. f(s) = (86_5;)4
22. f(s) = %
23. f(s) = 5217; e *
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24.

25.

26.

27.

28.
29.
30.

31.

32.

f(t) =32 U(t — 5)

F) = f(t+2)Vt>0

e

1 (0<t<1)
f(t){—l (1<t<2)
ft)=t (0<t<2)

as fungoes periodicas f(t), g(t), h(t) e u(t) definidas pelos graficos na figura abaixo.

a funcdo f(s) do exemplo (vii) da secdo 3.6, pelo teorema da convolucio

= 1
f(S):m
1

o) = G gror

5 » belo teorema da convolugao

pelo teorema da convolugao

1F-2

onda triangular

Exercicios sobre o uso da transformada de Laplace no célculo de integrais:

o)
33. Calcule /
0

e tsent
t

(o]
34. Calcule/ e 20dt .

0

dt .

35. O céalculo abaixo esté certo ou errado? Se houver erro, explique-o.

[ee] o0
/ e22dt = / et dt
0 0

= L{t"}

s=—2

Resolva por meio da transformada de Laplace:

36. v —by(t) = f(t) = {

2
-3

(0<t<4)
(t>4)

37. v + 3y’ — 4y(t) = 0 sob as condigdes:

a) y(0) =y'(0) =1

b) y(0) =1, y'(1) = —de™*
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3.18 Solucoes dos Exercicios

Prob. 1
f(t) =t*sen3t = f(s)_ﬁ 3 N
B T ds2 \s2+9)
Prob. 2
oSt _ o8t B 1 s—8 st 8
t) = senh8t cos 3t = o3t _1 B
f(t) = senh8t cos 2 C\Oj,: = f(s) 2[(58)2+9 (5+8)2+9
<25+9
Prob. 3
f(t) = te! senh2t = f(s)—fi S
= ods|(s—1)2—-4]
L
2
s2—-4
62t_672t 1 B 1 1 1
Py O _ 1
ou  f(t) =te'—— 5 (e —e )fz = flo) =3 G G
1/s2
Prob. 4
d s+3
Llte3cosbt) = —— | — " "2 | — ...
the C%SZ-’} ds | (s +3)%+36
Prob. 5

3t 4 =3t
5 syt te [ I 5!
L{t cosh3t}-£{t (2)} —55 {e¥t }+§L {e7¥t7} = 2(s — 3)6 +2(3+3)6

Prob. 6

L{l tet} - /:O (3 7rp) @ = [~ + 0] 7

s e s s s+1
= =In{ lim —— ) —In =In
s+ 1ls s'—oo 8" + 1 s+1 s
=1
Prob. 7
l—cost)| [T/1 s’ ;L , 1 9 o s’ 00
L{t }—/S (?—8/+1>ds —{lns —iln(s +1) . —ln78/2+1s
2
o lm G S e
oo 1y L s2+1 s
~—_———
=1
Prob. 8
-1 (0<t<l) T e ®
f(t)—{ 1 (t>1) = —l+2UE-1) = fls) = +2—
Prob. 9
0 (0<t<?2)
5 (2<t<4 - e2s e~4s e 65
=1 5 E4<t<6§ = SU(-2)-8U(E—4)+3U(t—6) = f(s5)=5———8——+3—
0 (t>6)
Prob. 10
F(s) = 7s T s T s—3 +§ 5/2
452 —24s5+61 4 |(s—3)2+(5/2)2] 4 [(s—3)2+(5/2)2 5 (s—3)2+(5/2)2

) T g 5t 6 bt
,f(t)f4e {cos2 +5sen2}
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Prob. 11

_ 1 1 . ,(1/(s—5/2) 1t 1
1° do: LYW — -\ _Zp-1)27 0 977 :,/ 5u/2 g, — — (P/2 _q
e {35(255)} 6 { s } 6l, ¢ ™ 15 (¢ )
1 -1 2/1 -1/1 1/1 -1 1
2°modo: L™ ——— b =071 j+ /15 =Lt /5+ /15 =— 4+ —¢
—_— 3s(2s — 5) 3s 2s—5 s s—5/2 15 15

T AR LI B L Y RT P S R R
(

6 15

Prob. 12
f(s)*lns_g*ln(573)fln(s+1) = fl(s)= _ !

s+l . 7t5—3 s+1
L—71) 7tf(t):e3t767t = f(t):—e —te
Prob. 13
£ T 8 z 1/2 2

= — — tan — 4 — —
fe) =5 —arctang = S =7 Cmer = 24

! sen 2t

. tf(t)=—sen2t = f(t)= bel;
Prob. 14
£ s?+1 2 2 . 2s 2s
f&) =G =@+ 1) - +4) = [&)= 5757

1 2
BN —t f(t) =2cost —2cos2t = f(t)z;(coth—cost)

Prob. 15
1 4 _ 1 —4/s? 1 4

— - _ t — 4 - _ e e S
f(s) S~ arccot— = f'(s) =2 t3 FNYYAE 2 P16

- 4t

£, —tf(t)=—t—sendt = f(t)=1+ se?
Prob. 16

B 0 0<t<1) _
ro={ 5§ YETY = erovua-y

~ _ 2 1

1° modo: Se p(t — 1) =2t — 3 entdo p(t) = 2(t + 1) — 3 = 2t — 1, donde p(s) = — — -
—_— 2 s

I =plt— DU 1) = f@:p@eﬂz(Z—l)fs

s2 s

2° modo (pode levar a mais contas): f(¢t) = (2t —3)U(t—1) =2t Ut —1) —3U({t — 1)

- d re”? e’ —e s —e? e’ 2 1\ _,
. f(s):*2£( 5 )*3 . 272-572f3. - —...—(828)6
Prob. 17
f(t):{t(l] R e L e IS O RS (R O
p(t—2)
pt—2)=t—1 = pt)=t+2-1=t+1 = p(s)zslfr%
11 11\ L,
g f(S)ZSQ_s_(‘#—FS)e_QS
Prob. 18
F) =Ut—a) gent =Ut—a)qt —a) = f(s)=e"q(s). I

q(t—a)
q(t—a)=sent = ¢(t)= sen(t+a)= senacost+ cosasent .
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1
(j(S) — (Sena) %1 + (COS a) 5 — ssena + cosa . (II)

52+ s2+1 241
Com (II) em (I), obtemos a resposta:  f(s) = 627_‘_1 (ssena + cosa)
s
Prob. 19
. 1 t—5)2
LHF(s)} = 5‘1{6‘58 = } = U(t —5) ( 5 )
S
ot
t2/2
Prob. 20
- 1
LY f(s)} = Ll{ef’s — } =U(t —5) 3t
——
Lot
e3t
Prob. 21
i o s 1 5 (t—5)3
L1 =L o8 = U(t —5) 3= L2/
O R e 1 e e
———
ot
e3tt3 /31
Prob. 22
_ 1 1
—1 _ -1 —5s o
L7Hf(s)} =4 {e 259 }U(t5)3sen3(t5)
——
ot
(sen3t)/3
Prob. 23
~157 1) s STl o) s S 7T
L7Hf(s)} =L {e s2+7r2} =L {e |:82+7T2+S2+7T2:|}
—_——  ——
et ot
cos t sen 7t
=U(t—-1) [cosw(t — 1)+ senw(t — 1)} = —(cosmt + senmt) U(t — 1)
—cos Tt —senmt
Prob. 24
SO0} = £0 L U= 5)) = £(plt -l - D} = [p)e ™| —pls- e,
p(t—5) s'=s-2
6 30 75 125
Por outro lado, p(t) = (t+5)> =3 +15t> + 75t + 125 =  p(s) = St 5 t+t5+—
s s s s
6 30 75 125 7 ¢ (=2
L L{f(®)} = .
ogo, £{f(t)} {(3—2)4 T Eo2p T o2 +5—2} s—2
Prob. 25
K 1 t L[>~ 1 1 o 1
L{f(t)} = L{/o se;lu du} = SL{ setn } = ;/é ) ds' = garctans' .= s(g —arctans)
Prob. 26

teau _ gbu 1 et — bt 1 [ 1 1 , 1 s’ —al™
frd _— — — — — — _ [ 1
Ly L{/O U du} SL{ t } s/g (s’fa s’fb> ds s[ns’b]

:l[lnlfln
s
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Prob. 27

1 2 1 1 1 9
/e—st(1>dt+/ et (—1yde st L
0 1

3 1 2 st = =
= —— | etydt= e T
1(s) 1—e2s /0 ) 1—e2s 1—e2s
(et Hlre™ ) 12 4e®  (1-e )2 1—e
- SA—e By s—e®) sAte)I-e)  slte)
Prob. 29
_ 1 > 1 2 1 ey
- ) dt = ———— ot = ——
o f(s) 1_6_25/0 e T f(t) 1 _ 25 /1 € 1—e285 —s lt=1
- 6—25 — eS8 _ e—sw B e~ s
 os(l—e2)  s(l4+e ) (1—e") s(l+es)’
3 N t (0<t<1) 1 S
e g(t)=g(t+2) eg(t)—{2_t (1<t<2) = 9(8)—m/06 g(t)dt
1 2
—st —st(o _
R _(s)_/o e tdt—}-‘/l e (2 t)dt_ B 1—2678(1-%8)—6725
g - 1—e2s - - 82(1 _ 8_23)
B 1 T 1 ™ 1 1+ e~
his) = ——— “Sth(t) dt = ———— “Stsentdt =--- = : :
° (S) 1 _ e—7s /0 € ( ) 1 — e—7s /0 € sen 1 —e7s 52 +1
_ 1 o —st 1 — 1 1+e™
. U(S):m/o e U(t)dtZW/o ersentdl = =y T E T

)
L
—~
—
VA
\
[\
S~—"
—~ =
VA
\
ot
=
——
I
|
—
=
»

\
——
)

L
—~
VA

| |+~
ot
——
I
[}
[\
&
*
(9]

(<Al

&

|

S—
&
(9]
N
5
9]
ot
=
|
<
Z
QU
<
I
(9]
(<Al
&
S—
&
ml

w

<
QU
S

Prob. 31

1 1 1 !
-1 _ -1 -1 _ _
L {(52+1)2}_L {52+1}*L {82+1}—Sent*sent—/0 sen (t — u) senu du

t

t t
= / [sentcosu — senucost]senudu = (sent) [ senwcosudu — (cos t)/ sen’u du
0 0

0
(sent) sen?u "’ (cost) [ sen2u]® 1 endr_ (1 sen’t ost
= (sen — (cost) | = — =—sen’t— (- — cos
2 |, 2 4 |, 2 2~ 1

Prob. 32

_1{(s2+4ls+5)2}:L_l{[(s+2;2+1]2}:L_l{(s+21)2+1}*L_l{(s+21)2+1}

¢
= (e %' sent) * (e **sent) = / e 2 senu e 2" sen (t — u) du
0

t 2
1 t t
= e_zt/ senusen (t —u) du = e |~ sent — (= — sen cost
0 2 2 4

ja calculada no Prob. 31

Prob. 33
oo —t t t o 1 ey
/ ﬂdt =0 { — } - / 2 ds' = arctan s’ = Z — E = z
0 t t 1 s 741 o1 2 4 4
Prob. 34
oo 0o 9! 9!
/ e 210dt = / edt|  =L{t"} =-S5 =%
s 210
0 0 s=2 s=2 s=2
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Prob. 35
O resultado nao pode ser correto, pois a integral é claramente divergente: o integrando e nao
tende a zero quando t — oo, nao satisfazendo uma condigao necessaria para a convergéncia da integral.

2tt9

O erro esta no uso da formula £{t"} = n!/s" ™! com s = —2, violando a restrigdo s > 0 (cf. segao 3.4,
item 2).
Prob. 36
2 (0<t<4
vt =r0={ 5 P57 com v =0
¢ 1
L
= sy(s) —y(0) =5y(s) = = -5 — = = 2—5e "
57(s) y\() y(s) =+ y(s) - (2—5e7")
0 ~——
=B+
oo —2/5 2/ 1 1 —4s _ 2, 5 5(t—4)
= y(s)—TerwL(**S_E)) = Y= -+l Ju(t — 4)
et
1—e5t
Prob. 37

Y3 -y =0 S Pg(s) — sy(0) — o/ (0) + 3lsgls) — y(0)] - 4yls) =
(W+%®+M®<U
=161

= (2+3s=4)7(s) =y(0)s +3y(0) +¢'(0) = y(s) =
(s—1)(s+4)

Item (a): Substituindo y(0) = 3'(0) = 1 na equagao (1), obtemos

y(s) = (Sy(()l))s(j44) = - i1 Loy =e .

Item (b): y(0) =1, y'(1) = —4e~* . A equacio (1) com y(0) = 1 fornece

c1 l1—c1

v0 5] 70 1)

’ [ _ 1—
s+3+y'(0) 5 I 5 = D LT oy =aett(l—cr)e .

y(s):(s—l)(s—él)i s—1 s+ 4 s—1 s+4

Acima, mudamos da constante arbitraria y’(0) para a constante ¢j, também arbitraria, pois a
determinacao de ¢; envolve menos contas que a de y'(0). Agora usamos a outra condigao, y'(1) =
—4e~*, para determinar c;:

y(t)=cre! —4(1—c1)e ™™ = (1) =cre—4(1—c))e * = —4e*
= ciletde™)=0 = =0 = yt)=e .
Item (c): y(1)=e+e ™, y(1)=e—4e*

Cc1 Cc2

4y(0) +4'(0) —4(0) +¢'(0)
() = y(0)s +3+¢'(0) 5 -5
Y=o —1) s—1 s+4
Aqui também mudamos das constantes arbitrarias y(0) e y’(0) para as constante arbitrarias ¢ e cq,

assim simplificando as contas. Usando as duas condigbes iniciais, obtemos um sistema algébrico com
as incognitas ¢ e cg; resolvendo-o, acabamos a resolugao:

= y(t)=cre +cge .

y(l) = cre+cpe™® = e+e _
{y/((l)) = cie—4dce™ = e—4de? > a=a=1 =5 yH=cte .
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Capitulo 4

Sistemas de EDOs Lineares de
Coeficientes Constantes

4.1 Resolucao pelo método dos operadores
Esse método consiste em escrever um sistema como, por exemplo,

" +22 +y" = x(t)+ 3y(t) + sent
' +y = —da(t)+2y(t) + et

na seguinte forma, usando o operador D= d/dt ,

{ (D?42D —1)z(t) + (D*=3)y(t) = sent

(D+4)z(t) + (D-2)y(t) = et
e resolvé-lo, por eliminagao ou determinantes, conforme mostramos abaixo, considerando sistemas mais
simples para facilitar a exposicao:

4.1.1 Por eliminagao

] ' = 3y(¢) Dx—-3y = 0
Exemplo I: {y S M {zx_by

|
o

Eliminando y :

<+>{ D (Da—-3y) =

0 )2 V6t —V6t
= D*-6)zt)=0 = ) —
-3 (2x — Dy) = 0 ( )‘r( ) -T( ) Cc1 e +c2e

Eliminando x :

(+){—1§EZ$—1§§; _ 8 = (D*=6)y(t) =0 = y(t)=cseV" +oie V0!

As quatro constantes nao sao arbitrarias, pois o sistema as relaciona:

0 = x,_gy:\/6616\/(”_\/66267\/&—3636‘/&—36467\/&
= (V6o —3c3) V6e¥o 4 (V6o —3cy) VO = ¢s =v6e1/3
—_— ~— ——— Cy = — 662/3
0 0

ygt) = fo ety e { y(1) ] - [ o3 ] Mt { —%/3 ] eVl
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. 'ty = —2y(t) Dx + (D+2)y 0
Eliminando y :
(+){ (ﬁ+§)[§gt(31));—2)2ﬁ _ 8 = 2D+ (D+2)(D-3)]z = (D*+D-6)x(t) =0

Eliminando z :

Mas 2z’ — 3z — 2y = 0 ; logo,

0 = 2 et 736267& -3¢ et 73026*Slt 72036% 72646737:

= (—c1—2c3)€* 4+ (=6cy —2c4) e = 3=—c1/2 e 4= —3c
—_——— |

0 0
z(t) =cre* +cpe 3 z(t) | 1 2t 1 _3
{ y(t) = (1/2ere® —3eze O [yt [T 12 [ T2 5 "
4.1.2 Por determinantes
Pelo uso formal da regra de Cramer, temos que
‘ él §2 x = ‘ 9 §2 ' .................... EDO p/ z(t)
{ Lya(t) + Loy(t) = u(t) 5o 2t
L3x(t) + Lay(t) = g2(t) PooF ?
‘ L Ly ‘y ‘ L9 ' .................... EDO p/ y(t)
Ly Ly Ly g2
Vejamos exemplos:
4y = Adx(t)+t2 (D—4)z + D% = ¢
E lo 3: N .
LXCEIPIO 9 { oty = —x(t) = (D+D)z + Dy = 0

EDO p/ z(t) e solugao:
2

N _ )2 2 N2 . A " t
’ng % :’to % :>D(D2+4)a?(t):—2tgw(t):co—l—clcOSQt—l—czseth—Z
—_—— —_———

B aD-Ds 2
EDO p/ y(t) e solugéo:

o D —4 2 A oa x B2t

—D(D?*+4)y = ‘ ng to = D(D*+4)y =2+ 2 y(t) = Ca+cacos2t+cssen2i+ 5 477 — 2
—_———
—(2t+t2)

Uso de uma das EDOs do sistema para vincular as constantes:

¥ 4y +x(t) = (sent)(—2c1 — 2¢4 + c2) + (cos2t)(2¢2 + 2¢5 4+ ¢1) + (co —1/8) =0
—_— —_———— N _

0 0 0
1 —2c1+cy = 2c4 c1 = —4ca /5 — 2¢5/5
- o= g { c1 + 262 = —265 = Cy = 204/5 — 405/5
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Finalmente,

z(t) = —2(204—|—C5)cos2t—|—2(04—205)5611215—ﬁ—1-1 ]
) 5 4 8
y(t) = 04c052t+05sen2t+ﬁ+ﬁfé+03l
12 4 8

NOTA: Acima, na passagem (*), & omitida a resolucdo da EDO linear de coeficientes constantes (a
solucdo particular pode ser obtida pelo método dos coeficientes a determinar, por exemplo).

"= 3
x

Exemplo 4: {5, B y(t) - 1 = {(D3)x * y = —1

t) —
(t) +y(t) + 4e’ —z + D=1y = 4¢

D_13 Dll’:(b_3)(b—1)+1=D2—4D+4:(15_2)2
-1 1 .

det f)—l‘_(Dl)(l) det =1 —4de

D—E3 47@}5 :(f)_3)(46t)—1:4€t—126t—1:_1_86t

P 1
(D—2)22(t) =1—4e' = x(t) = cre* + cate® + i 4e

P 1
(D—2)%y(t) = -1-8¢" = y(t) =c13¢” + cate™ — 1~ 8e'

o =3xt)+ylt) Fl=e*(cs—cr+cy)+te*(ca—c2)=0= ca=co e c3=c1—c
———— ——
0 0

1 1
z(t) = c1e® + ot 2t + i~ 4et e y(t) = (c1 — c2)e® + cot et — i~ 8c' m

Exemplo 5: E dado o sistema de EDOs

o+ = 12 Dz + Dz = 2
y" = —2z(t)+e  ou 2z + D% = ¢
—2' + 2 = 2y(t) — z(t) —2Dx — 2 + (D+1)z = €

Vamos obter a EDO para y(t):

D # D D 0 D

2 e 0 |yit) = 2 D? 0

—2D 0 D+1 —2D -2 D+1
N s et 0 0 2 et
[D(D +D?) + D(—4+2D )}y(t) = DIy pay ’ ' b1 ’—i—D b o

DBD® +D* —4)y(t) = D(D+1)et — (D +1)(2)t2 + D(2D)e!
= 2" —2(2t 4 t?) 4 2¢!

Resposta: D(3D% 4+ D? —4)y(t) = 4e' —2t> — 4t m

4.2 Resolucgao pela transformada de Laplace

22" +y —y(t) =

oty = 12 sob as condigoes z(0) =1 e y(0) =0 .

Exemplo 1: {
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A transformada de Laplace dessas equagoes sao

2[s2(s) — x(0) | + s7(s) — y(0) —G(s) = 1/s°
Y Y N 25+ (s — 1)y =2+1/s?
s2(s) — 2(0) +sy(s) — y(0) = 2/s3 sT(s) +sy=1+2/s
N2 <~
1 0
Eliminando Z, obtemos
T B B R
3 V= = 3(s+1) s2(s+1) s3(s+1)
- - -5 A B C D
Fragbes parciais: mz;—k;—k;&—&- G+ = A=-B=-D=-5e (C=4.
5 b 4 5
— -1 —_— — — = — 2 2— —t ||
y(t) =L {s 23 s—i—l} 5 — bt + 2t — be

Podemos calcular z(t) de modo analogo (obtendo primeiramente Z(s) e, depois, calculando a trans-

formada de Laplace inversa), mas, no caso, podemos usar a segunda EDO do sistema:
3
o=y =t — (=5 +4t+5eh) = () = 3 + 5t —2t* + 5e7 " + ¢y
3

t
z(0)=c1+5=1 = c=-4 = x(t):§+5t—2t2+5e’t—4.

" _ _
Exemplo 2: { i4;ri0;, —éz/ _ 8 sob as condigoes z(0) = y(0) =0 e 2/(0) = —¢'(0)=1.

s?Z — sx(0) —2'(0) +10Z — 4y =0

0 1 (s> +10)7 — 4y =1
/ =
—47 + 5?5 — sy(0) —y'(0) +47 = 0 —AT + (s2+4)j = —1
0 —1
2 As+B (Cs+D
s _ As+ s+ = A=C=0,B=-1/5D=6/5

=) 2 2 e
. (-1/5  6/5 1 6
t)=L""1 = ———sentV2 + sentv12 m
=() {32+2 s2+12} 52 v

" —~~——isen —isen
y(t) = [2"(t) + 10z(t)] /4 = - - - = ~ V2 T V12 m

4.3 Resolucao pelo método matricial

Trataremos, primeiramente, de sistemas homogéneos de EDOs lineares de 1* ordem,

J z1(t) i (t) air ccc Qg z1(t) ;

Bl : = : = : : : —X =AX

dt . . . : : ou i s
A X(t)

X(t) X' (t)
onde a matriz A é constante; ao final desta se¢cdo, mostraremos como resolver sistemas nao-homogéneos

dX/dt = AX(t) + F(t).
Admitindo uma solucio da forma X = Ve*, onde V = col[vy,--- ,v,] é um vetor (coluna) cons-

tante, obtemos, substituindo,
ANV = AV = AV =MV, ou (A- XV =0,
que é um problema de autovalor, no qual procuramos as solugdes nao-nulas (V' # 0) associadas aos
valores de A\ que satisfazem a equagdo de autovalor, ou equagdo caracteristica, det(A — AI) = 0.
Dividiremos nosso estudo em trés casos: 1) autovalores reais e distintos, 2) autovalores imaginérios
e 3) autovalores repetidos. Isso néo significa que um sistema de EDOs lineares se enquadre num desses
trés casos. Na verdade, os trés casos podem ocorrer num mesmo problema, existindo autovalores reais,

imaginarios e repetidos.
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4.3.1 12 Caso: autovalores reais e distintos

A solucao do sistema X’ = AX, sendo A uma matriz n x n, ¢ dada por
n
X(t) = chVke)\kt ,
k=1

onde Vj é um vetor linearmente independente associado ao autovalor Ag.

Exemplo 1: o' = 2w + 3y ou i vl_|23 *
e~ Y
X A X
M= -1

Ay =4

det(A—)J)—‘ 25A 1EA ‘

=(A YA=2)—6=XA2-3\—4=0 = )\—{
Calculo do autovetor V; e da solucao X;(t) associados ao autovalor Ay = —1:

2 2 0 0

Camnnvios [3 3] 0] fie 5= fom o8 ams v [
~~

1%

A— )\11 _ |: 3 3 :| escalonamento |: 3 3 :|

- Xl(t) — Vle)\lt _ |:_1:| e—t

Célculo do autovetor V5 e da solugao X (t) associados ao autovalor Ay = 4:

A—Azf—{_g 3} Cescalonamento, [—2 3}

-3 0 0

_ B -2 3 |[a] [0 —2a+38=0 a=33/2 p=2 _ |3
Canr=os [ 2 [a) 0] a0, fa=ad soy [3]

L Xo(t) = Voete! = B] ett

Solucao geral: X (t) = c1 X1(t) + c2X2(t) , ou

z(t) = —cre 4 3ce™ e y(t) =cre”! +2ce! m

¥=—dr+y+z al® -4 1 1 x
Exemplo 2: Yy =x+5y—=z ou — |y |= 1 5 -1 Yy
Z=y—3z z 01 -3 z

det(A— \I) = 1 5-X -1 |=-A+9)[A=5)A+3)+1+(1+A+3)

A =-3
A+HI-A=5)A+3)-1=-A+3)(A+4)A\-5)=0 = Ao = —4
A3 =5

Calculo do autovetor V; associado ao autovalor Ay = —3:

A— )\1] _ 1 8 -1 escalonamento

o O =
[ R
S O =
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-1 1 1 e’ 0 —a+pB+v=0 a=vy 1
L A=MDVi=0=| 0 1 0 |[|[Bg]=]0]|={B=0 ={8=0 I=—=v,= |0
0 0 0 ¥ 0 0y=0 Y 99 1

Vi

Calculo dos autovetores V, e V3 associados aos autovalores Ay e A3, respectivamente (abaixo, na

E o
passagem denotada por — , a matriz é escalonada):

0 1 1] 1 09 —17[al [0] a=10y [ 10
A-dI=| 19 1| & 1 1| 8|l=]0] ={8=- 225 V=|-1
| 0 1 ] | O 0 0]l 7] | 0 ] v qq | 1
(-9 1 1 1 0 -17[a] [O0] a=y (1
A-XI=| 10 -1 | & 1 8| s|l=|0] ={B=8y 15 V3=
| 0 1 -8 ] 0 0 0] 7] | 0 | Y aq 1
1 10 1
Solugao geral: X=c1| 0 |e3+ec| -1 e +ez| 8| m
1 1 1

4.3.2 22 Caso: autovalores imaginarios

Os elementos da matriz A e, por conseguinte, os coeficientes da equagao caracteristica sao reais.
Logo, se A imaginario for autovalor, A* (complexo conjugado) também sera. Além disso, se ao autovalor
A corresponde o autovetor V', isto é AV = AV, entdao (AV)* = (AV)*, ou AV* = \*V™*, significando
que ao autovalor A* corresponde o autovetor V*. Isso facilita os célculos que seguem.

Exemplo 3: z' =6z —y ou i SO B *
~——— ﬂ_/w_/
X X

det(A — \I) = =X -10A+29=0 = AX=5+2i

6-Xx -1
5 4-A

Autovetor V associado ao autovalor A = 5 + 2i:

. . B
| 1-2i -1 E 1-2i -1 al |0 a= - B=1-2i _ 1
A_M_[ 5 —1—21]*[ 0 0 Mﬁ]_{o}j Bag } V‘L—m}

) _ At Nt 1 (5+21)t 1 (5—2i)t
LX) = Vet + Ve _61[1—21 e + e 142 |© .

Para escrever X (¢) como uma fungao real, usamos a seguinte formula:

Vel + Vel (k1P + k2Q) e cos bt + (—k1Q + ko P) e senbt (4.1)

V=P+Qi
A = a+bi
. 1 1 0 .
No caso: A= 5 + 21 e V—[I_Qi}—[l]—i—[_z}l.
a b N N——
P Q

X(t) = (k;l [ 1 ] + ko [ _02 De5tcoszt+ (—kl [ _02 } + ko [ 1 De“sen%

[ ka } e cos 2t + [ esen2t m

2
kl — 2k2 le + k2 :|
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A dedugao da formula em (4.1) é como segue:

X(t) = Ve 4 eVier't = ¢ (P+ Qi)e(“"’bi)t + co(P — Qi)e(“_bi)t
= ¢1(P + Qi)e™(cosbt +isenbt) + co( P — Qi)e® (cos bt — isenbt)
= [a1(P+ Qi) + co(P — Qi)]e™ cos bt +i[c1 (P + Qi) — c2(P — Qi)]e* senbt
= [(ca4c2) P+ i(cr —c2) Qe cosbt + [ i(c1 — c2) P — (c1 4 ¢2) Qe senbt . CQD.
N N N N/

Ekl Ek:g k‘g k}l
1 20
Exemplo4: X'=| -1/2 1 0 | X
0 01
A
I-X 2 0 A o=14i
det(A-=X)=| =1/2 1-X 0 |=(1-N[1-N?*+1]=0 = Ao =1-—1i
0 0 1-2X A3 =
—-i 2 0 —-i 2 0 a 0 —ia+28=0
A-MI=|-1/2 =i 0| & |0 0 o Bl=]l0o] = {og=0
0 0 —i 0 0 —i ||~ 0 —iy =0
a=-2 2 2 [0
= B8 aq LAEN Vi=|1i]|=|0]|+|1]i
= 0 0 0
~—— ——
P Q
0 2 0 -1/2 0 0][ « 0] —a/2=0
A-XI=|-12 0 0| & 0o 201l 8|=|0] = {28=0
0 0 0 0 0 0|~ 0 0y=0
o= _, 0
= =0 1= V3=
v aq 1
2 . 2 _ 0
X(t) = e | i [ el gy | —i | etV 4oeg| 0 ]€
0 0 1
2kr ks 0
= ko | etcost+ | —ky | efsen2t + c3| 0 | e m
0 0 1
—— ——
k1 P+k2Q —k1Q+k2 P

onde usamos (4.1) para reescrever como uma fungdo real os dois primeiros termos (indicados por
chaves), que correspondem ao par de autovalores complexos conjugados.

4.3.3 32 Caso: autovalores repetidos

A solugao do sistema X’ = AX, sendo A uma matriz n x n constante, é dada por

Kkmax
X = Z Xi  (kmax = n2 de autovalores distintos) ,
k=1

onde X}, é a parcela da solucao associada ao k-ésimo autovalor distinto A\g. A expressao de X depende
da multiplicidade de Aj e dos autovetores associados a esse autovalor; vejamos:
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e Se a multiplicidade de Ay for igual a 1 , entao, sendo Vj o autovetor associado, temos que:

Xk = ckae’\kt . (42)

e Se a multiplicidade de Ay, for igual a m > 1, a expressao de X}, depende do ntimero de autovetores
linearmente independentes associados a esse autovalor, havendo trés possibilidades:

— Se existirem m autovetores Vi1, Via, -+, Vim :
Xk = (eks1Vier + -+ + ComViem) et (4.3)

— Se existir apenas um autovetor Vj, :

2

t
Xy = {cMVk + CkQ(Ult + UQ) + ci3 (U1§ + Ust + Ug) + -
m—1 tm72

t
+ om0 m=1) 2 =2

+~~~+Um_1t+Um} }em o (4.4)
onde (A-XNI)U; =U;—1 (j=2,---,m),com U; =Vj.

— Se o numero de autovetores associados ao autovalor de multiplicidade m é maior que 1 e
menor que m, o problema torna-se complicado e nao seré tratado aqui.

Essas férmulas sao provadas apos os trés exemplos que seguem:

1 -2 2
Exemplo5: A= | -2 1 -2
2 =2 1

det(A—A)=| -2 1-\A -2 |=—(A-5)(A+1)2=0 = { N Ezﬁﬁ ;g
2 -2 1-A 2= '
—4 =2 2 1 0 -1 @ 0 a=r 1
A-xI=|-2 -4 2| B o1 1||8]|=]0] =2{B=— = Vi=q]|-1
2 -2 —4 0 0 0 ¥ 0 ¥ qq 1
1
=X, =cVierMt=¢ | =1 | e éa parcela da solugao associada ao autovalor A; = 5, conforme (4.2).
1
2 =2 2 1 -1 1 Q@ 0 a—pB4+v=0 a=p—7
A= -2 2 2| E 10 ool|lsg|l=|0] ={0s=0 =< Bqq
2 =2 2 0 0 0 ¥ 0 0y=0 Y aq
B—" 1 -1 1 -1
=WV=| =B|1|+7] 0= Xz=(carVor +caaVos)e = [cor |1 | +c2| O e!
ol 0 1 0 1
——— ———
Va1 Va2
é a parcela da solugdo associada ao autovalor Ay = —1, conforme (4.3). A solugao geral € X = X; + X5,
ou,
1 -1
X=c|-1 edt + e |1 | +coo 0 et .
1 0 1
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5-A -4 0

det(A-M)=| 1 0-XA 2 |=GB-NAA-5]=0 = {iljg Emuﬁ ;g
0 2 5-2) 2 mu

5 —4 1 0 2 «@ 0 a=—2y - 4

A-xI=|1 0 Llo2s5||sl=|0]|=2{8=-5y2 =2 vi=] 5

0 2 00 0[]~ 0 vaq 2

[\)

-5 2 o 0 a=-=2y )
10 Bl=10| =<p=0 T2 V=1 0
00|~ 0 v qq -1

1=
S O =

= Xo = {ca1Va + coa(Uit + Us) }e*2" é a parcela da solugao associada ao autovalor Ay = 5, na qual,
conforme (4.4), U; = V3, e Uy é uma solugao do sistema algébrico (A — A\oI)Uy = Uy (= Vo), ou, em

componentes: )
0 -4 0 o 2
1 -5 2 g | = 0
0 2 0|~ -1
Este sistema é mais facilmente resolvido a partir da sua forma com uma matriz aumentada escalonadas:
0 —4 0 2 1 -5 2 0] a=-5/2—2y . -1/2
1 -5 2 0 £, 0 2 0| -1 = B8=-1/2 T Uy = -1/2
0 2 0] -1 0 0 0 0 | ¥ qq -1
Logo, a solucao geral ¢ X = X; + X5, ou,
4 2 2 —1/2
X=c 5| + < ¢ 0| +coo 0|t+ *1/2 et .
-2 -1 -1 -1
1 0 0
Exemplo7: A= 2 2 -1
0 1 0
1-—A 0 0
det(A—-X)=| 2 2-X -1 |=0A-1°*=0 = X =1 (mult. 3)
0 1 -2
0 0 0 2 1 -1 o 0 a=0 ) 0
A-xI=]21 1| B o1 —1||Bl=]0|={s=y 225 V=11
01 -1 0 0 0 ~y 0 Y aq 1

= X, = {611‘/1 +c1o(Vit +Us) + c13(Vit? /2 + Ust + Ug)}eAlt é a parcela da solugao associada ao
autovalor A\; = 1, de acordo com (4.4), sendo Us e Us, respectivamente, solugdes dos sistemas algébricos

resolvidos a seguir:

00 0]0 2 1 -1]1 a=0 i 0
A-MDU=Vi= |2 1 -1|1 | & |01 -1|1] = {B=v+1 =% 1U,=|1
01 —-1]1 00 00 v qq 0]
00 0]0 2 1 -1]1 a=1/2 1/2
(A-MDUs=Us= | 2 1 —1|1 | & o1 —-1]0]| = {B=y =5 U3=] 0
01 —1/0 00 00 v qq 0 |
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Logo, a solugao geral é

0 0 0 0], [0 1/2
X:X1: C11 1 + c12 1 t+ |1 + C13 1 54’ 1 t+ 0 €t .
1 1 0 1 0 0

Prova das formulas (4.2), (4.3) e (4.4):

Devemos provar que X dado por cada uma dessas formulas é solucao do sistema linear, isto é, que
AXp — M X = 0.

e Prova da formula em (4.2). Se X}, = ¢, Vet onde AVj = A\ Vi, entdo

AXk - .Xv]/c = A(CkaeAkt) - (Akckae/\’“t) = (AVk - )\ka) Ckekkt =0Vt. CQD
~————

0

m

e Prova da formula em (4.3). Se Xj = ( > clekl> eMt onde AVi = A\ Vi, entdo
=1

AXk—X,; = ( E CklAVk.l>6)"“t—)\k< E clekl>eAkt = [ E crl (AVi — M Vir) M =0Vt . CcQD.
NI
=1 =1 =1 0

e Prova da formula em (4.4). Esta formula pode ser escrita na forma

m l 1—i
=
X = chlez , com Xy = exktZUj .
1=1 o (=9
= J
Mas l
AXk — X,; = ZCM (AXkl — X,;l) = O .
De fato, o termo entre parénteses se anula:
/ R N N N O
AXkle, = ek " AU'*)\kek . U; —e* - U,
. ;(Z—J)! ’ ;(1—1)! ’ ;(1—3—1)! ’
£, v
. H-1 l H=i
= g ——— AUy — M\UL | + - A= NDU; —U;_ = 0.
T (MO )+ 2 gy AT D 7 Uy )

0

4.4 Sistemas nao-homogéneos

Nesta segao, aprenderemos a resolver o sistema linear ndo-homogéneo X’ — AX (t) = F(t), sendo A
uma matriz n X n constante, pelo método da variagdo das constantes (ou parametros).

A solugéo geral do sistema homogéneo associado X, —AX g (t) = 0 é da forma Xy (¢) = &(¢)C, onde
&(t) (a denominada matriz fundamental) é formada por n colunas que sdo solugoes X (t), -, X, (t)
linearmente independentes do sistema homogéneo, e C' € uma matriz coluna com n constante arbitréarias.
Substituindo a segunda dessas equagbes na primeira, obtemos [@'(t) — AP (t)] C = 0, a qual, por ser
valida com C' arbitrario, concluimos que @'(t) — A®(t) = 0, que ¢ utilizado no cancelamento de termos
abaixo ao se deduzir uma solugao particular Xp(t) do sistema nao-homogéneo.
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Admitindo que Xp(t) = &(t)U(t), obtemos, substituindo essa expressio no sistema nao-homogéneo,
a seguinte equagao que permite a determinagao de U(t) [e, portanto, de Xp(¢)]:

0=Xp(t)— AXp(t) — F(t) = &) + o)U'(t) — A O —F(t) = U'(t)=d *(t)F(t).

Em resumo, temos que a solugdo geral do sistema nao-homogéneo é X (t) = X g (t) + Xp(¢), isto é, a
soma da solugao geral do sistema homogéneo Xy (t) = ®(¢)C (calculada pelos métodos ja explicados)
com a solugao particular Xp(t) = &(t)U(t), onde U'(t) = ¢~ 1(t)F(t) .

Exemplo 1: Resolugao do sistema X' = { _g _i } X+ { e?)_tt ] (t>0):

~—_—— ——
A F(t)

A resolucao do sistema homogéneo associado Xp; = AXy(t) fornece a solugao geral

1] _ 1] _ e~2t et c
Xu(t)=a [ 1 }6 'ty [ _9 }6 o= [ =2t _9p—5t ] [ C; ]

Apos o calculo™® de $~1(t), temos que

%621‘, %e2t . 2te2t + %et
U't)y= o L (t)F(t) = [ ot ] = =
%6515 _%em tePt _ Lot
2-1(t)
{Qte275 + let] dt + k
3 1 te2t_le2t+%et
U(t) = = )
1p.5t 1 5t _ 1 4t
/ [teSt _ éeu} dt + ko ste’’ — 5ze’' — e
onde fizemos k1 = ko = 0, pois queremos uma solugao particular. Logo,
- st te2t _ %e2t + %et % _ % + ieft
Xp(t) = 2RU() = [ - 2e % } 1,5t 1 56 1 4t - 3t 21 | 1.—t ’
ste” — 55¢7 — 3¢ 550 T2

6t _ 27 1 -t
50 T 1€

3t 21 1 -t
50 T 2¢€

_ 195t
Exemplo 2: Considere o sistema X' = { g _(2) } X(t) + [ 1(2)6 } (t > 0) . Temos que

1 2 et 2ett c
wa-a[3Josal 1) ][0

| S —
2(1)

é a solucao do sistema homogéneo associado (verifique isso). Logo, a solugio é X = Xy + Xp, sendo
Xp calculado como segue:

1 et —2ett —12¢5 1 —12¢% 4e*t
! —1 - - —
U=0¢"F= edt — 45t [ —2¢t et } { 0 ] 3¢5t { 2465 } { —8e! ] ’
&-1(t) F(t)

(*)Uma férmula util: Se A = { Cé

2 },comdetA:adfbc#O,entao A"t= Lo { _Ccl 72 }
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et 26415 6415 e5t _ 166515 _156515
Xp=0oU= { 2et et ] [ —8e! } - { 2e5 — eS| T | —gedt

_ —2
Exemplo 3: Resolugdo completa do sistema X' = [ 3 -1 } X(t)+ { _t } (t>0):

9 -3 t=4
N————— N——
A F(t)
det(A—AI):‘Sg)\ _;A':(/\—S)(A+3)+9:A2:0 = A =0 (multip. 2)

3 -1 escalonamento 3 -1
R L e S

(A—All)V:0:>{g :é“g}:[8]:{gg;ﬁzoz>{g:qﬁ/3 2% v = {

X1 (t) = cllVleOt + Clg(vlt + UQ)@Ot

_ 3 —1 1 E 3 —1]1] da—f=1 £=0, =
(A—Alf)U2—V1;‘{9 —3‘ 3}_)[0 ojo) ~ {Mq UQ_[
—_—— ~— ]
A—)\ll Vl

a0 =xutr=on | L wen ([ 1] [8]) =[5 500 ][]

o(t)

21 = [ fg o ] 3t—(;t+1) - [ _??t t+i/i) ]

-3t t+ 13 =2 A At QU S
:/‘bl _/[ 3 —/1H—t4 dt:/ 5¢-2 44" di

—3Int+ 1t + L 3]

-3t~ —3t78

1 t+ Y3 —3lnt+it72 4 L¢3
Xp(t)=o()U(t) = 2 9
P() () l3 3t —3t_1_%t_3
—3lnt+it72-t1-3
= Xp(t) = 6
p(f) [—91nt+§t3+;t2—9

A solugao geral é X (t) = Xp(t) + Xp(t), ou seja,

X(t) =

C11 +012(t+ %) —3Int + %tiz —t1-3
3c11 + 3cigt —9Int 4+ 273 + 172 -9
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4.5 Exercicios

1. Resolva os sistemas de EDOs por eliminagao sistemética ou por determinantes:

2 dr +z=¢
ez dt dt  dt
(a) (b) () de  dy  d=
. L deode
dt dt Y az " dt y= R
dt
2. Resolva pelo método da transformada de Laplace:
dx dy dx d3y d’x  dxr dy
_ _— = = _— 4 _— = _— —_ —_— =
ot Tar dr T g = Osent it Ta
drz dy dx d3y d’y  dy dzx
—+— =3z -3y =2 b){ —+2x—2—2=0 L4+ 2 4= =0
AT Y O T S T
z(0) =0 z(0) =0 2(0) = 2/(0) =0
y(0)=0 y(0) = ¢'(0) =y"(0) =0 y(0) = -1, y'(0) =5

3. Escrever como um sistema de EDOs na chamada forma normal, isto ¢, na forma dX /dt =
A)X () + F(1):
(a) y” — 3y’ + 4y = sen3t (b) y" = 3y" + 6y — 10y = > +1
(c) 2y™ + 4" — 8y =10 (d) 22y + 1y + (12 — )y =0

Abaixo, os problemas 4 a 6 consistem em resolver sistemas de EDOs homogéneos da forma dX/dt =
A X (t). Os sistemas encontram-se agrupados, num mesmo problema, conforme os autovalores da ma-
triz A, seguindo os trés casos estudados.

4. Matrizes cujos autovalores sao todos reais e distintos:

(a)ALl1 _é] (b) A=

5. Matrizes que apresentam autovalores imaginérios:

@a=|7 3] o a=|% 3 () A= é

6. Matrizes que apresentam autovalores reais repetidos:

(a) A= [ i’ :11 ] (ao autovalor 1, duplo, associa-se um tnico autovetor)
0 1 1
= ao autovalor —1, duplo, associam-se dois autovetores
b) A 1 0 1 1 1, dupl i doi
1 1 0
1 1 1
(¢c) A=1| 2 1 -1 (a0 autovalor 2, duplo, associa-se um tnico autovetor)
0 -1 1
1 1 1
(d) A= 2 1 -1 (ao autovalor 2, triplo, associa-se um tnico autovalor)
-3 2 4
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7. Agora pede-se que sejam revolvidos os seguintes sistemas de EDOs nao-homogéneos:

1 10 et
dX dX
(@) o = [ LS ] X () + EZ] () = = 10| X(6)+ | e
¢ ¢ 00 3 £ 3t
Respostas
x = —2e3t 4 22t _ 1 m—8—|—2t3+t4
2. (a 2 2 b 4
@ {25 E MY
) = T2
x) = a9 h
3 <a>{ 1= (b) { 2 = 2
xy = —4x1 + 332 + sendt ol = 1021 — 6aa + 35 + 2 + 1
o 1 1 1 1
4. (a) X = ¢ _4} e 3t + ¢y L] e?t (b) X =c1 |1| et +cp |2 el +c3| Ofe
L 1 1 -1
[ Hcost [ Hsent
5. (a) X =0 [2cost + sent} e | —cost + QSent}
B [ cos2t . sen 2t :
(b) X =c; | cos 2t +- sent] ¢t [ cos 2t + sen2t} €
[ 2 0 0
(c) X =c1 |—3| et +ca |cos2t| et +c3 | sen2t | et
| 2 sen 2t | — cos 2t
6. (a) X =¢ ﬂ et + ¢ ({ﬂ tet + B] et)
1 1 0
(b) X =cy |1]| e +co| Olet+ecg| 1]e?
1 -1 -1
-3 0 0 1
()X =c1| 4|et+ea| 1| e +es 1| te* + [0] e*
2 —1 -1 1
0 0 1 0 1 1
(d) X =c1 | 1| e +e L] te? + |0] e®* | + 3 1| 22 +2 |0 te®* +2 [0] 2
-1 -1 1 -1 1 2
4 3t 2| 3 12t — 43
7. () X =¢ [1 +c2 [ 1] et + A
0 _%6215 + %t@gt
(b) X =¢; —1 +co 1 e* +c3 [0 e+ | —el + Lte? + 1te?
1 %t2€3t
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