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UPf  Universidade Federal Fluminense LISTA 1 - 2012-1

] ) Dominio, curva de nivel e gréfico

EGM - Instituto de Matematica - s
de fungédo real de duas varidveis
GMA - Departamento de Matemaética Aplicada Dominio e superficie de nivel

de funcao real de trés varidveis

Nos exercicios 1. a 8. descreva e esboce o maior dominio possivel da funcao real de duas ou de
trés variaveis, isto é, descreva analiticamente e represente geometricamente o maior subconjunto do
R? ou do R? que torna a expressio que define a funcao, verdadeira em R.

a? —y° 5. f(z,y) =In(zy — 1)
L f(z,y) = 21y
6. f(z,y) = arcsen (z —y)
2. f(z,y) =Inzx+Iny
7. f(z,y,2) =y + /25 — 22 —y2 — 22

3. flz,y) = Vlz[ = |yl
8 f(xyz)=¢4_x2+\/9_y2
4 flz,y) =V1-a?—y? IR V1—22

9. Considere a fungdo de duas variaveis

f: DcR?® - R
(r,y) = z=flr,y)=2"+y°
definida em um subconjunto D de R%. Faca um esboco do gréafico de f em cada um dos trés
casos abaixo.
(a) D= {(z,y) € R%; 2% +42 < 1}.
(b) D={(z,y) eER*—1<a<+le —1<y< +1}
(¢) D= {(z,y) € R*%2?/4+y*/9 < 1}.

10. Considere a funcao
z=f(z,y) =In (" —-1).
(a) Escreva a equagao da curva de nivel de f que contém o ponto (8,2) e da curva de nivel que
contém o ponto (—2,3).

(b) Mais geralmente, escreva a equagao da curva de nivel de f que contém o ponto (a,b), com
b> —a.

(¢) Mostre que o valor de f sobre a reta y = —z + 2 é constante, isto é, que y = —x + 2 esta
contida em um conjunto de nivel de f.

(d) Mostre que o valor de f sobre a reta y = —x + 3 é constante, isto é, que y = —x + 3 estd
contida em um conjunto de nivel de f.

(e) Se, por um momento, f representasse um lucro e vocé fosse um empresdrio, em qual reta
vocé gostaria de estar: y = —x + 2 ou y = —x + 37 Justifique sua resposta.

Nos exercicios 11. a 18. esboce as curvas de nivel e o grafico da funcao dada.

1. flz,y) =8-2x -y 4. f(z,y) = Va2 +y? 17. f(m,y)—xzif
12. f(z,y) =a?—y 15. f(z,y) =e =V X

13. f(x,y) = 22> +y? 16. f(z,y) = zy 18. f(z,y) = 2
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19. Na figura (1) temos, respectivamente, o desenho das curvas de nivel das seis fungoes a seguir.
Faca a associacao destas seis curvas de nivel com cada um dos seis graficos apresentados na

figura (2).
(a) z = fi(z,y) = sen(zy)/(zy),
(b) 2= falw,y) =™ + e,
(c) z = fs(w,y) = 152y " V" /(a2 +1?)
(d) z = fa(z,y) = (zy* - 2%) /2,
(e) z = fs(z,y) = sen(v/a? +y?),
(f) z = folx,y) = (y* = 8y* —42?)/21
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Figura 2: Grafico de seis fungoes diferentes.
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20. w
21. w
22, w
23. w

24. f
25. f
26. f
27. f

28. f

33.

Nos exercicios 20. a 23. utilize os planos x = k, y = k e z = k para fazer um esboco da
superficie de nivel de cada uma das fungoes abaixo f associada ao nivel w = 0. Se preciso, leia
o comentario a seguir para resolver esses exercicios.

= f(z,y,2) =2* +y° — 1
= f(z,y,2) = 2% —y
= f(z,y,2) =22 +2—2
= flz,y,2) =yl — 2

Comentario: (Superficies cilindricas) Todas estas superficies de nivel tém algo em comum:
apesar de f depender de trés varidveis, apenas duas aparecem na expressao algébrica que define f.
Mais especificamente, temos

f: R} - R

, onde ‘RZ2 R,
(2,9,2) — w=f(z,y,2) = g(z,y) g

para o caso onde ¢é a varidavel “2” que estd faltando na definicao de f. Como vocé deve ter
percebido, para desenhar uma superficie de nivel w = k de uma funcao deste tipo, basta desenhar
a curva de nivel g(z,y) = k de g no plano zy e entao, sobre cada ponto desta curva, desenhar
uma reta perpendicular ao plano zy (veja a figura abaixo). Os casos onde a varidvel “z” ou
a varidavel “y” estao faltando sao tratados de maneira andloga. Estas superficies de nivel sao

denomlnadas superficies cilindricas.
z
flan) =k /J\
A

b dmy) =k
T V]
//
—~ v
/’_T
| IV

Figura 3: Uma superficie cilindrica.

Em cada um dos exercicios 24. a 31. chame de n o nivel da funcao dada e encontre todos os
possiveis valores de n. Chame de C,(f) o conjunto de nivel n de f e descreva analiticamente
todos os posssiveis conjuntos de nivel n da funcdo dada e ainda, se for possivel, represente-os
geometricamente.

f(z,y) = arcsen (zy) 29. f(z,y) = 7
fla,y) = a® +y* =27

VT -y
(l’, )—$+y+2 30. f(xvywzaw)_ ¥ —w
flx,y,2) =z —a% —y? 31. f(x,y) =ysenx
flz,y) = 2® + 3 32. f(x,y) = arctan (x2+y2)

O desenho de uma superficie esférica de centro em (0,0,0) e raio 1 pode ser o grafico de alguma
fungao z = f(z,y) de duas varidveis? Justifique sua resposta.
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34. As superficies de nivel da funcio w = f(x,y,2) = z — 22 — y? associadas aos niveis w = —2,

w =0 e w =2 podem se cortar? Justifique sua resposta!
35. Resolva as questoes abaixo.

(a) Considere a fungao w = f(x) = x2. Determine os conjuntos de nivel de f e represente-os
geometricamente no sistema de coordenadas adequado (reta, plano ou espago tridimensio-
nal).

(b) Considere a funcio w = g(z,y) = 2. Determine as curvas de nivel de g e represente-os
geometricamente no sistema de coordenadas adequado (reta, plano ou espago tridimensio-
nal).

(c) Considere a funcio w = h(z,vy, 2) = 2. Determine as superficies de nivel de h.

(d) Suponha que vocé chegue em uma sala de aula onde a unica sentenga escrita no quadro é:
“Faca um esboco do grdfico da funcdo w = x*”. Que desenho vocé faria?

36. Resolva as questoes abaixo.

(a) Faca o gréfico da funcio y = f(z) = 2?. Escreva uma funcio F': R? — R cuja curva de

nivel associada ao nivel 0 é igual ao grafico de f.

(b) Mais geralmente, dada uma fungio f: R — R, escreva uma funcio F': R? — R cuja curva
de nivel associada ao nivel 0 é igual ao grafico de f. O que vocé pode dizer a respeito das
curvas de nivel de F' para niveis diferentes de 07

(c) Seja z = f(z,y) = 2% + y?. Escreva uma funcio F: R? — R cuja superficie de nivel
associada ao nivel 0 é igual ao gréafico de f.

(d) Mais geralmente, dada uma funcdo f: R?> — R, escreva uma funcio F: R* — R cuja
superficie de nivel associada ao nivel 0 , é igual ao grafico de f. O que vocé pode dizer a
respeito das superficies de nivel de F' para niveis diferentes de 07

EXERCICIOS DE APLICACAO

37. Uma chapa plana de metal estd situada no plano xy de modo que a temperatura 7' (em °C) no
ponto (x,y) é inversamente proporcional & distancia da origem (0, 0).

(a) Descreva as isotérmicas, isto é, as curvas de nivel de T que representam pontos onde a
temperatura é constante.

(b) Se a temperatura no ponto (4,3) é 40°C, ache a equagao da isotérmica para uma tempe-
ratura de 20°C.

38. O potencial elétrico V' no ponto (z,y, z) é dado por
V =6/(x? 4 4% + 922)1/2,
(a) Descreva as superficies eqiiipotenciais, isto é, as superficies de nivel de V' que representam
pontos onde o potencial elétrico é constante.
(b) Ache a equagao da superficie eqiiipotencial V' = 120.
39. De acordo com a lei de gravitagao universal de Newton, se uma particula de massa mg estd na

origem (0,0,0) de um sistema de coordenadas xyz, entdo o médulo F' da forga exercida sobre

uma particula de massa m situada no ponto (z,y, z) é dada por

mo-m

F=G ———5—
224+ y? + 2%’

onde G é a constante de gravitagdo universal. F depende de quantas varidveis? Se mg =

1.9910%° kg e m = 5.9810%* kg, descreva as superficies de nivel da funcio resultante. Qual é o

significado fisico dessas superficies de nivel?



Lista 1 Calculo II -B- 2012-1 5

40.

41.

De acordo com a lei dos gases ideais, a pressao P, o volume V e a temperatura T de um gas
confinado estao relacionados pela equacao

P.V=kT,

para uma constante k. Expresse P como funcao de V' e T e descreva as curvas de nivel associadas
a esta funcao. Qual é o significado fisico dessas curvas de nivel?

A pressao atmosférica nas proximidades do solo em uma certa regido é dada por
_ 2 2
p(z,y) =a-z°+b-y* +c,

com a, b e ¢ constantes positivas. Descreva as isobdricas (curvas de nivel de p) para pressoes
superiores a c.

RESPOSTAS DA LISTA 1

[\)

o9

4.

10.

. R%2 —{(0,0)} 5. {(z,y) € R% zy > 1}
A@y) eR} z>0ey >0} 6. {(z,y) eR} z—1<y<az+1}
{(z,y) e R —|z| <y < ||} 7. {(z,y,2) € R% 2 +y* + 2% < 25}
{(z,y) €R% 2? +y° <1} 8. {(z,y,2) €R% |z[ <2, [yl <3, || <1}
2 3. 4
y y y
. x X I x
6 7. 8

a) pelo ponto (8,2), reta x +y = 10, pelo ponto (—2,3), reta z +y =1
b) x+y=a+b
() y=2—2= f(z,y) = f(z,2—2) =In(e**** — 1) =1In (e — 1) = constante
(d) y=3—z= f(z,y) = f(z,2—2) =In(e*"** — 1) =1In (e®* — 1) = constante
)y
G(t

(
(

(e) y = —x + 3. Podemos afirmar que In (e* — 1) > In(e? — 1) pois as funcdes F(t) = €' e
(t) = Int s@o estritamente crescentes.
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11. 12.
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13.

15.
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24. Co(f) = {(z,y) e R} -1 <ay<1leay=senn}, —zgngi n=0:retasz=0ey=0;

n > 0: hipérboles com focos na reta y = x; n < 0: hipérboles com focos na reta y = —x.

25. Cp(f) = {(:x,y, 2) €R3 2?2 +y% = 22 —|—n}, Yn € R, n = 0: cone de duas folhas, n > 0:
hipérboldide de uma folha, n < 0 : hiperboldide de duas folhas.

26. Cn(f) = {(z,y,2) e R% 2 +y+2z=n}, Vn € R, planos paralelos.
27. Co(f) = {(m, y,2) ER3 2 =22 + 92 + n} , Vn € R, paraboléides com vértices no eixo z.

28. Co(f) = {(z,y) eR*% 2?2 +y?* =n}, n >0, n=0: aorigem ((0,0)); n > 0: circunferéncias
com centro na origem e raio y/n.

29. Co(f) ={(z,y) eR%y#1exz=n(y—1)}, Vn€ER, retas furadas e concorrentes em (0, 1).

30. Cu(f) = {(:z:,y,z,w) ERYL 2>y zAwexr —y=n?(z— w)2} VYn € R, nao existe repre-
sentacao geométrica.

31. Cu(f) = {(:c,y) € R% ysenx :n},n ER,n=0:retasy =0, y = km,k € Z;n # 0: grafico de
Yy =mncscx.

32. Co(f) = {(z,y) e R*} 2%+ y* =tann},0 < n < 7/2, n=0: aorigem ((0,0)), n > 0: circun-
feréncias com centro na origem e raio y/tann.

24. 25. 26. 27.

32.

37. (a) Circunferéncias de centro na origem

(b) Circunferéncia de raio 10 com centro na origem

38. (a) As superficies equipotenciais, de poténcias k > 0, sao elipséides de semi-eixos a = —, b =

3
K

> o

ec= E nos eixos x, y € z, respectivamente.
(b) 40022 + 1600y? + 360022 = 1
39. Depende de 4 variaveis, a saber, as coordenadas x, y e z do ponto onde estd localizada a particula

e a sua massa m. As equagOes das superficies de nivel com forga escalar constante e igual a k

1
sao esferas de centro na origem e raios %(1.99)(5.98)1054.

40. As curvas de nivel sao semi-retas no sistema VOT', concorrentes na origem O, mas sem conter a
origem (V' > 0). As curvas de nivel representam gases com mesma pressao e diz que quando os
gases estao confinados sob pressao constante, o volume varia linearmente com a temperatura.
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41. As isobaricas de pressao k > ¢ sao elipses com centro na origem do sistema de eixos no plano e

- k—c k—c . .
cujos semi-eixos sao a = 4/ eb= 3 sobre o0s eixos x e y, respectivamente.
a
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UPf  Universidade Federal Fluminense LISTA 2 - 2012-1
EGM - Instituto de Matemética Limite e continuidade de
GMA - Departamento de Matemaética Aplicada de funcao real de varias variaveis

Em cada exercicio de 1. a 15. calcule L, o limite, quando existir. Caso contrario, justifique.

. lm 2TV 9. lim 2
" (@y)—(00) 22 + Y2 + 2 (0,0) /22 4 42
2. lim Sen Ty 10 i (z — 1)y?
) 0,0 x . 1m _—
(=00 @n)=(10) (& = 1)+
) x
3. lim )
0,00+ 1y ) 2z
11. lim 5 3
2 _ 42 (2,9,2)—=(0,0,0) T + Y= + 2
4. im s
(5,6)—(0,0) 82 + 12 sen (:r2 — y2)
12. im ————*~
. 3 4y + 22 (zy)—00)  T+y
D. lim 5 3
(@,9,2)—(0,0,0) * + y? + 23 1
13, lim e+? (27 4 ¢7)
, u? —2u+1 (x,y)—(0,0)
6. lim
(uw)—(1,1) u2 — v2 — 2u + 2v ) )
. ¥ (z+1)+(y—1)
3 _ 43 14. lim
~ s®—t @y)—01) 22+ (y —1)2
7. lim ——
(s,6)—(0,0) 82 + 2
23
3 I 1 15. im @—
. 1m - . 4 ) 070
(y)—(0,1) 2% +y — 1 (=00 (@2 + y2)?
Nos exercicios 16. a 20. obtenha o maior subconjunto do R? ou R3, no qual a funcéo é continua.
16. fla,y) = Y 19. f(z,y,2) = V2 —a? —y? - 22
r—y
17. f(z,y) =23 +y* +ay 22y
——; (=, 0,0
18, flz,y,2) = -0 (zy) 4 cos(zy) 20. flz,y) =< a2+4? (@) #(0,0)
T a2 +y? 422 —4 0; (z,y) = (0,0)
x - 1y?

0,0
21. Considere a fungao z = f(z,y) = { 22 + y* se (z,4) # (0,0),
0 se (z,y) = (0,0).

(a) Mostre que fi(t) = f(t,p) e fa(t) = f(p,t) sdo fungdes continuas em ¢ para cada valor de
p fixo.

(b) Mostre que f, por sua vez, nao é continua em (0, 0).

1
22. A funcao f tal que f(z,y) = ﬁ é continua?
r+y—

23. Dé trés exemplos de funcdes continuas e trés exemplos de funcdes descontinuas definidas em R2.



Lista 2 Calculo II -B- 2012-1 10

RESPOSTAS DA LISTA 2 (Com indicagao ou resumo de algumas resolugoes)

[N

S A

=

10.
11.
12.

13.

14.

15.
16.
17.
18.
19.
20.

21.

22.

L =0. (Podem ser aplicadas as propriedades algébricas de limite).

L = 0. (O numerador e denominador podem ser multiplicados por y, depois separa-se como produto de
dois limites. Para calcular um desses limites, toma-se u = zy e a propriedade que relaciona (x,y) — (0,0)
com u — 0, e aplica-se o limite trigonométrico fundamental).

A L, pois tendendo-se pelas curvas 1 (t) = (¢,0) e v2(t) = (0,%),¢ > 0, os limites sdo diferentes.
A L, idem ao 3.
A L, pois tendendo-se pela curva v(t) = (¢,0,0),t > 0, o limite tende a +o0o0 (ou ¢t < 0, tende a —oc0).

A L, pois tendendo-se pela curvas 1 () = (t+1,1) e y2(t) = (1,t+1),¢ > 0, os limites sdo diferentes. u =
x(y — 2) e a propriedade que relaciona (z,y) — (1,2) com u — 0, e calcula-se um limite trigonométrico).

L = 0. (Escrevendo como diferenca de limites, em cada um pode ser aplicado o teorema do anulamento).
A L, pois tendendo-se pela curva v(t) = (0, + 1),¢ > 0, o limite tende +oo (ou t < 0, tende a —0o0).

A L, pois tendendo-se pela curva v(t) = (0,1), esse limite ndo existe.

L = 0. (Pode ser aplicado o teorema do anulamento).

L = 0. (Pode ser aplicado o teorema do anulamento).

L =0. (O numerador e denominador podem ser multiplicados por = — y, depois separa-se como produto
de dois limites. Para calcular um desses limites, toma-se u = z? — y? e a propriedade que relaciona
(z,y) = (0,0) com u — 0, e aplica-se o limite trigonométrico fundamental).

A L,L — 400, toma-se u = 22 + y? e a propriedade que relaciona (x,y) — (0,0) com u — 0, e aplica-se
a regra de L’Hopital.

L = 1. (A fungao pode ser escrita como soma de duas fungoes, uma delas é simplificada e igual a 1. Para
calcular o limite da outra func¢éo pode ser aplicado o teorema do anulamento).

A L, pois tendendo-se pela curva v(t) = (¢,0), esse limite nao existe.
{(z.y) € R z #y}
R2
{(z,y,2) e R3 a? +y? + 22 £ 4}
{(z,y,2) e R% 22 + 4% + 22 <2}
RQ
t-0
(a) Para p =0 tem-se f1(0) = f(0,0) =0 e parat#0, fi(t) = f(¢,0) = =0, logo fi(t) = 0,Vt,

1240
donde conclui-se que f;(¢) é continua (fungao constante nula é continua).

t-p?
Para p # 0 tem-se f1(t) = f(t,p) = e
pois é quociente de fungoes polinomiais em ¢, que sao continuas.

e como t2 + p* # 0,Vt conclui-se que fi(t) é continua

Analogamente, f5(t) é continua.
(b) A L, pois tendendo-se pelas curvas v1(t) = (¢,0) e v2(t) = (¢2,t), os limites sdo diferentes. Se nio
existe o limite em (0,0) entdo f néo é continua em (0, 0).

Sim. E quociente de continuas (a fungdo do numerador é continua porque é constante e a fungao do
denominador é continua porque é composta de continuas).
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VP Universidade Federal Fluminense LISTA 3 - 2012-1
EGM - Instituto de Matemética Derivadas parciais. Diferenciabilidade.
GMA - Departamento de Matemética Aplicada Plano tangente. Diferencial total.

Nos exercicios 1. a 8. determine as derivadas parciais da funcao dada.

L flz,y) = (2° +¢°) (z —y) 5. f(z,y) = /y e dt
2. f(z,y) = sen(x +y) + cos(x — y) ’

e
1‘2 6. f(x7y7z):€y_ez
3. f(z,y) = arcsen <2>
Y 7. w= f(z,y,2) = (i + 22"
y
4. f(z,y) = / cost dt _ _ cos(v)
; 8. w= f(r,s,v) =(2r+3s) .
0 0 0
9. Mostre que se w = 22y + y?z + 22z entdo e + = + o (x+y+ 2)2.
Jor Oy Oz
10. Calcule as derivadas parciais de f no ponto (3,7/4), onde f(z,y) = In(z tany).
R - — of of | |
. Seja f(x,y) = /14 — 22 — y2. Calcule %(1,3) e 8—y(1,3) e interprete geometricamente.
oy’ ) )
12. Dada a fungao z = / el dt, calcule —2(1,2) e —2(1,2).
. ox oy

13. Na figura (1) encontram-se os gréficos de trés fungoes de duas varidveis:

f, 8f/ox e Of/oy.

Em (c) estd o grafico de f. Identifique os outros dois gréficos.

23— o2
14. Mostre que no ponto (0,0) a funcao f(z,y) =< 22+ y2; (z,y) # (0,0)
0; (z,y) = (0,0)

nao é continua, nao tem uma das derivadas parciais e nao é diferenciavel.

2zy
15. Mostre que no ponto (0,0) a fungdo f(z,y) = 2+ y?’ (z,y) 7 (0,0)
0; (z,y) = (0,0)

nao é continua, nao é diferencidavel, porém tem derivadas parciais.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

3
Mostre que no ponto (0,0) a fungao f(z,y) = m; (@) #(0,0)
0; (z,y) = (0,0)
é continua, tem derivadas parciais, mas nao é diferenciavel.
zy (2" —y°)
Mostre que a fungao f(z,y) =  22+¢2 (,y) # (0,0) ¢ diferenciavel.
0; (z,y) = (0,0)
4
Mostre que a funcao f(z,y) = m; (z.y) # (0,0) é diferencigvel.
0; (z,y) = (0,0)
2
Determine o conjunto dos pontos onde f(z,y) = m; (z,y) # (0,0) é diferencidvel.
0; (z,y) = (0,0)
2,2 1
Seja f(x1) (2% 4 y?) sen oL (z,y) # (0,0
0; (.TU, y) = (07 0)
(a) Calcule f, e fy (c) Mostre que f; ndo é continua.

(b) Mostre que f é derivavel em R?

A funcdo f(z,y,2) = V22 + y2 + 22 é de classe C! em (z,y,2) € R3? Justifique.

A fungdo f(z,y,2) =In(l —2 —y — 2) é de classe C! em (x,y,2) € Ds? (D é o maior dominio
possivel de f contido no R3). Justifique.

Diga se as afirmativas sao verdadeiras ou falsas. Justifique as que forem verdadeiras e dé um
contra-exemplo para as falsas. Assuma que f : R® — R, n > 2, o dominio D; é aberto e
XoeD f-

—
5

Se f é continua em X entao f é derivavel em Xj.

—~
o

Se f é continua em X entao f possui as derivadas parciais em Xj.

Se f possui todas as derivadas parciais em X entao f é continua em Xj.

o~
A o

Se f possui todas as derivadas parciais em X entao f é derivavel em Xg.

Se f é continua e possui todas as derivadas parciais em X entao f é derivavel em Xj.

—_
@

Se f é derivavel em X entao f possui todas as derivadas parciais em Xg.

Se f é derivavel em X entao f é continua em X.

—_— O e T M N L D

N
=

Se f é derivavel em X entao todas as suas derivadas parciais sao continuas em Xg.

—~
[

Se f possui todas as derivadas parciais continuas em Xy entao f é derivavel em Xj.

P
.

Se f nao possui uma da derivadas parciais em X entao f nao é derivavel em Xg.

(k) f possui todas as derivadas parciais continuas em Xy < f é derivdvel em X.

Se f(z,y) = arctan(z — 2y), determine as equacoes do plano tangente e da reta normal ao gréfico
de f no ponto (2,1, f(2,1)).

x
Seja f(x,y) = xcos —. Mostre que os planos tangentes ao grafico de f contém a origem.
Yy

Determine a equagao de um plano que seja paralelo ao plano z = 2x 4 3y e tangente ao grafico
da funcdo f(z,y) = 22 + xy.
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

Seja z = ze® Y,

(a) Calcule um valor aproximado para a variagdo Az em z, quando se passade x = ley =1
para xz = 1,01 e y = 1,002.

(b) Calcule um valor aproximado para z correspondente a x = 1,01 e y = 1,002.

Use uma fungdo apropriada e calcule um valor aproximado para +/(0,01)2 + (3,98)2 + (2,99)2.

2
A energia consumida em um resistor elétrico é dada por P = —. Se V' = 100 volts e R = 10 ohms,

calcule o valor aproximado para a variacao AP, quando V decresce de 0,2 volts e R aumenta de
0,01 ohms.

Em um setor circular, o angulo central é 80° e o raio é 20 cm. Reduzindo-se o angulo de 1°, qual

deve ser o acréscimo no raio para que a area fique aproximadamente inalterada?
2

p . T .
Lembrete: area do setor circular = TR 0 em radianos.

Determine o erro relativo maximo (aproximado) no calculo do periodo 7" de um péndulo simples,

l
através da formula T = 271'\/7 , sendo o erro relativo en [ igual a 1% e em g igual a 3%.
g

EXERCICIOS DE APLICACAO

A anélise de certos circuitos eletronicos envolve a férmula
\%
b
VRZ4+ 1?2 w

em que I é a corrente, V' a voltagem, R a resisténcia, L a indutancia e w uma constante positiva.
Calcule e interprete 0I /JOR e 01/0L.

Em um dia claro, a intensidade da luz solar as ¢t horas apds o nascente e a profundidade oceanica
de x metros, pode ser aproximada por

I(x,t) = Iye "% sen®(nt/D),

com Iy a intensidade da luz solar ao meio-dia, D a quantidade horas do dia com luz solar e k uma
constante positiva. Se Ip = 1000, D = 12 e k = 0.10, calcule e interprete as derivadas parciais
0I /0t e I /Ox quando t = 6 horas e x = 5 metros.

Quando um poluente tal como 6xido nitrico é emitido por uma chaminé de h metros de altura,
a concentragao C(z,y) (em p/m?) do poluente em um ponto P situado a y metros acima do
chao e cuja projecao ortogonal sobre o chao estd a x quilometros da base da chaminé pode ser

representada por C’(x,y) = % (efb(y*h)2/12 4+ e b (y+h)2/gg2)
T

em que a e b sao constantes positivas que dependem das o °
condicoes atmosféricas e da taxa de emissao do poluente ‘
(veja a figura).

Suponha que O(z, y) = 2;)720 <670.02 (y—10)2/a® | ,—0.02 (y+10)2/x2> _

Calcule e interprete 9C'/0z e 9C/0y no ponto P = (2,5).
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RESPOSTAS DA LISTA 3 (Com indicagao ou resumo de algumas resolugoes)

1.

2.

10.

11.

12.
13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

fm = 423 + y3 - 3:c2y 6 f _ et f _erty B et Tz
fy=—o"+3y*r —dy’ T e —er? Y (e —e2)? T (ev —e7)?
fo =cos(x +y) — sen (z —y)
T
fy = coslz + y) + sen (& — 1) 7w, = (2 4 22) I (2 + %)
I = 27 ; —2x2 wy = 2zy (y* + zz)mil, w, = 2zz (y* + 22)9571
= T y = T
Vyt—at y/yt -t
fo=—cosx, f,=ocos 8. w, = 2cos(v)(2r + 3s)cos()~1
v L v 2y = 3cos(v)(2r 4 3s)cos(v)~-1
Jo=—e", fy=e"Y w, = —sen (v) In(2r 4 3s)(2r + 35)°°5(*)

Calculando as derivadas parciais, somando e simplificando, chega-se ao termo do lado direito da equagao.
1
z\ L, = —3 x33 4:137 ) = ) 3’ 4)=2
foles) = 75 L@ =175 () = 2o f6./4)

— . L —y

3
fm(%l/) = \/ﬁ, fm(173) = y fy(x,ll) = \/ﬁ; fy(173) = D)
<

Seja r a reta tangente ao grafico de f no ponto (1,3), r no plano y = 3. Como f,(1,3)
r e 0 semi-eixo positivo Ox é maior que 90°.

Seja s a reta tangente ao grafico de f no ponto (1,3), s no plano z = 1. Como fy(1,3) < 0, o angulo entre
r e 0 semi-eixo positivo Oy é maior que 90°.

ze(z,y) = 2we” TV — e 2,(1,2) = —e+ 265 zy(x,y) = 2ye” TV 2,(1,2) = 4eb.
(a) 0f /oy (b) Of [Ox

A (13%1) flz,y) definjsao f néo é continua em (0, 0)
3 £,(0,0) =1 A £,0,0).

A hm flx,y) e ¢ 130 6 continua em (0,0) %™ f ndo ¢ diferencidvel em (0,0).

afx(o 0)=0 e3 £,(0,0) =0.

tany

0, o angulo entre

teorema

f néo é diferencidvel em (0,0).

El(lér(r)l) f(z,y) =0= f(0,0) RSt £ 6 continua em (0,0). 3 f.(0,00=1 e 3 f,(0,0)=0.

Verificando a diferenciabilidade de f em (0,0): podemos aplicar o coroldrio de um teorema (diferenciavel
= existéncia das derivadas parciais), no calculo do limite do erro da defini¢ao de diferenciabilidade ,

erro(h,k;) _ f(0+h,0+k) _f(070) _hfw(oao) _kfy(gao) _ _hk2
N NE (h2 + k2)>
_hk2 erro(h k) coroldrlo
Ilm @ — = lim ——2<2 nao ¢é diferenciavel em (0,0
A (h,k)—(0,0) (hg n k2)3 E(h,k)a(o,o) Vh? 4+ k2 / ( )
erro(h k) . hk (h3 - kS) corolario . .
+(0,0) = 0,0) =0, lim lim ——=~==0 = é diferencidvel em
12(0,0) = £,(0,0) (hk)—(0,0) VI2Z £ K2 (hyk)—(0,0) (h2 + k2)? / v
(0,0).
h k h4 corolario

Para (z,1) = (0,0) : £,(0,0) = f,(0,0) =0, arob k) _ () g e f

lim im  ———t
(hk)—(0,0) VAZ + k2 (hk)—(0,0) (h2 + k2)®
é diferenciavel em (0,0). Para (x,y) # (0,0): f é diferencidvel pois é quociente de fungoes diferencidveis.

Diferencidvel em R? — {(0,0)} pois V(z,y) # (0,0), f é quociente de fungoes diferencidveis e para (z,y) =

teorema

(0,0), A (hm) flz,y) 4% £ 130 6 continua em (0,0) =" f nao é diferencidvel em (0,0).
0,0

2z 1

(a) f&L‘('ray) = 2z sen 2 +y2 B 22 +y2 cos 22 +y2§ (z,y) 7é (0,0)
0 () = (0,0)
2y 1
Loy = W ET T m S Ee @ # 00
0 (2,) = (0,0)
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21.
22.
23.

24.
25.

26.
27.
28.

29.

32.

33.

34.

(b) VY(x,y) # (0,0), f é diferencidvel, pois é quociente de fungoes diferencidveis e para (z,y) = (0,0),

erro(h, k) . 1 corolério JORT .
— = 1 Vh%+ k2 —— =0 = dif ivel 0,0).
(000 VIE TR koo T R 1 & diferencidvel em (0,0)

(¢) Tomando o limite de f.(z,y) pela reta y(t) = (¢,t), quando t — 0, f.(t,t) oscila entre +00 e —o0, logo

lim  f.(x,y) definjsao f néo é continua em (0, 0).
(2,y)—(0,0)

Nio, pois Af.(0,0,0) (ou Af,(0,0,0) ou Af.(0,0,0)) “=" f nio é de classe C' em (0,0,0).
Sim, pois f é composta de funcoes de classe C!.

(a) Falsa. Contra-exemplo: f(z,y) = |z + y| ou exercicio 16.

332

(b) Falsa. Contra-exemplo: f(z,y) = |z + y| ou f(x,y) = \/W; (z,9) # (0,0) .
0; (z,y) = (0,0)

Falsa. Contra-exemplo: fungao e ponto do exercicio 15.

Falsa. Contra-exemplo: funcoes e respectivos pontos dos exercicios 15 e 16.

Falsa. Contra-exemplo: fungéo e ponto do exercicio 16.

Verdadeira. E um teorema provado logo apds a definigao de diferenciabilidade.

)
)
)
) ,
(g) Verdadeira. E um teorema provado logo apds a defini¢ao de diferenciabilidade.
(h) Falsa. Contra-exemplo: fungao e ponto do exercicio 20.

) Verdadeira. E o teorema da condicao suficiente para diferenciabilidade.

)

Verdadeira. E a contra-reciproca do teorema: f derivavel em Xy = f possui todas as derivadas
parciais em Xj.

(k) Falsa. Vale a =, que é o teorema da condigdo suficiente de diferenciabilidade, mas néo vale a <,
conforme o iem (h).

Plano tangente: z = (x — 2) — 2(y — 1). Reta normal: (z,y,2) = (2,1,0) + A(1,—2,—-1), A € R.

A equagdo do plano tangente em VY (zg, yo, f (z0,%0)), Yo #0 §é

2

x T x X x
z= (—O sen =2 + cos 0) T+ (g sen 0) y, que é satisfeita por (z,y, z) = (0,0,0).
Yo Yo Yo Yo Yo

z=-3+2(x—-3)+3(y+4).
(a) 0,026 (b) 1,026

Sendo f(x,y,2) = /x% + y% + 22, entédo

V(0.01)2 + (3.98)2 + (2.99)2 = f(0+0.01, 4 —0.02, 3 —0.01) ~ 4,978.

-5 30. 0,125 cm 31. 2%

ol —RV - - o A

RS T representa a taxa da variacao da corrente I em relacao a variagao da resisténcia R.
(R2 + L*w)®

ol —2wLV

T $, representa a taxa da variagao da corrente I em relagao a variagao da indutancia L.
(R? + L2w)®

ol —05 L . . ~ s L

8—(5, 6) = —100e~"-° e representa a taxa de variagdo da intensidade de luz solar em relagio & variagao da

4
profundidade no nivel de profundidade 5 metros, apds 6 horas do amanhecer.
ol

E(S’ 6) = 0 e representa a taxa de variacdo da intensidade de luz solar em relacdo a variacdo do tempo
apés 6 horas do amanhecer, no nivel de profundidade 5 metros.

oC

8—(2, 5) = —-125 (3.5 e 0125 _ 0.5 6_1'125> ~ —36.5801 e representa a taxa de variacao da concentragao
i

do poluente em relagao a variacao da distancia x, quando = = 2 quilometros e a altura é 5 metros.

aC

—(2,5) = =25 (6*0'125 — 36*1'125) ~ —0.2287 e representa a taxa de variacdo da concentracao do
dy

poluente em relagao a variacao da altura y, quando x = 2 quilometros e a altura é 5 metros.
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UPf  Universidade Federal Fluminense LISTA 4 - 2012-1

EGM - Instituto de Matemética Derivadas parciais de ordem superior
GMA - Departamento de Matemaética Aplicada

1. Calcule todas as derivadas parciais de terceira ordem da funcao de producao @Q = 4K 3/ALA Use o
teorema de Schwarz para acelerar o processo.

2. Uma fungao z = f(z1,...,2,) é harmonica se ela satisfaz a equacao de Laplace
622+822+ +822 0. Most e F(z,y) 3 _ 3002 6 harmoni
— + =5 +...+ =— = 0. Mostre que a funcdo z = f(z,y) = ° — 3zy* é harmonica.
0x? 03 ox2 q ¢ Y Y

Quais das fungoes dos exercicios 3. a 8. satisfazem a equacao de Laplace?

3. z= f(x,y) =In/22 + 42 6. 2= f(z,y,2) =e"seny + eYsen z.
4. z = f(z,y) = 22 — 2. 7. z = f(x,y) = arctan(x/y)

5. 2= f(z,y) = > + 32%y. 8. z = f(x,y) = In(x/y).

9. Verifique que v = sen (k) - sen (ak t) satisfaz a equagdo da onda gi;) = aQZ;Z.

10. No estudo da penetracao da geada em uma rodovia, a temperatura 71" no instante ¢ e a profundidade z

pode ser dada aproximadamente por T' = Tpe 7 sen (wt —Az), em que Tp, w e A sdo constantes.
oT O*T

Mostre que T satisfaz a equac¢ao unidimensional do calor: = k 922 com k = 2 \?/w.
z

EXERCICIO OPCIONAL

11. O objetivo deste exercicio é examinar uma funcio de classe C! para a qual a tese do teorema de Schwarz falha:
as derivadas parciais mistas nao sdo iguais. Seja

{”M se (2,9) # (0,0),

z=f(z,y) = 22+y?

0 se (z,y) = (0,0).

(a) Prove que f se anula sobre os eixos z e y. Conclua entdo que (9f/92)(0,0) e (0f/dy)(0,0) sao iguais a

Z€rTo.

(b) Calcule 9f/0x e f /0y para pontos (z,y) # (0,0) e conclua que (9f/0x)(0,y) = —y e (0f/Jy)(x,0) = .
92 f o (of 52 (0,y) — 51(0,0)

(c) Mostre que ayW(O,O) =3y (8x> (0,0) = 3}% =0 =-1
Pf D oy . g0 =300

(d) Mostre que 910y (0,0) = . (6—1/) (0,0) = ilgb po =+1

e conclua que as derivadas parciais mistas de f nao sao iguais em (0, 0).
(e) Calcule (0% f/0x0y)(x,y) para (z,y) # (0,0).
(f) Use o item anterior para mostrar que (9f2/0xdy)(x,x) = 0 para z > 0.

(g) Conclua que (9%f/0z0y)(z,y) é descontinua na origem (0,0) e assim f ndo é uma fungao de classe C2.
Logo a hipétese do teorema de Schwarz (a saber, f é uma funcio de classe C?) nao se verifica.

RESPOSTAS DA LISTA 4

1. Q, = 3K‘1/4L1/4; Q, = K3/4L_3/4; Qur = —(3/4)K‘5/4L1/4 . Q,, = —(3/4)K3/4L_7/4;
Quux = (I5/16)K=94LVA Q= (21/16)K3/AL~ V4 Q,, = Q,, = (3/4)3K~1/AL=3/4;
Quix = Quixc = Quacr = —(B/16)3K LT Q) = Qupey, = Quuye = —(9/16)3K 1L/

3. Sim 4. Sim 5. Nao 6. Sim 7. Sim 8. Nao
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UPf  Universidade Federal Fluminense LISTA 5 - 2012-1

EGM - Instituto de Matemdtica Polinémio de Taylor
GMA - Departamento de Matematica Aplicada

1.

. Use o polinémio de Taylor de ordem dois de f(z) = =z

Aproxime f(x) = e® em torno de a = 0 com um polinémio de Taylor de grau trés e com um
polinémio de grau quatro. A seguir, calcule os valores destas aproximagoes em x = 0.2 e x = 1.0
e compare com os valores corretos.

3/2 no ponto a = 4 para obter uma

aproximacio de (4.2)3/2.

. Calcule os polinémios de Taylor de ordem um, dois e trés da fungdes y = f(z) = Va + 1 em

a =0 e da fungdo y = g(z) = In(z) em x = 1. A seguir, calcule os valores destas aproximagoes
em z = 0.2 e z = 1.0 e compare com os valores corretos.

Calcule os polinémios de Taylor de ordem um e dois das fungoes abaixo nos pontos indicados.

(a) f(z,y) =x/(1+y) em p'= (0,0).
d) flx,y,2) =z /49 /2204 em p= (1,1,1).

. Use o polinémio de Taylor de ordem dois em p = (1,1) para aproximar f(z,y) = z'/?y'/? em

7= (1.2,0.9).

RESPOSTAS DA LISTA 5

1.

p3(x) =1+a+22/2+23/6 e ps(x) =1+ 2+ 22/2 4+ 23/6 + 21 /24. p3(0.2) = 1.221333333.. . .,
p3(1.0) = 2.6666666 ..., ps(0.2) = 1.2214 e ps(1.0) = 2.70833333 ... ..

. pa(x) =8+ 3(x —4) +3(z —4)%/16 e pa(4.2) = 8.6075.

. Para f(z) = 1+ z temos p1(z) = 14+2/2, p2(z) = 1+2/2—2%/8, p3(x) = 1+x/2—22/8+23/16,

p1(0.2) = 1.1, p2(0.2) = 1.095, p3(0.2) = 1.0955. Para g(x) = In(z) temos pi(z) = = — 1,
pa() = (2— 1) (2 12/2, py() = (2—1)— (2~ 1)2/2+ (2~ 1)%/3, p1(1.2) = 0.2, po(1.2) = 0.18
e p3(1.2) = 0.182666666 . . ..

(a) pi(z,y) =z epaz,y) =2 —x-y.

(b) pr(x,y,2) = /4 +y/2+ 2/4 e pa(x,y,2) = /4 +y/2+ 2/4 — 322 /32 + 22/16 + 2y /8 —
322/32 — y%/8 +yz/8.

Cpaxy) =22+ y/2— (. —1)2/8 — (y—1)2/8+ (2 — 1)(y — 1)/4 e p2(1.2,0.9) = 1.03875.
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UPf  Universidade Federal Fluminense LISTA 6 - 2012-1

EGM - Instituto de Matemética Regra da cadeia
GMA - Departamento de Matemaética Aplicada

1.

10.

11.

12.

13.

14.

. Sejaz=xf (Q) —g (y), onde f e g sdo de classe C' em R. Mostre que z, + J zy=f (—)
x T T

. Seja w = 2% + y? — 22,

. Seu—a:mf<

Se f(z,y) =€, g(t) =cost, h(t)=sent e F(t)= f(g(t),h(t)), calcule F'(0).
ow

ow
. Calcule — e — para w=ay+yz+xz, v=7r y=rcost, ez=rsent.

or ot

Y
Ry

. Um ponto se desloca sobre a curva © = 2sent, y = Tcost —3, z = f(2sent,7cost — 3), onde

f(z,y) = /49 — 22 — y2. Qual a componente vertical (em z) da velocidade no instante que o
ponto estd na posigao (x,y,z) = (2, —3, 6)?

. O que esté errado com o seguinte argumento?

Suponha que w = f(x,y) com y = z2. Pela regra da cadeia,

ow _Odw 0z  Odw Jy ow  Ow ow

9r Oz 0z Oy 0z Oz oz dy
Assim, 0 =2z - (Qw/dy), de modo que dw/dy = 0.

2 x=psenpcosf, y=psengsenf e z= pcosyp. Calcule Wy, Wy € Wy.

Se w = f(z,y), f derivdvel em R? x =rcosf e y=rsend, mostre que w? + ws = w; +%
r2

ou 0 Ou
) f diferencidvel em R3, mostre que z — + vy a—u + 2z Lg—"

ox

y T oz
x 2 x

. Sejam ¢ e h funcbes de classe C' em R? e f(z,y) = (g(z,y))"®¥. Assuma que g(1,2) =

2, h(1,2) = -2, g,(1,2) = -1, g,(1,2) =3, hy(1,2) =5 e hy(1,2) =0. Encontre f,(1,2) e
fy(1,2).

y 0 0
Seja w :/ et’ dt, r=rs* e y=rts. Calcule av e 9

" or ds’
Considere as funcdes f,g e h tais que f(z,y) = (zy,2* +y,z—y), g(u,v,w) = 2win(uv) e
h(s) e R, s€R. Seja H(z,y) = (hogo f)(x,y), h derivavel em R.

OH
(a) Para ser possivel calcular a—(l, 3), para que valor de s é preciso conhecer h/(s)?
T

OH
(b) Supondo que para o valor de s do item anterior, h'(s) = 5, calcule %(1, 3).

Mostre que a funcao u(x,t) = F(x + ct) + G(z — ct), onde c é constante e F, G sdo de classe C?
2u , 0%u
=c"'—.
ot Ox?

A distribui¢do da temperatura de um disco com centro na origem é dada por T'(z,y), T de

2T T 2
classe C? em R2. Sabe-se que ;yax(x,y) =0 e a—(a:,y) = 2. Calcule %eg(p, 6), sendo

Ay
U(p,0) =T(pcosb,psend).

em R, é solucao da equacao da onda

2
Seja g(u,v) = f(u+v,uv), f de classe C? em R?, z = u+v, y = uv. Calcule gg(l, 1)e 889 (1,1),
u v

sabendo que fx(27 1) = 3’ fy(2a 1) = 73, fx:c(27 ]-) = 07 f:):y(27 1) = fy:c(27 ]-) = ]-a fyy(27 1) =2
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15.

16.

17.

Se a,b, c e k sdo constantes, mostre que w = (a cos cx + bsen cx)e*kczt satisfaz a equacao do calor
ow 0%w
— =k—
ot Ox?
Sejam z = z(z,y), 2 de classe C? em R?, x = e%cosv e y = e“senv.
0%z 0%z 0%z 0%z
Suponha que — + — = 0. Calcule — + —
ponha que 55 + 52 w2 "o
2 2 0% f 62 f
Suponha que f € C* em R*, ¢ # 0, ¢ constante e f(x,t) satisfaz a equacado 52 =€ 9.2
x

Determine constantes m, n, p e g para que g(u,v) = f(x,t), onde x = mu +nv, mn #0 e
2

t = pu + qu, pq # 0, satisfaca a equagao =
Oudv

RESPOSTAS DA LISTA 6 (com indicagao ou resumo de algumas resolugoes)

1.
2.

3.

F'(0)=1
w, =1(2sent + 2cost + sen (2t), w; = r?(cost — sent + cos 2t)
1
Aplicando a regra da cadeia e simplificando, z, = f (Q) —g~f’ (Q) +g'9' (ﬂ) e zy=f <£) -9 (Q)
) T x x

x x X
Substituindo z, e z, na expressao do lado esquerdo da equacdo e simplificando, verifica-se que é igual a

expressao do lado direito da equagao.

B ow . - .
Nao é possivel “cortar” os termos — que aparecem dos dois lados da equacao pois, apesar de aparente-

x
mente serem iguais, tém significados diferentes. O termo do lado esquerdo é a derivada parcial da funcao
composta e o do lado direito é a derivada parcial da fungao externa na composta.

6. w, = —2pcos(2¢); w, = 2p*sen (2¢); wy = 0.

7. Aplicando a regra da cadeia, w, = wy-cos@+w,-senf e wy = wy-(—rsend)+w, - (rcosf). Substituindo

10.

11.

12.

13.

14.

15, —

16.
17.

w, e wy na expressao do lado direito da equacao e usando simplificacao trigonométrica, verifica-se que é
igual a expressao do lado esquerdo da equagao.

Sejar = %; s = g; t= 2 e v = f(r,s,t). Aplicando a regra da cadeia para calcular as derivadas parciais,
multiplicando-as pelos termos indicados na expressao do lado esquerdo da equacao e simplificando, obtém-se
22 am g (L0 T 002 Qv 0wy Qv Ou e (E Ov 2 v

or or  z Os wat’yay_ o "oz z O0s x Ot)
Somando e simplicando, verifica-se que é igual a expressao do lado direito da equagao.

145In2 5 In2 3
f’I‘(]‘?2) s fJ ( )771-
W, = 75467‘28 +4r3s erts? W = —4rg3er’st + rer®s?
0H
(a)s=—4In12  (b)— o (1,3) = =30+ 10In12.
a2u " 2 " 2 2 aQU 2 " " P :
Tl =F"(z+ct) () + G"(x — ct) (?); ¢ 92 = ¢ (F"(x + ct) + G"(x — ct)). Sao iguais.
x
T T
—2psenf — (pcosh) - g—(pcos 0, psen) + (p? sen26) - Z—Q(pcos 0, psend)
x x
dg 0%g
1,1 0; 1,1)=1

8u< ) =0 8u8v( 1)
w ke, OPw 2 2 —kc?t PPN
T (acoscr+bsencr) (—kc?) e~ e k8x2 = k(—ac? cos cx —bc? sen cx)e™ "¢t comparando, sdo iguais.
=0

Existem véarias respostas, pois mn + ¢?pg = 0 e np + mq = 0 sdo condicdes suficientes. Por exemplo,
1 1
'fTL:n:].7 q:C*Q,pzfcf2
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VP Universidade Federal Fluminense LISTA 7 - 2012-1
EGM - Instituto de Matemadtica O gradiente e as curvas e superficies de nivel
GMA - Departamento de Matematica Aplicada Reta normal. Reta e plano tangente

1. A figura 1 mostra uma porg¢ao de um mapa da regiao sul de Minas Gerais onde estao indicadas
as curvas de nivel da funcao altura h com relacao ao nivel do mar. Existe uma linha grossa para
cada 100 m de elevagdo e uma linha fina em cada intervalo de 20 m. Considere os pontos A,
B, C, D e F no mapa. As setas indicam o vetor gradiente de h no ponto indicado. Diga se as
relagoes abaixo sao verdadeiras ou nao, marcando um “V” se a relacao for verdadeira e um “F”
se ela for falsa.

() WC) = nE), () nA) > hO)

() A > o () 5@ > o

() 2B o< o ) Py«

() gy > o, () GE < o

() ) > P, () 2B > L)
g

- WA

S/

Figura 1: Mapa de contorno de uma regiao no sul de Minas Gerais.
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2. Seja f(x,y,z) =z —e€e"seny e P = (In3,37/2,2). Obtenha:
(a) VF(P) (b) A equacao de S, a superficie de nivel de f que contém P
(¢) A equagao da reta normal & S em P. (d) A equagao do plano tangente a S em P.

3. Determine a equacio do plano tangente e da reta normal & superficie 2% + xy? + 9> + 2 +1 =0,
contendo o ponto P = (2,—3,4).

4. Determine a equagao do plano tangente e da reta normal & superficie sen (xy) + sen (yz) +

sen (zz) = 1, contendo o ponto P = (1, g, 0).

5. Descreva parametricamente a reta tangente a curva de intersecio das superficies 22 +y2+22 = 49
e x?+ 9% = 13, no ponto (3,2,—6) (Sugestdo: observe que essa é a reta de intersecio dos
planos tangentes aos graficos das superficies, em P).

6. Seja S; o grafico da funcao f : R? — R e Sy a superficie de nivel 0 de F(z,y, 2) = 22 —y + 2°.
SejaC=51NS2 e P=(1,2,1) € C. Determine a equacao da reta tangente a C em P, sabendo
af af
—(1,2) =3 —(1,2) =5.
que am( ) ) € ay( ? )

T
7. As curvas definidas a seguir se interceptam no ponto (27, 7), formando um angulo de 3 rad.

n={(z,y) € R%ay —cos(z —2y) =2n> =1} e 7= {(z,y) e Ry = f(z)}

(a) Encontre um valor possivel para f/(27). Quantas solugoes tem esse problema?
(b) Resolva o mesmo problema supondo que o angulo é s rad.

Sugestao: Nos dois casos encontre um vetor 4 perpendicular a curva v; em (27, 7), um vetor
u-v

vl

tangente a curva 2 em (27, 7) e use a férmula do angulo 6 entre esses vetores, cos =

RESPOSTAS DA LISTA 7

2. (a) Vf(P) =(3,0,1) (b) z—e"seny =5 (c) (z,y,2) = (ln3+3)\,327r,2+)\>, AeR
(d) 3x+2z=243In3.

3. Retanormal: (z,y,z) = (24 13\, =3+ 151,44+ X), A € R, plano tangente: 13z+ 15y+ 2z = —15.

4. Reta normal: (z,y,z) = (1, g, (g + 1) )\> , A€ R, plano tangente: z = 0.

5. (z,y,2) = (3+2X,2—-3\,—6), AeR
6. (2,y,2) = (1 -9\, 2+8\1+13)), AR

7. (a) Uma solugao: f/(2mr) =2

8 +5v/3 8 —5v3
11 ‘

(b) Duas solugoes: f'(27) = e f'(2n) = T
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UPf  Universidade Federal Fluminense LISTA 8 - 2012-1

EGM - Instituto de Matemética Derivada direcional
GMA - Departamento de Matemaética Aplicada

1.

[\

w

0¢)

10.

11.

0
Sendo f(z,y,2) = 22 —y? + 22, calcule a derivada direcional 8—{ no ponto (1,2, 1) na diregao do
U
vetor ¥ = 41— 2] + 4k.
A temperatura do ar em pontos do espaco é dada pela funcio T(z,y,z) = 22 — y? + 22, Um

mosquito localizado em (1,2, 1) deseja esfriar-se o mais rapido possivel. Em que diregao ele deve
voar?

Em que diregao se deve seguir, comecando da origem, para obter a taxa mais rdpida de decres-
cimento da fungdo f(x,y,2) = (2—z —y)?> + (3x +2y — z + 1)??

Suponha que a temperatura 7' num ponto P(z,y,z) é dada por T(z,y,2) = 222 — y? + 422
Determine a taxa de variagao de T' no ponto (1,—2,1) na diregdo do vetor 47— 7+ 2k. Em que
direcao T cresce mais rapidamente nesse ponto? Qual a taxa méaxima de crescimento?

0
Nos exercicios 5. e 6. considere 4 = (a,b) um vetor unitério e calcule —f(O, 0).

ou
x?’ Ty
. T = 1‘7 ) (xvy) 7é (070) 6. f(1;7 ) _ { m ) (l’,y) 7é <O7O)
AR (2,y) = (0,0) "o (2.) = (0,0)

Uma fungao de classe C'! f tem, no ponto (1, 1), derivada direcional igual a 3 na dire¢ao do vetor
3T+ 47 eigual a —1 na diregdo do vetor 41— 3J. Calcule:

0
(a) V£(1,1) (b) 8—'}:(1, 1) , onde @ tem a direcao do vetor 1+ 7.
U
Suponha que T'(z,y) = 40 — 2% — 2y? represente uma distribui¢do de temperatura no plano xy
e um individuo que se encontra na posi¢ao (3,2) pretende dar um passeio.

(a) Descreva o lugar geométrico dos pontos que ele deveria percorer para desfrutar sempre da
mesma temperatura.

(b) Qual a direcao que deveria tomar se quisesse caminhar na dire¢cdo de maior crescimento da
temperatura?

(c) Se x e y sao medidos em km e a temperatura 7' em °C, de quanto a temperatura se elevard
aproximadamente, caso caminhe 0,01 km na dire¢ao encontrada no item (b)?

(d) De quanto decrescera aproximadamente a temperatura, caso caminhe 0,01 km na diregao J?

. A temperatura de uma chapa é dada por T(z,y) = 22 + y? (z,y em cm e T em °C). Calcule de

quanto ela varia aproximadamente, se caminharmos 1 cm a partir do ponto (3,4) na diregao do
vetor que faz um angulo € com o semi-eixo z positivo, se: (a) 6 = 30°; (b) 6§ = 210°7

Calcule a derivada direcional de f(z,y) = 22 + y?, na direcio da tangente a circunferéncia
22 4+ y% = 25 em (3,4), no mesmo ponto.

A temperatura de uma chapa plana é dada por T(z,y) = x? + y?. A partir do ponto P(3,4),
determine:

(a) O gradiente da temperatura;

(b) A diregao em que a temperatura cresce o mais rapido possivel e qual a taxa de crescimento?
(c) A diregao em que a temperatura decresce o mais rapido possivel e qual a taxa de decresci-

mento?
or
(d) DT (3,4) = ?(3, 4), onde @ faz um angulo de 30° com o gradiente de 7" em (3,4)
U
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12.

13.

14.

Num balao a temperatura 17" em qualquer ponto P diferente do centro C' é positiva e proporcional
ao quadrado de sua distancia ao centro C. Calcule a taxa de variacdo da temperatura em P
seguindo um vetor unitario @. Caracterize as taxas maxima, minima e nula no ponto P.

A temperatura T numa camara cresce com a altura. As isotermas sao laminas horizontais e
o moédulo do vetor gradiente em cada ponto (x,y,z) é diretamente proporcional & altura z do
ponto. Determine a expressao de T em (z,y, z), sabendo-se que é nula quando a altura é zero.

Verificou-se que a densidade do ar em certa regiao industrial é mais sensivel na diregao vertical e
que a taxa de variacao é inversamente proporcional ao quadrado da altura. Estude a densidade
do ar sabendo que tende a zero quando a altura tende a infinito.

RESPOSTAS DA LISTA 8

10.
11.

12.

13.

14.

0
: 571‘;(1,2,1):4 4, 4?; (4,4,8); 46
L —VF(1,2,1) = (=2,4,-2)

of 3

. =V £(0,0,0) = (-2,0,2) 5. %(0,0) =a

of [0, i=(+1,0)0ui=(0,+1)

%(0’0) N { A, caso contrario

VA0 = (13 ()01, =2v2

(a) 2% 4 2y% =17 (b) VT'(3,2) = (—6,—8)

(¢c) AT ~dT =0,1°C, pois Ax:—gxo,m e Ayz—%X0,0l
(d) AT ~dT =0,08°C, pois Az=0 e Ay=0,01

(a) AT ~4+3v3°C  (b) AT ~ —4—3/3°C

Z€T0

(a) (6,8) (b) (6,8); taxa maxima = 10
(c) (—6,—8); taxa minima = —10 (d) 5v/3

dT3(P) = 2kCP - @, k>0; taxa méxima = 2k Hc-ﬁ

); taxa minima = —2k HC?H,
taxa nula na direcdo e nos dois sentidos perpendiculares a Cﬁ

1
T(x,y,z) = Esz’ k constante de proporcionalidade positiva.

k
T(x,y,z) = 0 k constante de proporcionalidade positiva.
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1.

10.
11.

14.
15.

18.

LISTA 9 - 2012-1

Maximos e minimos.

Nos exercicios 1. a 8. use o teorema de Weierstrass (teorema dos valores extremos) para dizer
se é possivel garantir, a priori, se o problema de otimizagao possui ou nao uma solugao.

Maximizar
sujeito as restricoes

. Maximizar

sujeito as restricoes
Minimizar
sujeito as restricoes

Maximizar
sujeito as restricoes

Maximizar
sujeito as restricoes

Maximizar
sujeito as restricoes

Maximizar
sujeito as restricoes

Maximizar
sujeito as restricoes

fla,y)=z+y
£>0,y>0, 22 +y* <1

flz,y) =% —y?
x>0, y>0.

fley)==z-y
z2>0,y>0, x+y=1.

f(z,y) = sen(:c2 + y2)
22 +y? < 1.

f(x,y) = sen(z? +y?)
22 +y? < 1.

flz,y) = sen(m2 + y2)
2+ =1.

f(z,y,2) =2+ 2y + 3z
r>20,y>20,2>20, z+y+2<1

flx,y,z) =x+2y+ 3z
x>0, y>0, z<z?+y>

Nos exercicios 9. a 13. obtenha e classifique os pontos criticos da funcao dada. Depois de classificar,
por pura inspec¢ao ou usando um programa computacional grafico, tente concluir se f possui maximo
ou minimo global nos extremantes locais de f.

Obs.: os extremantes locais de uma funcao sao os pontos de maximo e de minimo local da funcao;
os extremantes globais de uma func¢ao sao os pontos de maximo e de minimo global da funcao.

flay) =2 —ay+y 12. f(x,y) = 2%+ 2y% + 3oy + 22 + 2y

f(z,y) =z +ysenx

flz,y) =2° +1° — 5z — by 13. f(z,y) = 3 (2* + 3y?) e~ 72—y
Nos exercicios 14. a 17. utilize o seguinte resultado para encontrar os pontos de méximo e minimo
global da func¢éao dada.

Seja f(x,y) = ax® + by? + cxy + dx + ey + f, onde a,b,c,d,e e f sdo constantes, a # 0 ou b # 0 ou c # 0.

E possivel provar que se (zg,yp) for um extremante local de f entdo (zg, o) também serd um extremante
global de f.

flz,y) =22 +22y + 2y — 2+ 2y 16. f(x,y) = 2> + 3zy + 49> — 62 + 2y

f(z,y) =z + 2y — 22y — 22 — 3> 17. f(z,y) = 4a? + 4oy + y? — 4x — 2y
Obtenha o maximo de f(x,y) = zye * Y para x > 0, y > 0. (Sugestao: apds encontrar os
pontos criticos de f e verificar que (zp,y0) ¢ um ponto de maximo relativo de f, mostre que

f(:r,y) < f ($0,y0))-
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19. Mostre que a funcdo g : R? — R definida por g(z,y) = sen (z +y) + senz + seny

admite maximo local em (

) e minimo local em (

T
373 3

20. Considere a funcio z = f(x,y) = 22 + (1 — x)%y2.

(a)

(b)

Encontre o tnico ponto critico de f e verifique
que é um ponto de minimo local de f;

Observe o gréafico de f na figura ao lado e conclua
que o valor de f nesse ponto nao é um minimo

global de f.

b
) 3 *

O objetivo desse exercicio foi verificar que a afirmacao descrita a seguir, bastante util para determinar o

maximo ou o minimo absoluto de uma fungao real de uma variavel, infelizmente nao pode ser generalizada

para funcao real de mais de uma varidvel: “se uma funcao real de uma varidvel, continua em um intervalo I,

tem um tdnico ponto critico no interior de I, e se esse ponto for um ponto de maximo relativo (ou de minimo

relativo) da fungéo entdo também serd um ponto de maximo absoluto (ou de minimo absoluto) da funcao

em [”.

21. Na figura a seguir encontram-se as curvas de nivel de uma fungao escalar f de classe C'*° definida
em R?. Os tinicos pontos criticos de f sdo os pontos p, q e r. Os vetores indicam a direcio e sentido
do vetor gradiente.

(a)

(b)

()

(d)

O ponto p é maximo local, minimo local ou ponto
de sela para a fungao f7 Justifique sua resposta.

O ponto q é méaximo local, minimo local ou ponto
de sela para a fungao f7 Justifique sua resposta.

O ponto r é maximo local, minimo local ou ponto
de sela para a funcao f7 Justifique sua resposta.

O ponto s é maximo local, minimo local ou ponto
de sela para a funcao f7 Justifique sua resposta.

22. Na figura a seguir encontram-se algumas curvas de nivel de uma fungao escalar f e uma curva de
nivel D de uma funcio escalar h, com f e h de classe C* definidas em R2. Os vetores indicam a
direcao e sentido do vetor gradiente.

(a)

O ponto p pode ser extremo local de f na curva
de nivel D7 Em caso afirmativo, o ponto p seria
méximo ou minimo local? E possivel garantir a
globalidade?

O ponto q pode ser extremo local de f na curva
de nivel D? Em caso afirmativo, o ponto ¢ seria
méximo ou minimo local? E possivel garantir a
globalidade?

O ponto r pode ser extremo local de f na curva
de nivel D7 Em caso afirmativo, o ponto ¥ seria
méximo ou minimo local? E possivel garantir a
globalidade?

O ponto s pode ser extremo local de f na curva
de nivel D? Em caso afirmativo, o ponto § seria
méximo ou minimo local? E possivel garantir a
globalidade?

Desenho das curvas de nivel de f
e do congunto admissivel D (curva
com tragado mais forte).
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23.

24.
25.
26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

Nos exercicios 23. a 25. encontre os extremantes da funcdo objetivo f no conjunto admissivel
(conjunto que satisfaz a restricio). Encontre também, se houverem, os extremantes de f em R2.

2 22

f($ay,2)=$2+y2+22, sujeitoax2+yz+§:1,

f(z,y) = 2% + 42, sujeito & 522 + 62y + 5y? < 8.
flz,y) = y2 — xz, sujeito a z2 + y2 < 4.

Determine o valor mximo de f(z,y) = x+ 5y onde x e y estao sujeitos as restrigoes: 5z + 6y < 30,
3x+2y <12,z >0ey > 0. (sugestdao: desenhe o conjunto admissivel de f e as curvas de nivel de
f, conclua que a solucao estd em um dos vértices desse conjunto e resolva o problema)

Encontre a expressao geral (em termos de todos os parametros) do ponto (z1,z2) que maximiza a
fungao de Cobb-Douglas U(x1,x2) = kx?x%_o‘ sujeito a p1xy + paxe = I. (obs. 1 >0, z2 >0, a
funcao de Cobb-Douglas é usada em economia e representa uma fungao de produgao)

O lucro de uma loja foi determinado como sendo L(z,y) = 1400 — (12 — z)? — (40 — y)?. Quais os
valores de x e y que o maximizam?

Um disco circular tem a forma da regido 22 + 3> < 1. Se T graus é a temperatura em qualquer
ponto do disco e T' = 222 + y? — y, encontre os pontos mais quentes e mais frios do disco.

Encontre o ponto (z*,*) da pardbola y = 222 que est4 mais préximo do ponto (4,5/4). Vocé pode
assumir que tal ponto existe.

Determine a menor distancia do ponto P = (2,1, —1) ao plano 4z — 3y + z = 56 e dé o ponto do
plano em que a distancia é minima.

Uma caixa de madeira sem tampa deve ser construida de forma a conter o cm?, onde a é um

nimero positivo dado. Ignorando-se a espessura da madeira, como a caixa deve ser construida a
fim de se utilizar a menor quantidade de madeira (medida pela soma das areas das faces da caixa)?

Maximize z2y%2? sujeito a 2 + y? + 22 = ¢, onde ¢ é uma constante real positiva fixa. Qual é o
valor maximo da fungao-objetivo no conjunto determinado pela restricao? Mostre que para todo

z,y, 2 € R ocorre
2 2 2
3/7x2~y2-22§x —|—y3 +z .

Esta desigualdade afirma que a média geométrica de trés niimeros positivos é sempre menor ou igual
do que a média aritmética destes trés nimeros. Mais ainda, estas médias sao iguais se, e somente
se, os trés nimeros (72, y? e 2?) sdo iguais. Naturalmente, a mesma demonstragio funciona para
um conjunto de n nimeros positivos:

3 +as 4+l

n/2 . .2 2
1 2 n = n
com igualdade se, e somente se, 73 = 3 = - -+ = x2.

Obtenha o ponto da elipse 422 +y? = 4 situado no lo. quadrante, no qual a tangente & curva forma
com os eixos coordenados o triangulo de menor area possivel. Calcule essa drea minima.

Determine as dimensoes do paralelepipedo retangulo de volume maximo e faces paralelas aos planos
coordenados que pode ser inscrito no elipséide 16x2 + 4y? + 922 = 144.

2 2 2
z
Determine a equacao do plano tangente a superficie T + % 6= 1, x>0, y>0ez>0que

forma com os planos coordenados um tetraedro de volume minimo.
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RESPOSTAS DA LISTA 9 (com indicagao ou resumo de algumas resolugoes)

1.

11.

12.
13.

14.

16.

17.
18.

19.

20.

21.

22.
23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.
31.
32.

Sim 2. Nao 3. Sim 4. Nao 5. Sim 6. Sim 7. Sim 8. Nao
(1,2): sela. 10. (km, (=1)kT1) | k € Z: selas.
min local de f em (1,1); f ndo possui min global, pois quando z = constante e y — —oo, temos f(x,y) —

—o00; méx local de f em (—1,—1); f ndo possui maximo global, pois quando x = constante e y — 0o, temos
f(z,y) — oo; selas: (—1,1) e (1,—1).

(2,—2): sela

£(0,0) = 0 = min local de f = min global de f, pois 2 + 3y* > 0,V(x,y) € R? e e' >0, Vt € R;
(0,1) e (0,—1) sao pontos de méximo local de f; com um programa computacional visualize o grafico de f e
observe que o méx global ocorre nesses pontos; f(0,+1) = 9e~! = méx global de f; selas: (1,0) e (—1,0).

11
min local e global em (2, 2) 15. maéx local e global em (4, 4)

7T
min local e global em todos os pontos da reta 2z +y =1

méx de f = e 2 em (1,1).

54 22
min local e global em ( —)

vf(g 3) = (0,0); Hess(f) (g g) = % > 0; Tf (* *) =-V3<0= (%,g) é ponto de max local.

5t 5r 51 b 9 0%*f (57 5w b 5m
= 'H _— = - _ _ A
Vf( 3> (0,0); ess(f)(3 3> 4>0 32( ; > V3>0= <3 3)epon’code

min local.
(a) (0,0)

(b) Pelo grafico existem valores de f menores que f(0,0) = 0.

(a) Minimo local. Partindo de p, f cresce. (c) Idem item (a)
(b) Sela. Partindo de q, em duas diregoes
f cresce e nas outras duas f decresce. (d) Nenhum deles. O ponto s nao é ponto critico.

(a) e (b) Sim. Minimo local. c) e (d) Nao. Méximo local.

(
min de f =1 em (£1,0,0); mdx de f =9 em (0,0,+3). Sem a restrlgao 0 umco ponto critico de f é (0,0, 0)
que é um ponto de minimo local e global de f, pois f (z,y,2) = 2% +y? + 22 > 0 = £(0,0,0).

min de f =0 em (0,0); max de f =4 em + (ﬂ, —\[) Sem a restri¢ao, o dnico ponto critico de f é (0,0)
que é um ponto de minimo local e global de f.

min de f = —4 em (0, £2); max de f =4 em (£2,0). Sem a restrigdo, o tinico ponto critico de f é (0,0) que
é um ponto de sela do grafico de f.
3

3
. Maximo = ;—7 Logo z2y?2?% < % -

3/0202,2 < 3£_E_Z2+y2+22
v==\a9r T3 3

méx de f =25 em (0,5). 33
al (1—-o)l

ey = (21,021
b1 b2

=12, y=40

o 1 1 34. 6z + 4y + 32z = 12¢/3, que corresponde ao plano tan-
Ponto mais frio: (0, 2), T = —5 X ( 9 3 4 )
gente em | —, —, —
pontos mails quentes: iT, 5| T = 1

\/’
- 35. O ponto é [ — \f e a area minima ¢ igual a 2.
(x*,y") = (1.2) (2

A distancia minima é 2v/26, o ponto é (10, -5, 1).

\f
Lados da base v/2a e altura /a/2 36. =3, y=2V3,
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VP Universidade Federal Fluminense LISTA 10 - 2012-1
EGM - Instituto de Matematica Funcgéao vetorial de vérias varidveis.
GMA - Departamento de Matemédtica Aplicada Matriz jacobiana. Aproximacgao afim.

Regra da cadeia.

Em cada exercicio de 1. a 6. fazer o seguinte:

i) calcular a derivada (matriz jacobiana) da fungao no ponto Xy indicado;

ii) se possivel, calcular o jacobiano (determinante da matriz jacobiana) da fun¢do no mesmo ponto;
iii) encontrar a diferencial dx,f em X — Xo;

iv) determinar a funcdo afim A(X) que melhor aproxima a fungao f dada em X perto de Xj.

(
(
(
(

Lio=1(2)=virE e xo= () =( 7))

Yo

2. f(X) = f(u,v) = (ucos2v,usen2v) em Xo= (ug,vo)=(2,7/2)
Tr1 — T2
3. f(X) = f(x1,22) = | 22— 21 em qualquer X, = (29,29)
12

4. fX)=f)y=[t t* 3] em Xog=ty=0
5. f(X) = fla,y,2) = (2 —y*, 2 + 2% o +y — 2) em  Xo = (20,%0,20) = (1,0, 1)
6. F(X) = f(5,0,6) = (pcosOsen g, psenfsend)  em  Xo = (po, o, o) = (1,37/2,7/2)

V16,02 — 0,97
7. Usando uma funcao afim, calcule aproximadamente o vetor V16,02 — /1,04

V1,04

8. Considere ¢ € R, ¢ constante, a < t < b e as fungoes f : (a,b) CR — R" , g: (a,b) CR — R" e
¢ (a,b) C R — R diferenciaveis. Mostre que:

(@) (f+9) =f+g e (cf) =cf
(b) (¢f) =of +¢'f
() (f-9)=f-¢d+f g (lembre que para quaisquer dois vetores do R"™ podemos trocar a ordem

no produto escalar).

(d) paran=2ou3, (fxg) =fxg+f xg (lembre que ndo podemos trocar a ordem no produto
vetorial de quaisquer dois vetores do R? ou do R?)

(e) para f nao nula, f - o HfHd!lfH (sugestao: use ||f|| =V f-f)

dt
(f) para f nao nula: ||f]| é constante < f- f' =0

Nos exercicios 9. a 11. mostre que a fungao dada é diferenciavel ou, se nao for diferenciavel, indique em que
pontos nao é diferenciavel.

x(y — x3 x—1)*
o o) = (o g ) 5 @) £ (0,05 ) # (10) () £ (0.1)

f(070) = (0707 1); f(170) - (_1/27 170); f(O, 1) = (0707 1/2)'
10. f: R"— R, f(X)=|X]|

11. f % B [ ‘1?2:;3]
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12.

13.

14.

15.

16.

Sejam X € R™, A uma matriz m x n e f a fungao linear f(X) = AX. Prove:
dx,f(X) = AX para todo X, isto é, a diferencial em todo ponto Xy de uma funcao linear f é a
propria funcao linear f.
Sejam F(x,y,2) = (32> + yz, 2 +y°) e G(z,y) = (#* +y? zy, 2%, 2 + ¢°).

(a) Verifique que uma das compostas F' o G ou G o F' nao esta definida;

(b) Determine F'(z,y,2) e G'(z,y);

(c) Determine (F o G)'(1,—1) ou (G o F)'(1,-1,2), a que for possivel.

Se a funcao f aplicada em um vector nao nulo ¥ = X € R™ é uma funcao real do seu comprimento
r = |7, isto é, f(7) = g(r) e se g é diferenciavel,

(a) mostre que Vf(F) = g’iT) 7

1
(b) determine V f(7) quando (i) g(r) = = (ii) g(r) = Inr.
Seja h(z,y,2) = g(y? + 2z, /Zyz), onde g é uma funcdo real diferencidvel. Encontre Vh(1,—1,—4)
sabendo que Vg(—3,2) = (1,3) e Vg(1,3) = (-3,2).

Seja f(u) = (u2 +1, \/ﬂ), onde u = g(x,y, z) é uma fungao real diferencidvel, tal que g(2,1,3) =1 e

Vg(2,1,3) = (5,3,—1). Se F' = f o g, encontre ZF(Z 1,3), gF(Q, 1,3) e 8F(Z, 1,3).
@ y

0z

RESPOSTAS DA LISTA 10 (com indicagao ou resumo de algumas resolugoes)

1.

2.

(i)f’<_t/2>:[—1 1] (iii)dxof(xy+_1é2>:—;—x+y (iv)A{ﬂ:—Hy

o rexm=] ] @i -1 @ axa-zo-m2 = [ 270
(iv) A(u,v) = { 271___U4U } ou A(u,v) = (—u,2m — 4v)
1 -1

0 0
Lo X7

T — T — x(l) + xg
() f (28,2 =] -1 1 (i) dxof (z1 — 2%, 20 —29) = | —21 + a2+ 2§ — 29

0 0 0.0
ToT1 + T{T2 — 2T7T5

0 0 0,.0
Tox1 + TiT2 — T{Ty

1 ¢ ;
(i) f/(0) = [ 0 ] (ili) dx, f(t = 0) = [ 8 } (iv) A(t) = [ 8 ]

(iV) A(l‘l,l‘g) = [ *.;1_4’ jg ]

2 0 0
. (1) f’(l,O,—l):(2 0 2) (ii) det(Jf(1,0,-1)) =4
1 1 -1
2¢ — 2 2z — 1
(iii)dxof(x—l,y,z—O):( 20 —2z—4 ) (iV)A(Jc,y,z):(2x222)
r+y—z—2 r+y—=z

0 1 0

- (1) f1(1,37/2,m/2) = < 10 0 > (ifi) dx, f(p— 1,0 — 37/2, ¢ — ¢) = ( 0 = 3m/2 >

—p+1

(MAmawz(e_f”)
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3,0125
7. | 0,980625
1,008

9. A primeira fungao coordenada de f néo é continua em (0,1) (prove isso calculando os limites pelos caminhos
(z,y) = (t,1),t = 1le (x,y) = (t,t+1),t = 0 ), logo a funcdo f ndo é contiuna em (0,1). Aplicando a contra-
reciproca do teorema ” fung¢do diferencidvel em X = func¢do continua em X 7 concluimos que a fun¢do f nao é
diferencidvel em (0, 1).

A funcdo f nao é diferencidvel em (0,0). Para provar isso, calcule as derivadas parciais em (0,0) e verifique que
o limite da definicao de diferenciabilidade nao existe.

A fungao f é diferencidvel em (1,0). Para provar isso, calcule as derivadas parciais em (1,0) e verifique que o
limite da definigdo de diferenciabilidade é o vetor (0,0, 0).

A funcéo f é diferencidvel nos pontos restantes. Para provar isso, calcule as derivadas parciais e verifique que
todas sdo continuas nesses pontos, dai aplique o teorema ”uma funcdo é de classe C' em X, isto €, tem todas as
derivadas parciais continuas em X = a funcdo € diferencidvel em X7 .

10. f nao é diferencidvel ponto (0, 0...,0). Para provar isso verifique que néo existem as derivadas parciais em (0, 0..., 0)
e aplique a contra-reciproca do teorema ”uma funcao € diferencidvel em X = existem todas as derivadas parciais
da funcdo em X”.

11. f é diferencidvel pois é diferencidvel em todos os pontos do dominio. Para provar isso verifique que f é de classe
C! em todos os pontos do domfnio. Observe que (r,s,t);r =t ou r = —t nio estdo no dominio.

13.  (a) Apenas (GoF) estd definida pois a imagem de F' e o dominio de G estao contidos no espago de dimensao 2.
A composta (F o G) nao estd definida pois a imagem de G e o dominio de F' estao contidos em espagos de
dimensoes diferentes, 4 e 3 respectivamente.

20 2y
y (6 z oy , _ Y €
(b) F (‘T?yvz) - ( 0 3y2 1 ) G (xay) - 3],‘2 0
1 3y
12 10 O
, B 1 _ 6 5 0
() G'(F(1,-1,2)) . F'(1,-1,2) = | |o « 3
6 11 2
1 -3 1 -
14. (b) Quando g(r) = —, Vf ()= — 7. Quando g(r) =Ilnr, Vf ()= 5 7
r T T
15. (—1,-5,1/4)
OF OF OF
16. 5, (21,3 =(10.5/2)  F-(21,3)=(63/2) F-(213)=(-2-1/2)
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VP Universidade Federal Fluminense LISTA 11 - 2012-1
EGM - Instituto de Matematica Fungao vetorial de vérias varidveis.
GMA - Departamento de Matemédtica Aplicada Funcgao inversa e Teorema da Fungao Inversa.
1. Considere as fungdes f: U CR? — f(U) CR? e g: VCR? — g(V)CR?

(u,u)—><\/“7,“;“) (x,y) — (y+ a2y —a?)

onde U = {(u,v) eR}u>v} e V={(z,y) € R}z >0}

(a) Verifique que (g0 f)(u,v) = (u,v),¥(u,v) €U CR? e (fog)(z,y)=(z,y); Y(z,y) €V C R
O que se pode concluir sobre fe g ?

(b) Determine D f(u,v) e Dg(z,y).

(c) Se (z,y) = f(u,v) e (u,v) = g(z,y) e I é a matriz identidade 2 x 2, faga os produtos nos lados
esquerdos das igualdades a seguir e verifique que:
Dg(f(u,v)) x Df(u,v) =1, Y(u,v) €U CR? e
Df(g(x,y)) x Dg(z,y) = I, Y(z,y) €V CR>
Sem calcular esses produtos, ja era esperado que essas igualdades se verificassem. Por que?

2. Seja (u,v,w) = f(z,y,2), (z,y,2) €U, onde U é um conjunto aberto e f é de classe C'.

1 0 1
Sabe-se que (1,0,—-1) € U, f(1,0,—1)=(1,2,-3) e Df(1,0,-1)=] 0 -2 0
0 2 1

a) Existe uma funcdo f~! inversa da funcdo f definida em f(V), onde V é uma vizinhanca de
(a) G G C
(1,0, 1), f(V) é um conjunto aberto , (1,2,-3) € f(V) e f~! é de classe C!.
Porque é possivel garantir que essa afirmacao é verdadeira?

(b) Encontre Df~1(1,2,-3)
(c) Encontre Df~'(1,2, =3)[(u, v, w) — (1,2, =3)], para (u,v,w) € f(V);
(d) Encontre uma aproximacio afim de f~!(u,v,w), para (u,v,w) € f(V).

3. Seja f: U=R> — f(U)=R3
(z,y,2) — (u,v,w) = (x,y3,z5)

(a) Encontre explicitamente a inversa de f, que é uma funcdo f~': f(U)=R3 — U =R3
(U,’U,lU) — (xaya Z)

0
(b) Encontre o jacobiano M em qualquer (z,y, z)
o(z,y,z)
i O(u,v,w)
(¢) Verifique que ﬁ =0 em qualquer (z,0, z) e em qualquer (z,y,0)
x? y7 Z

(d) Os itens (a) e (c) contradizem o Teorema da Funcao Inversa? Explique.
4. Seja F(z,y) = (e*7Y,e*7¥) com dominio U = RZ.

(a) Mostre que F' admite inversa numa vizinhanca de qualquer (z,7) € R2.
(b) Determine DF~! (F(—1,-1)).
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5. Seja F(x,y,z) = (x — 2y — 22z —1‘2)

(a) Mostre que F' admite inversa numa vizinhanca de qualquer (z,y,2) € R? tal que 8zyz # 1.
(b) Verifique que F(1,0,1) = (—1,—1,0), calcule (F_l)/(—l,—l,O) e obtenha a funcao afim que
melhor aproxima f~! na vizinhanca de (—1,—1,0).

6. A funcio f(p,0,¢) = (pcosfsen ¢, psenfsen ¢, pcos ¢) estd definida em V(p, 6, ¢) € R3. Em que pontos
(po, 0o, po) € R3 é possivel garantir que esta funcido admite inversa numa vizinhanca de (pg, 69, ¢o)?

RESPOSTAS DA LISTA 11 (com indicagao ou resumo de algumas resolugoes)

2. (a) Essa é a tese do Teorema da Fungao Inversa e as hipdteses do teorema estao satisfeitas, pois as hipdteses do
enunciado, a saber f de classe C; e U é aberto, sdo justamente as hipéteses gerais do teorema. A hipdtese
especifica do teorema, a saber det(Df(1,0,—1)) # 0, também estd satisfeita, pois det(Df(1,0,—1)) = —2.

1 -1 -1 U—v—w-—2 u—v—w-—1
(b) 0 -1/2 0 (c) 1—-v/2 (d) 1—v/2
0 1 1 l1+v+w v+ w

3. (@) f1: fU)=R® — U=R3
(U, v, w) — (1‘7 Y, Z) = (ua %7 W)

(c) 15y%2*

(d) Nao, pois a hipétese do teorema é det (D f (Xo)) # 0, ndo afirma nada sobre det (D f (X)) = 0. Na verdade,
este exemplo mostra que pode existir inversa, mesmo quando det (Df (X)) = 0, ou seja, o exemplo mostra
que a reciproca do teorema nao ¢ valida.

erty erty
er™Y  —e* 7Y

4. (a) Como DF(z,y) = ( e os elementos dessa matriz, que sdo as derivadas parciais de F', sao

continuas, entdo F é de classe C'. Também se verifica que o dominio U = R? é um conjunto aberto. Assim
as hipdteses gerais do Teorema da Fungdo Inversa estdo satisfeitas. A hipétese det(DF(x,y)) # 0 estd
satisfeita para todo (z,y) € R?, pois det(DF(z,y)) = —2¢2* < 0 para todo (z,y) € R2.

Logo, a tese do teorema é vélida, a saber, F' admite inversa numa vizinhanca de (z,y), para todo (x,y) € R2.

e? 1
2
w32
2 2
1 —2y 0
5. (a) Como DF(z,y,z) = 0 1 —2z | os elementos dessa matriz, que sdo as derivadas parciais de F,
—2x 0 1

sdo continuas, donde F ¢ de classe C'. Também se verifica que o dominio U = R? é um conjunto aberto.
Assim as hipéteses gerais do Teorema da Funcéo Inversa estao satisfeitas.

Como det(DF(z,y,z)) = 1 — 8xyz, a hipétese det(DF (z,y,2)) # 0 estd satisfeita para todo (z,y, z) € R3
tal que 8xyz # 1.
Assim, podemos aplicar o Teorema da Funcao Inversa em F em todo ponto (x,v,2) € R? tal que 8xyz # 1.
U
(b) | —dut+v+2w—4
—2u+w-—2

6. Como det(Df(p,0,¢)) = p®sen ¢, os pontos estdao no conjunto {(p,0,0) ER3%p#0 e ¢ #kn}.
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VP Universidade Federal Fluminense LISTA 12 - 2012-1
EGM - Instituto de Matematica Fungéao implicita.
GMA - Departamento de Matematica Aplicada Teorema da Fungao Implicita.

1. Verifique as hip6teses do Teorema da Funcao Implicita no ponto Py = (1,1) e calcule /(1) e y”(1)
para In(zy) — 2zy + 2 = 0.

2. Considere a equacio y(z — 2)3 + ze¥~1 = 0. E possivel, pelo Teorema da Funcao Implicita, garantir
que esta equacao define implicitamente uma tnica fungdo y = f(x), com z numa vizinhanca de xg e
y numa vizinhanga de yo, quando (xg,yo) é
(a) (1,1)? (b) (0,0)? (c) (2,1)7

3. Seja F': R? — R definida por z = F(z,y) = (y — x)*.

(a) Faca um esbogo das curvas de nivel de F' associadas aos niveis z =0, z = 1 e z = 16.

(b) Faga um esboco do gréfico de F.

(c) Mostre que P = (0,0) pertence & curva de nivel

Fo = {(z,y) € R* F(z,y) = 0}

de F associada ao nivel z = 0.

(d) Mostre que F,(0,0) =0 e F,(0,0) = 0.

(e) Mostre que a curva de nivel Fy pode ser representada como o grafico de uma funcao y = f(x),
com z € R.

(f) Este exercicio constitui um contra-exemplo para o teorema da funcao implicita para R?? Justifique
cuidadosamente sua resposta.

4. A equacdo y> + xy + 23 = 4 define implicitamente uma funcio y = f(z) de classe C!, cujo grafico est4
na vizinhaca do ponto (0, \3/1)‘? Em caso afirmativo, expresse d—y em termos de x e y.

x

5. Mostre que a equagdo x> + y3 + 23 = z + y + 2 define implicitamente uma funcio z = f(z,y) de

classe C'!, cujo gréfico estd na vizinhanca do ponto (1,1, 1). Expresse 8—2 e a—z em termos de x, y e z.
€z Y
Nos exercicios 6. e 7. obtenha f, e f, para z = f(x,y) definida pela equacao dada.

6. In(zyz) +e* =1 7. 22> —3yz +cosz =0

8. Seja uma funcio z = f(z,y) de classe C!, cujo grafico estd contido na superficie z? + y? + 22 = 1.
Sabe-se que f(0.5,0.5) > 0. Determine as equagoes do plano tangente e da reta normal ao grafico de
f no ponto (0.5, 0.5, £(0.5,0.5) ).

9. Sabendo que a equacdo 22 + z* — z — xysenz = 1 define implicitamente uma funcio z = f(x,y) de
classe C! cujo grifico estd numa vizinhanga do ponto (1, 1,0), determine f,(z,y) e fy(z,y), para (z,y)
na vizinhanga de (1,1) e encontre a equagao do plano tangente ao grafico de f no ponto (1,1,0).

10. Seja y = y(z) uma funcao dada implicitamente pela equagao x = F (;1:2 + v, yz), onde F é de classe C.
d
Expresse d—y em termos de x,y e das derivadas parciais de F'.
x
11. A funcio z = z(w,y), de classe C!, é dada pela equagdo f (x, Z/\> =0 (X # 0 é um real fixo), onde
Yy x
0 0 0
f(u,v) é de classe C' e —f(u, v) # 0. Verifique que 222 + y—z = \z.
v ox y
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12. Sabendo que a equacdo e*t¥** 4 xyz = 1 define implicitamente uma funcio z = f(z,y) de classe C!,
cujo grafico estd na vizinhanga do ponto (0,0,0), determine a taxa de variacao de f no ponto (0,0)
na direcao e sentido do vetor (1,1).

13. Mostre que y = y(x) e z = z(z) sdo fungdes diferencidveis definidas implicitamente pelo sistema

2 2 2 _ d d
{ ;—i——'_xy:—il_ =2 numa vizinhanca de x = 0 tal que y(0) = 1, 2(0) = —1 e calcule %(0) e d—;(O)
~ 2 + 22 =25
14. Suponha que y = y(x) e z = z(z) sao diferencidveis e definidas implicitamente por 422 =20
d d
(a) Expresse Y e %% em termos de T,y e z.
dz dx

(b) Determine explicitamente as fungoes y = y(x) e z = z(x) que sao definidas implicitamente pelo
sistema tal que y(3) = —2, 2(3) = 4. Dé o maior intervalo aberto possivel contendo z = 3 em
que essas funcgoes estao definidas.

15. Suponha que y = y(u,v,w,x) e 2z = z(u,v,w,z) estdo definidas implicitamente pelo sistema
u;} n a:éy — Encontre todas as derivadas parciais de y e z em termos de u, v, w, x, y e z.
Tty =w

u=x+y
16. Se z = x(u,v) e y = y(u,v) sdo dadas implicitamente pelo sistema { v Y 20
SU’

Y or\
mostre que (1 + 5) (au) = 1.

2?2 — ycos(uv) + 22 0
17. As equagdes 2?2 —y? — sen (uv) +222 = 0 definem x,y,z como funcdes de u e v préximo ao
xy — sen (u) cos(v) + z 0

T r Oz s
pontoxr=y=1, u= —, v =2z =07 Calcule as derivadas parciais — e — em (—, 0>.

2 ou Ou 2
2 - — =
18. Dado o sistema { r +2y 2yv —w 2z
T —yz — 2u = v

(a) Verifique que o sistema define implicitamente (u,v) = f(z,y, 2) na vizinhanca de (1,—1,1) e tal
que f(1,—1,1) = (2,-2)

(b) Determine f'(1,—1,1)

(¢) Determine a fungao afim que aproxima f na vizinhanca de (1,—1,1)

(d) Calcule, aproximadamente, f(1.08,—0.9,0.98).

0 0
19. Seja g(u,v) = f(x,y), onde f é real e diferencidvel e satisfaz xa—f - a—f =0.
Z Y
2,2
. . .. u=z+y
Suponha ainda x = z(u,v) e y=y(u,v) dadas implicitamente por { v =y

y y Ox
Most SO
(a) Mostre que 9 p_—

(b) Supondo provado o item (a), calcule %
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RESPOSTAS DA LISTA 12 (com indicagao ou resumo de algumas resolugoes)

1. Hip6teses satisfeitas: F(z,y) = In(zy)—2xy+2) é uma funcao de classe C' no conjunto aberto A = {(x, y) € R 2y > O}
1 1
que contém (1, 1), pois Fy(z,y) = — — 2y e Fy(x,y) = — — 2x sdo continuas em A e ainda i) F(1,1)=0; ii)
z Yy
F,(1,1)=—1#£0. y/(1)=—1 e y'(1)=2.

2. F(x,y) =y(z—2)>+xev~! é de classe C! no aberto A = R2, que contém qualquer (g, yo), pois Fy.(z,y) = 3y(z—
2)2+ev~le Fy(z,y) = (z—2)3+ze? ! sdo continuas em R?, logo essa hipdtese é vélida nos trés casos. Nas outras
duas: i) F(1,1) = 0; F(0,0) = 0; F(2,1) # 0 e
ii) Fy(1,1) = 0; F,(0,0) = —8; F,(2,1) = 1 # 0. A hipétese i) falha no ponto (2,1), logo é impossivel
encontrar uma funcao f tal que f(2) = 1. A hipétese ii) falha no ponto (1, 1), neste caso nada se pode afirmar
sobre a possibilidade da equagao definir uma fungao y = f(z) tal que f(1) = 1. As hipdteses i) e ii) sdo satisfeitas
no ponto (0,0), logo o Teorema da Funcao Implicita é aplicdvel apenas neste ponto.

1Y
27 [
] g

4

/

i (¢)F(0,0) =0 (©) y=f(a) =z
i

I

(f) Nao é um contra-exemplo.
Nao contradiz pois a condi¢do Fy(0,0) # 0 é uma
condicao suficiente, mas nao é necessaria para a exis-

/ 3 y téncia de uma funcdo implicita y = f(x).
-2

4. Sim, pois as hipéteses do Teorema da Funcao Implicita estdo satisfeitas, a saber: F(z,y) = v + zy +y> é de
classe C! no aberto A = R?, que contém (0, v/4), pois Fy(z,y) = y+ 322 e F,(z,y) = z + 3y* sdo continuas em
. . . .. dy y + 322
R2 dai) F(0,v4) =4 F,(0,v4) =6v2#0. == = — .
e ainda i) ( \f) e ii) y( \f) V2 # . T3y
5. F(z,y,2) =23 +y3+ 23 —2 —y — 2 é de classe C! no aberto A = R3, que contém (1,1,1), pois Fy(z,y,z) =
322 — 1, Fy(z,y,2) = 3y> — 1 e F.(x,y,2) = 322 — 1 sdo continuas em R?. E ainda i) F(1,1,1) = 0 e ii)
F.(1,1,1) = 2 # 0. Logo as hipéteses do Teorema da Fungao Implicita estdo satisfeitas, o que garante que
a equacgao define implicitamente uma funcao z = z(x,y) definida numa vizinhanca de (zo,yo) = (1,1), cuja
0z 322 —1

): dr 322-1

imagem estd numa vizinhanca de zg = 1, logo o grafico estard numa vizinhanca de (1, 1,1

0z _ 73£C2 -1
Oy  322-1
—z —z
6. for=——"-"—";fj=——
J (1 + ze?) Ty y(1+ ze?)
—22 3z
7. f:r: = fy

2xz73yfsenz; :2m273yfsenz
8. Reta tangente: x +y ++/2z = 2; reta normal: (z,v,2) = (1/2, 1/2, \/5/2) +A(1,1,v/2), AeR.

9. z=x—-1

oF
10, W L2 ey
“dx OF ) IF
il Q2 (2 2
5y (@ Ty y?) + 2y o (22 +y,02)
OF oF
11. Considere F( ) = f(u,v). Sabend 9z _ bx %—@1’d~ =
. Considere F(x,y,z) = f(u,v). Sabendo-se que 9w~ OF e oy ~ OF aplicando essas equacoes no
02 & o | [ OF OF
lado esquerdo da equagao a ser demonstrada e simplificando-a, obtém-se: x—z + y—z =— (z2— + y— .
Oz oy OF \" ox Oy
0z

F F
Aplicando a regra da cadeia em f(u,v) para determinar 8—, or e —
Ox dy 0z
0z 0z a? ( 1 9f Xz Of = 8f)
x = === =)z

Yor Yoy T T \Ty o > ey ou
ov

, substituindo e simplificando,
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12.
13.

14.

15.

17.

18.

taxa de variacio = —v/2

Seja F(x,y,z) = (a:2 +1y2+ 22 -2, x4y — 1). Verifica-se que F é de classe C' em R3 pois suas derivadas
parciais sdo funcoes polinomiais, que sdo continuas e ainda U = R? é aberto.

. . . .. 2 =2
Verifica-se também que (i) F'(0,1,—1) = (0,0) e (ii) para X = xeY = (y, 2), det (Fy (0,1, —1)) = det ( 10 ) #
0. Assim, todas as hipdteses do teorema da funcao implicita estao satisfeitas, logo vale a tese, a saber o par (z,y)

d
estd definido implicitamente pelo sistema perto de z = 0, tal que y(0) =1 ¢ 2(0) = —1 . E ainda d—y(O) =-1
x
dz

d d
(a)—y—l e Z-_% M) y=-—V22—-5 e z=+v25-22 E<ax<5

de vy dr 2
oy oy _ 0y _ 1 oy _

0z o 0z 0z x 0z x*—y?

o ow 2 oy
2

x
ou v Odw 2 ox  y ou
(a) Sim, pois F(u,v,2,y,z) = (22 — ycos(uv) + 22, 2% — y? — sen (uv) + 22%, zy — sen (u) cos(v) + z) é uma
funcdo de classe C! em U = R® (todas as derivadas parciais sio composicoes, somas e multiplicacoes de
fungoes continuas), U é aberto. E ainda (i) F (g,O, 1, 1,0) = (0,0,0) (ii) para Y = (z,y,2) tem-se

det (Fy (g, 0,1,1, 0)) = —2 # 0. Assim todas as hipOteses sao satifeitas e o Teorema da Fungao Implicita

se aplica.
(b) 0

(a) F(z,y,2u,v) = (z+y* — 2yv — uv, 2z, 2% — yz — 2u) é uma funcio de classe C* em U = R® pois admite
derivadas parciais continuas em U = R® (todas sdo fungoes polinomiais).
Também (i) F(1,—-1,1,2,—2) = (0,0) (ii) para Y = (u,v), det (Fy(1,-1,1,2,-2)) = =2 # 0.

Logo, estao satisfeitas as hipéteses do Teorema da Fungao Implicita, donde aplicando-se a tese, verifica-se
que o sistema define implicitamente v e v perto de (1, —1,1,2,—2), isto é, na vizinhanga de (1,—1,1) tal

que f(]-v _1a ]-) = (27 _2>
o ra-=| 2

0 st =



