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1. Troque a ordem de integracao em:

[ e ae o) [ l;f_;f(x,y) way @ [ [ )

2. Use integral dupla para calcular a area da regiao limitada por:

(a) 2= z4+y=2 y=0 () y¥*=-x, z—y=4, y=—-1¢ y=2
(b) y=z, y=4z, ry=236
(no primeiro quadrante)

3. Calcule as seguintes integrais:
1 jus
a) // cos (y3) dxdy, onde D é limitada por (c) / /2 cosz\/1 + cos? x dzdy
D 0 arcsen y
y:ﬁvy:27x:0 1 1
) / / V1+y3 dydx
0

//m )/ol/g dmdy+// * dudy

4. Use uma integral dupla para calcular o volume do sélido W limitado por:

(a) y=0, 2=0, s+y=4ez=4—2a

(b) 2=0, 2=0, +y=9ez=9— >

() z=0, y=0, 2=0, 22+ y>=a? 22+ 22=0a? (a>0), situado no primeiro octante.
(d) 2=0, y=0, 2=0, 2=6—=xz, =4 —y?, situado no primeiro octante.

5. Passe para coordenadas polares e calcule:

0 [ s O [ | 7 o

V2— 3 rV9—22 y
(b)/ \/mdydx (d) / / arctan (;) dydzx
0 Ja2 o Jo

2cos @ 2

6. Exprima (sem calcular) / / drdf como integral iterada em coordenadas retangulares,
S

eco 1+mrsend
nas duas possiveis ordens de integracao.

7. Seja I = //D flz,y)dzxdy = /01 [; f(z,y)dydx + /12 /Omf(a:,y)dyda:.

(a) Transforme I em uma sé integral iterada na ordem invertida.

(b) Calcule I para f(z,y) = /2% + y2.
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

1 pl+Vi—a?
Seja I :/ / f(z,y) dydx
—-1J1

(a) Inverta a ordem de integragao em I.
1

Achar o volume do sélido limitado superiormente pela esfera 22 + y? + 22 = 4, inferiormente pelo plano
z = 0 e lateralmente pelo cilindro z2 + y? = 1.

(b) Calcule I para f(z,y) =

Calcule o volume do sélido que ndo contém a origem e é limitado pelas superficies z = 4 — 22 — y?,

224+y?=1¢e 2=0.

Calcule o volume do sélido interior & esfera x? + y? + 22 = 16 e ao cilindro z? + y?> = 4z e acima do
plano z = 0.

Calcule o volume do sélido contido no primeiro octante, limitado pelo cone z = r, pelo cilindro » = 3sen 6
e pelo plano z = 0.

Uma placa D tem a forma da regiao limitada pelasretasx =1, 2 =2, y=0ey = % A densidade em

cada ponto é inversamente proporcional a distancia do ponto a origem. Determine a massa da placa.
, 1. . . ~ . . 2
Uma placa fina é limitada pela circunferéncia z?4y? = a2, (a > 0), e tem densidade p(z,y) = m

Calcule o momento de inércia polar em fungao de sua massa M.

Seja uma lamina delgada representada pela regidao D, determinada por y < z, y > —x, 22 +y> > 2z e

22 4+ y? < 4x. Se a densidade em cada ponto é dada por p(z,y) = \/%, determine:
z2+y

(a) A massa de D.
(b) O momento de inércia em relacdo a origem.
Uma placa fina de densidade constante p tem a forma de um setor circular de raio a e angulo central

2a.. Mostre que o momento de inércia em relacao a bissetriz do angulo é dado por %M a® (1 — %ﬁa),
onde M ¢é a massa da placa.

Calcule as coordenadas (Z,7y) do centro de massa de uma chapa homogéna D com o formato de um
triangulo isdsceles com base 10cm e altura S5em.

Calcule o centro de massa da lamina D = {(:L‘, y) € R% 40 + 92 < 1,2 > 0}, se a densidade é propor-
cional & distancia de (z,y) ao eixo y.

Calcule o centro de massa do conjunto D = {(x, Yl <a?4+y?<4,y> 0}, sendo a densidade propor-
cional a distancia do ponto a origem.

Uma lamina homogénea tem a forma de um tridngulo retangulo com lados iguais de medida a. Ache o
momento de inércia em relacao a um dos lados iguais, em funcao de sua massa M.

Calcule a massa de uma lamina delimitada por (z — 1)? + (y — 2)? = 1, se a densidade em um ponto é
proporcional a distancia desse ponto a (1,2).

Uma lamina homogénea tem a forma de um triangulo retangulo de catetos b e h. Ache o momento de
inércia em funcao de sua massa M.

(a) em relagao ao eixo x (b) em relacao ao eixo y

Uma lamina homogénea tem a forma de um tridngulo equilatero de lado a. Ache o momento de inércia
em relagao

(a) a uma altura (b) a um lado
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24. Calcule as seguintes integrais:

utd
/ / 32z — (2"”7?”)2 dxdy
Y

(b) // <$ _T_ y> dzxdy, D é aregiao triangular de vértices (0,0), (1,0) e (0,1).
rTy

2 ety
/ / dA, D é aregiao no primeiro quadrante, limitada pelas pardbolas

T~ __
v =1L

) // sen (4;102 —|—y2) dzdy, D ={(z,y); 42> +y* <1,y > 0}.
D

y?:l 2 =4y e y? = 4a.

) / (\/y Jx+ \/xy) dxdy, D é aregiao do primeiro quadrante, limitada pelas hipérboles xy = 1,
D
xy = 9 e pelas retas y = x e y = 4x.

f) // (x+y—1)(z—1y)8 dedy, D éo quadrado |z| + |y| < 1.
D

) // (acz + yz) dxdy, D é a regido do primeiro quadrante, limitada por 2 — y? =1, 22 — y? = 9,
D
zy=1exzy=3.

Respostas

L@ [ 1 /e:f(:v,y) dudy
) [ 0 / T o) duda + / 1 / T by dyis
/ / f(z,y) dydm—i—/ /x f(z,y) dydx

2. (a) 2 (b) 2\/4§5+2+ \/iﬁw

(b) 36In2 () —2In(v2—1) =2In(vV2+1)

() 3 (d) ﬁ
3. (a) isen8 m\/ﬁ

(b) 1—1In2 / / Y dydr =

(¢) 5(2v2-1) —

(d) 2 (2v2-1) / /1+ V$2+y dzdy

422
(e) dydm-e—l 0 plty/1-2
/ e nw [ f(a.y) dudy

4. (a) %8 oY

(b) 324 (b) 1%

(c) 2 Vi-(=y?

(@) 22 0 [ [ o0 s
5 (a) 2 (b) 2v2+42In(vV2-1)
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9. 2¥ (8 —3V73)
9T
10. =
64 4
12. 6
13. £n3
14. Ma? (1152)
15. (a) 2v/2
140
(b) 45°v2
17. O centro de massa situa-se a %cm da base,
sobre sua mediatriz.
18. (23,0)
45
19. (0,72)
20. M2

6
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22.

23.

24.
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10.

11.

12.

13.

14.
15.

Calcule [[[;,z dV, onde W ¢ o tetraedro limitado pelos planos coordenados e pelo plano z+ 4 +z = 4.

Calcule [[f,, dV, onde W ¢é a regiao do primeiro octante, limitada por z =4 —y? y =2, . =0e¢
z=0.

Calcule [f[;,, dV, onde W é o sélido delimitado por 2 =0, y =0, 2 +y =2, z=2*+y* ¢ z=0.
Calcule [f[i,,(y —1) dV, onde W & a regido delimitada por 2 =0, 2=0, s +2=2 ¢ z2=1—1y"

Calcule [[ sz dV, onde W estd situado no primeiro octante, limitado pelos planos z = 0, x = 0,
y = 2z e pelo cilindro y? + 22 = 4.

Calcule [[[ 2z dV, onde W é o sélido limitado pelos planos z = 0, y =0, 2 =0, y+z=1 e
r+z=1.

Calcule [[[,;, 24z dV, onde W é o sdlido limitado por z +y+2=2, =0, y=0, 2=0, e z=1.

Use uma integral tripla para calcular o volume do sélido W limitado por:

(a) y=0, y=4, 2=9—2% y+2z=4.
(b) z=4—22 —y? e z =y, situado no interior do cilindro 2% +y?> =1, z > 0.
(c) 2=32% z2=4—22, y=0 e z+y=6.
(d) y=0,2=0, 2+y=2, 2y +z =6, y> + 22 = 4, no primeiro octante.
() y=0,2=0, z+a22=4, y+2z=4.
) 22+ =1, y>0, y+z=1, z=1.
)

2

z=1—-2% y+2=2, z—y=1, 2=0.

(g
(h) z2=-y, y=22>—-1, 2=0.

Calcule [[[y,z dV, onde W é o sélido limitado pelas superficies z = \/22 + 92, z = /3 (22 +1?) e
2., .2 2
ety + ¢ =4

Calcule [[ fW m dV, onde W é a regiao interior ao cone z = /a2 + 32, limitada superiormente
pela esfera 22 4+ y? + 22 = 4 e inferiormente pela esfera z? + 3% + 22 = 1.

Calcule fffW V22 +y2 dV, onde W é o sélido limitado pelas superficies z = 17(:102 +y%) e z2=2,

2 VA—a? pfa—a?—y?
Considere a integral iterada [ = / / / 2V x? + y? dzdydz.
0 Jo 0

(a) Expresse I em coordenadas cilindricas e calcule o seu valor.

(b) Expresse I em coordenadas esféricas e calcule o seu valor.

Calcule o volume do sélido W que esté dentro da esfera 2 + 12 + 2% = 4, acima do plano z = 0 e abaixo
do cone z = /3 (22 + y?).

Calcule o volume do sélido W dado por 22 +32+ (2 —1)2<1 e z> 22+ 4%

Calcule a massa do sélido W situado no primeiro octante, limitado pelos planos x =0, y = 2z e pelo
cilindro 32 + 22 = 2, supondo que a densidade no ponto (z,v, z) é proporcional & distancia deste ponto
ao plano zy.
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16

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Calcule a massa do sélido W, limitado pelas superficies 22 +y2 =1, 24+y =2 e z =0, se a densidade
em (z,y,z) é dada por p(z,y,z) = z.

Calcule a massa do sélido limitado pelo plano z = 0, o cilindro 22 + y? = 2z e pelo cone z = /22 + y2,
se a densidade é p(x,y, 2) = 22 + 32

Calcule a massa do sélido limitado superiormente por z? + y? + (¢ — 1)2 = 1, inferiormente por
z= % (22 + y?), sendo a densidade igual ao quadrado da distancia de (z,y, z) ao plano z = 0.
Calcule a massa do sélido W : z2 +9%2 <1, 22 +9y?>+ 22 <4 e z>0, sendo a densidade dada por

plz,y,z) = 2z.

Encontre a massa da regido sélida limitada pelas superficies z = 16 — 222 —2y? e z =222 +2y% se a
densidade do sélido é p(z,y, z) = /22 + y2.

Encontre o momento de inércia I, do sélido no primeiro octante, limitado pelas superficies z = y,
2?+92=1, 2=0 e z =0, sendo a densidade dada por p(z,y, z) = kz, onde k > 0 é uma constante.

Calcule a componente Z do centro de massa do sélido W dado por a2+ 12 + 22 > 2z, 22 +y%+ 22 < 8z,

z > Va2 +y?, z < /3(2?2+9y?), sea densidade no ponto (z,y,z) é inversamente proporcional ao
quadrado da distancia do ponto a origem.

Considere o cilindro homogéneo 22 + (y — a)? < a? e 0 < z < h. Calcule o momento de inércia em
relagao ao eixo z, em funcao da massa M do cilindro.

1 pl 1—y2
Seja I = / / / dzdydx. Reescreva a integral I na ordem dzxdydz.
0o JyzJo

Seja o volume do sélido W comum as esferas 22 + 9% +22 =1 e 2%+ 9% + 22 = 22. Expresse (sem
calcular) o volume de W em

(a) em coordenadas cilindricas na ordem dzdrd®.

(b) em coordenadas esféricas na ordem dpdpdf.
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Respostas
L. % (b) fOQ Jo2 Jo? p* cos psen?¢ dpdfdp = 13E
© T3
<]
5 14. 7T
4. —32
0 15. &
5.1 -
o 1 16. =g~
|12 512
17. ==
7. 11
51w
S 18. %
8. (a) % (243 —25V/5)
(b) 217;4 19. %T
(©) 55 20. 512r
(d) 33w —2) .
(e) % 21. %
(f) 2 22.
(g) % 23 3Ma?
8 )
(h) 13 ]
9 24, I = fol o 1=z Iy dadydz
V3
10. 77(2_ ﬂ) 25. (a) 027r f02 fl_l_%:a r dzdrdf
11. 8¢ 2r r3 rl 9
- 15 ) fo" Jo* Jo pPsen o dpdpdb +

12, (a) [2f [V 022 deddr = 152 + I3 2 J5 " prsen dpdgdo
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1. Apresente uma parametrizacao diferencidvel para as seguintes curvas planas:

o=y 0<x<2 (f
a4yt =4, y>0
:1:2+4y2:4, x>0
i +y=0
sty =16, x>2 (i

(&) C sty =dr, oy >0
(b)

(c)
(d) (h) C: 222 +2y* — 62+ 4y —16=0
(e)

QQQQ

) C

() C: 2 +yi=1
)
) C

: 1622 +9y% + 642 — 18y — 71 =0

2. Apresente uma parametrizacio diferencidvel para a curva C' em R3, intersecio das superficies dadas
por:

(a) z=1—-2% 2>0 e z=y (e) 224y +22 =8-2(x+y), 2>0 e x+y=2
(b) 2? +y*+ 22 =R* e x2+y2:RT2=R>O7 (f) =32 +y*> e z+62=9
situada no primeiro octante.
() 22 +y°=1 e y+z2=2
(d) 22 +y*=4 e 22+2%2=4,
situada no primeiro octante.

)

)
(g (x—1)2+9y2=1 e 22+9y*+22=4,2>0
(h) 22+ +22=2y, 2>0 e 2—y+1=0

3. Calcule / f(x,y)ds, onde
C

=xy e C parametrizada por 7(t) = (cost, sent), 0 <t < 7.

)
)=zy e C éosegmento de reta de (2,1) a (4,5).
)
)

2

=22 —9y? e C é asemicircunferéncia 22+ y?> = a?, a >0, com y > 0.

=x—y e C éa circunferéncia 2> +y?> = ax, a > 0.

(r,y) =8r e C ¢é formada pelos arco C; da pardbola y = 2? de (0,0) a (1,1) seguido
pelo segmento de reta vertical de (1,1) a (1,2).

4. Calcule / f(x,y, z)ds, onde
C

; 208y — 2
(a) f(x,y,2) =3a%yz e C éacurvadadapor 7(t) = (¢,¢%,5t%), 0 <t <1
(b) f(z,y,2) =x+y+2z e C éosegmentoderetade (1,2,3) a (0,—1,1).

(c) f(z,y,2) =y(r+2) e C éa curva intersecio das superficies 22 +y?>+22=9, comy >0 e
r+z=3.

(d) f(z,y,2) =xyz e C éa curva intersecio das superficies 22 +32+ 22 =R? e 22 +y? = RTQ,
situada no primeiro octante.

2

(e) f(z,y,2) =x e C éaintersegao do cilindro parabdlico y = x* com a parte do plano z = z, tal

que 0 <z < 1.

5. Seja C' a curva intersecao da semiesfera 2+ y2 +22 =a?,

o valor de a, se fc 3xyz ds = 16.

a >0, x>0, com o plano y = z. Determine
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6.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Sabendo que I = / ——— =28, onde C ¢ a elipse ’g—z + %—z =1, calcule a area da regiao limitada
_l’_
pela elipse.

Um pedaco de arame tem a forma da curva C intersecio da esfera 22 +y? + 22 =1—2(z +y) com

oplano z—y = 1. Calcule a massa do arame se a densidade é dada por p(z,vy,2) = 2°.

Achar a massa da curva dada por z = e’cost, y = elsent, z =-¢!, 0 <t <1, sea densidade em

cada ponto é inversamente proporcional ao quadrado da distancia do ponto a origem.

Calcule a primeira coordenada do centro de massa de um fio homogéneo que estéa ao longo de uma curva
(t)—tz+<2ftz)j+( ) k,0<t<2.

Um arame tem a forma de uma curva obtida como intersecdo da semiesfera z? + y? + 22 =16, = > 0,
com o plano y+ z = 4. Sabendo que a densidade em cada ponto (x,y,z) é dada por p(x,y,z) =z,

mostre que o momento de inércia em relagao ao eixo x é igual a %, onde M ¢é a massa do arame.

2
Calcule a massa da elipse %2 + yf =1, situada no primeiro quadrante, se a densidade em cada ponto
¢é igual ao produto das coordenadas do ponto.

Calcule a drea de um lado da superficie S cuja base é a circunferéncia z? 4+ 4> =1, no plano zy, e a
2

altura em cada ponto (x,y) é f(z,y) =1 — z=.
Deseja-se construir uma peca de zinco que tem a forma da superficie do cilindro 22 + y? = 4, compre-
endida entre os planos z=0 e x4+ y+2z=2, z>0. Se o metro quadrado do zinco custa M reais,
calcule o preco total da peca.

Um plntor deseJa pintar os dois lados de uma cerca cuja base é uma curva C no plano xy dada por
x5 +y3 = 203 para x>0 e y > 0. A altura em cada ponto (z,y) € C' é dada por f(x,y) =y.
Se o pintor cobra R reais por m?, quanto ele receberd?

Seja dado um arame semicircular homogéneo de raio 4 c¢m.

(a) Mostre que o centro de massa estd situado no eixo de simetria a uma distancia de % cm do centro.

(b) Mostre que o momento de inércia em relagao ao diametro que passa pelos extremos do arame é
8M, sendo M a massa do arame.

Um arame fino é entortado no formato da curva intersecdo das superficies x? +y>+22=4 e y =z,
situado no primeiro octante e que liga o ponto A = (ﬂ, V2, 0) ao ponto B = (1, 1, \/i) Calcule a
massa do arame, sendo a densidade em cada ponto proporcional ao quadrado da distancia do ponto ao
plano yz.

Um arame fino tem a forma da curva intersecio das superficies z?+y?+2? = 14224z e 2z = 14y, 2 > 1.
Determine a massa do arame, se a densidade em qualquer ponto é igual ao quadrado da distancia do
ponto ao plano zz.

Calcule o momento de inércia de um fio retilineo homogéneo de comprimento L, em torno de um eixo
perpendicular ao fio e passando por uma das extremidades do fio, em funcao de sua massa.

Um fio delgado tem a forma do segmento de reta que une os pontos (1,1) e (2,2). Determine o momento
de inércia em relacdo a reta y = —1, supondo que a densidade no ponto (z,y) é proporcional a distancia
do ponto ao eixo y.



Lista 3 Calculo III -A- 2015-1
Respostas
1. (a) #(t) = (13,t), 0 <t <+/2 éuma parametrizacio diferencidvel;  7(t) = (t,v/1),
também uma parametrizagao de C, mas nao é diferencidvel, pois nao existe 7'(0).
(b) 7(t) = (2cost,2sent), 0 <t <
(c) 7(t) = (2cost, sent), —5 <t <3
(d) 7(t) = ( 5+ fcost %—l—@sent), 0<t<2rm
(e) 7(t) = (4cost,4sent), —5 <t <%
(f) 7(t) = (24 2cost,2sent), 0 <t <7
(g) 7(t) = (cos®t, sen3t), 0 <t <27
(h) 7(t) = (% + 3‘2[ cost,—1+ 3\[ sent) 0<t<2rm
(i) 7(t) = (=2 +3cost,1 +4sent), 0 <t <2rm
2. (a) 7(t) = (t,t,1-1?), -1<t <1
(b) 7(t) = (£ cost Zsent,@),ogtgg
(¢) 7(t) = (cost, sent,2 — sent), 0 <t <27
(d) 7(t) = (2cost,2sent,2sent), 0 <t < 5
(e) #(t) = (1+cost,1 —cost,v/2sent), 0 <t <
(f) 7(t) = (—1+2cost,3v2sent, 15 — 12cost), 0 <t < 2r
(g) 7(t) = (1+cost, sent,2sens), 0 <t < 27
(h) 7(t) = <cost 1+\fsent fsent) 0<t<m
3. (a) % 8. @ (1 —6*1)
(b) 25 9. 1
0 2 11. 2
(@ % 3
(e) 10\/§+22 12. =«
4. (a) £2 13. (67 +8) M
(b) 3v14 14. 480R
(c) 27
RS 16. ==
(d) 55
27
(e) @ _ % 17. 2=
5. a=2 18. MSL2
6. 4 19. 1191\?1@
7. 57V/3

10
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LISTA 4 - 2015-1
Integral de Linha de Campo Vetorial

.UFF Universidade Federal Fluminense

EGM - Instituto de Matemaética e Estatistica

GMA - Departamento de Matemética Aplicada Teorema de Green
Campos conservativos

1. Calcule [,z dx+a® dy de (—1,0) a (1,0) ao longo

(a) do eixo x
(b) de C': 7(t) = (—cost, sent), 0<t<m
(c) da poligonal de vértices: (—1,0), (0,1), (1,1) e (1,0)

2. Calcule j;c —y dr+x dy, ao longo dos seguintes caminhos fechados, orientados no sentido anti-horario.

(a) circunferéncia de centro na origem e raio 2
(b) elipse z? + 36y = 36
(c) triangulo de vértices (0,0), (1,0) e (0,1).

3. Calcule [ (3z+2y) dx + (3z —y) dy de (0,0) a (1,1), ao longo

(a) do segmento de reta

(b) do arco de parabola y = 2

(c) do arco de circunferéncia z? + (y — 1)? = 1, orientado no sentido anti-horério.

4. Calcule fc 3xz dx + 4yz dy + 2zy dz, do ponto A = (0,0,0) ao ponto B = (1,1,2), ao longo dos
seguintes caminhos:

(a) segmento de reta AB

(b) intersecdo das superficies z =224+ 1y% e = =y.
5. Calcule fC Pdr+Q dy+ R dz, onde

(a) F= (P,Q,R) = (y,2,x) e C éa intersecdo das superficies z+y =2 e 22 +y%+ 22 =2(z+y),
percorrida no sentido anti-hordrio quando vista da origem.

(b) F = (P,Q,R) = (—2y,z,2) e C é a intersecdo das superficies 422 +32 =1 e 32+ 22 =1,
com >0 e z>0, percorrida uma vez do ponto (0,—1,0) ao ponto (0,1,0).

(c) F = (P,Q,R) = (z,7,y) e C é a intersecdo das superficies z = 22 +y? e 4o +2y+ 2 = 1,
orientada de modo que sua projecao no plano xy seja percorrida uma vez no sentido horario.

6. Seja C a intersecdo do cilindro 2?4+ y? =4 com o semiplano y+ 2z =0, y > 0, percorrida de modo
que sua projecdo no plano zy tenha sentido anti-hordrio e seja F(x,vy,2) = z* i +y* j + 2* k. Calcule
a integral [, F' - dr.

7. O campo de forcas ﬁ(w, y,2) = (x — 2,y — 2,z — 4z — 4) atua sobre uma particula transladando-a ao
longo da curva intersecio das superficies z = 22 +y?> e z = 4x + 4y — 4, orientada de modo que sua
projecao no plano xy seja percorrida uma vez, no sentido horario. Calcule o trabalho realizado por F'.

8. Calcule o trabalho realizado pela forca F = (z,y,z) para deslocar uma particula ao longo da curva
intersecao das superficies x + 2 =05 e z =4 —y?, orientada do ponto (5,—2,0) a (5,2,0).

9. Achar o trabalho de uma forga varidvel, dirigida para a origem das coordenadas, cuja grandeza é
proporcional ao afastamento do ponto em relacao & origem das coordenadas, se o ponto de aplicacao

. . [ . 2 2 o
desta forga descreve, no sentido anti-horério, a parte da elipse % + %6 = 1 no primeiro quadrante.
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10. Um campo de forcas bidimensional F define-se por ﬁ(x, y) = (x+ y)Z—i— (x — y)j

(a) Prove que o trabalho realizado por esta forga ao deslocar uma particula ao longo da curva
F(t) = f(t) i+ g(t)j, a<t<b, depende unicamente de f(a), f(b), g(a) e g(b).
(b) Determine o trabalho realizado quando f(a) =1, f(b) =2, g(a) =3 e g(b) =4.
11. Uma particula de peso w desce de (0,4) a (2,0) ao longo da pardbola y =4 — 22, Agem sobre a
particula a forca da gravidade e também uma forca horizontal dirigida para a direita, de médulo igual
a coordenada y do ponto. Determine o trabalho realizado por essas duas forcas.

12. Seja g: R — R uma fungao diferencidgvel e h: R — R uma primitiva de g, tal que h(1) =2,
h(2) =4. Calcule [, zg(2*+y*+2%) do+yg(a®+y*>+22) dy+2z g (2* +y* + 2%) dz, onde C
estd situada no primeiro octante, e é a intersecio das superficies 22 +y?> =1 e y = 2z, percorrida no
sentido anti-horario quando vista de cima.

13. Verifique o Teorema de Green, calculando as duas integrais do enunciado, para ﬁ(x,y) =
= (4z — 2y, 2z + 6y), onde D é a regiao interior a elipse %2 +y2=1.

14. Se D ¢ a regiao interior a elipse ;—; + % = 1 e exterior & circunferéncia z? + y? = 4, calcule
a integral de linha I = /C (2xy + exz) dx + (a:2 + 2z + cos (yQ)) dy, onde C = 0D esta orientada

positivamente.

15. Calcule as integrais de linha diretamente e também pelo Teorema de Green:

(a) Jo(Bx —y)dx + (x+5y)dy, onde C ¢é a circunferéncia unitdria = = cost, y = sent,
com 0<t<2m.

(b) [ (zy —y?) dz + (zy)dy, onde C é o caminho fechado formado por y =0, z =1 ¢ y ==,
orientado positivamente.

16. Calcule as seguintes integrais:

(a) %‘; (2y +VvV1+ x5> dr + <5£L‘ — 692) dy, onde C é a circunferéncia 22 + 3% = 4.
C

(b)jé ;fy dx +In(l1+z) dy, onde C é formadapor y=0, v+2y=4 e =z =0.
C T

2
(c) ﬁ % dx +2xy dy, onde C §é a fronteira da regido limitada por y =2z, y = —z e 2% +y? =4,
C
com y > 0.
(d) jé z7le¥ do+ (2z 4+ ¢¥Inz) dy, onde C é a fronteira da regido limitada por z =y*+1 e = = 2.
C

(e) jé (y — x + arctan x) dx + (2:5 —y+v1+ y2> dy, onde C ¢ a fronteira da regiao limitada pelas
C

curvas y=x+2 e y =

3
22 +y>=1 e 22+ y?> =09, orientada positivamente.

3 3
(f) %‘; <xy — g) dr+ (az + =z + y) dy, onde C ¢ a fronteira da regiao D entre as circunferéncias
(&

17. Calcule as seguintes integrais:
(a) / (ezg + y2) de + (z + y5) dy, onde C é formadapor y=2 e y=0, 0 <z <1, que vai do
C
ponto (1,1) ao ponto (1,0).
(b) / (1 4+ 2xcosy)dx+ (7:1:y — 2% sen y) dy, onde C éacurva y=cosx, —5 <x < 5, percorrida

C
de A:(g,O) a B:(_T”,O).
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

(c) / (23: In (y + x2) — 3y) dx + (ln (y + mZ) — 2:(}) dy, onde C é a poligonal aberta que une os
C
pontos (2,0), (2,2) e (1,0), nesta ordem.

(d) /(e” Iny — 2y)dx + (y_le"”) dy, onde C ¢é o arco de pardbola y = 22 + 1, orientado
C
de (-1,2) a (1,2).

Calcule o trabalho realizado pelo campo de forcas ﬁ(x,y) = <2mey — 22y — %3,3326?/ + sen y), ao

mover uma particula ao longo da trajetéria C' dada por 7(t) = (1 4 cost, sent), 0 <t < .

Considere o campo vetorial dado por ﬁ(ﬂn,y) = Vf(x,y) — (y,—x), onde f(z,y) = %™ cos (yz)

Calcule fC F. dr, onde C é a elipse 4z? + 9y? = 36, percorrida no sentido anti-horario.

Seja ¢ : R? — R declasse C?, tal que V2p = —3z. Considere o campo F= (%,—%’). Calcule

jé F. dr, onde C' ¢é a curva formada por y =23 e y = .
C

Seja. F = (P,Q) um campo vetorial de classe C!, em U =R2—{(0,0)}, tal que aQ( Y) = ?TP(w y)+4,
para todo (z,y) € U. Sabendo que }é F.di = 6w, onde Cp: a2 +1y? =1, calcule}é F.dF , onde
Cl 02
2

Cy: % + %=1
Considere um campo F definido em U = R2—{(—2 (2,0)} tal que VxF(z,y) =0 em (z,y) € U.
Suponha que F.di=6, C: (x4+2)2+y2=1 ejéﬁ di =9, Cy: (x—2)24+y>=1.

C

Calcule jé F.df, C: 22+ y? = 16.
C

Calcule fcﬁ -dr, onde ﬁ(a:,y) = (x2+y2_f’2$+1, 2+y2_2x+1 + CE) e C é a curva fechada formada
pelas curvas z+y+2=0, 2—y+2=0 e z+7y% =4, —2 <y < 2, percorrida no sentido anti-horario.
Calcule /C <xy x2+ > dx + <2:c + ﬁ) dy , onde C é a curva % + % =1, y > 0, orientada
de (4,0) a (—4,0).

Seja ﬁ(x, y) = <x2+y(;£1)2 -, x2+&ﬁ1)2>, (z,y) # (0,1). Calcule a integral de linha do campo F ao
longo de C7 e (5, orientadas no sentido anti-horério, onde
(a) C1: 2?2+ (y—1)2=1; (b) Cy: x2 +9y? = 16.

Seja C' uma curva simétrica em rela¢ao ao eixo y, que vaide (4,0)
a (—4,0), como mostrada na figura ao lado. Sabendo-se que a area
da regiao delimitada por C e o eixo x vale 16, calcule o trabalho

realizado pela forca ﬁ(m, y) = <%2 + my3) i+ (2 + arctany) j.

Calcule fC F.dF, onde F(z,y) = (1+ 2zcosy)

i+ (7:vy—xQSeny)j e C' éacurva y = cosz,
5 <x < 3, percorrida de A= ( ,0) a B:(—g,O

Seja F = (P,Q) de classe C* em U = R2? —{(0,2), (0,—2)}, tal que %—g =z+2+ %—5. Sejam
Cr: 22+9y2=16, Cy: 22+ (y—2)2 =4 e C3: 2>+ (y+2)?=4. Calculefg F - dF, sabendo

Co
que %‘;ﬁ-d?—mw:g[ F.di e ﬁﬁ-d?zf’/ F . di — 8r.
Cl CQ CQ C3
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29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

Calcule fc (2:L‘y3 —y2cos x) dx + (1 —2ysenz + 3;1:2y2) dy, onde C é o arco da pardbola 2z = 7y?
de P =(0,0) a P,=(5,1).
Seja F = (P,Q) = (cos (2%) + 2%y® — 5%, 2%y? + In(2 — x))

—

(a) F é conservativo? Por qué?
(b) Calcule fcﬁ dr, C: 7(t)= (% + 1 cost, % sent), 0<t<2nm.

(c) Calcule fCﬁ -dr, C: (x—12+y?>=1, <1, orientada no sentido anti-horario.
Calcule fcl*:"‘df', onde F = (P,Q) = (cos (ny) — xy?sen (:Cy2) , —2x2y sen (:cyQ)) e C é dada por

(a) C': #(t) = (1 +cost, sent), 0<t<2m.
(b) C: 7(t)=(t+ (t—1)In(1+1t%),—cos(5t)), 0<t<1.

2

Seja C' qualquer curva unindo qualquer ponto na circunferéncia 22 4+ y?> = a®> a qualquer ponto na

o 1 4
circunierencia x“ -+ = > a > 0. deja x = x° + x . ostre que -ar tem
ircunferéncia x? +y? = b%, b 0. Seja F(x,y) =3 (2*+4?)% (z,y). M que [, F-di t
sempre o valor b3 — a3.

(1,3) ) 3
erifique que a seguinte integral independe do caminho e calcule o seu valor: = =—dx — S5 dy.
Verifique q gui integral independe d inh lcul 1 I/ 3Zd zdy

(0,2)

(z+y) dz+(y—z) dy
ac2+y2 9

Encontre todos os valores possiveis de I = / onde C' é uma curva fechada

C
qualquer que nao passa pela origem.

Considere a curva C parametrizada por r(t) = (sen%,etfl), com 1 <t <2 Calcule fcﬁ - dr,

onde F(m,y) = (—y2 sen x, 2y cos x)

Calcule fc F.dF, onde ﬁ(x, ) = (y3 + 1) it (333y2 + 1)] e C éasemicircunferéncia (z—1)24+y% =1,
com y >0, orientada de (0,0) a (2,0).

—

Calcule fc F-dF, onde ﬁ(x, y) = (seny —ysenx) i+ (zcosy + cos $)5 e C' é a curva parametrizada

por 7(t) (tlit;t%’ %), com 0<¢<1.

(3,3) .
Verifique que a integral / (ew Iny — %) dx + (% —¢eYIn x) dy independe do caminho e calcule o

(1,1)
seu valor.
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Universidade Federal Fluminense LISTA 5 - 2015-1

EGM - Instituto de Matematica e Estatistica Integral de Superficie de Campo Escalar
GMA - Departamento de Matemética Aplicada Fluxo de Campo Vetorial

1. Parametrize as superficies abaixo, indicando o dominio dos parametros:

(a) S: parte da esfera x?+ y? + 22 =4, que fica acima do plano z = /2.

(b) S: parte do cilindro 22 +y? =4, que fica entre os planos z = -2 e y+z = 2.

(c) S: parte do plano x + %y + 2z =2 no interior do cilindro z? + y? = 1.

(d) S: cone gerado pela semireta z =2y, y > 0, girando-a em torno do eixo z.

(e) S: superficie de revolucao obtida girando o segmento de reta AB, A = (4,1,0), B = (2,4,0),

em torno do eixo z.
(f) S: parte do cilindro z? +y? =2y, que ficaentre z =0 e z =22+ y%

(g) S: superficie de revolucdo obtida girando a curva (z —a)?+ 22 =72, com 0 <r < a, em torno
do eixo z.

2. Seja S uma superficie parametrizada por 7(u,v) = (v cosu,vsenu,l — v2) 0<u<2m e v>0.
(a) Identifique essa superficie

(b) Encontre uma equagao da reta normal a S em 7(0,1)

(c) Encontre uma equac@o do plano tangente a S em (0, 1).
3. Calcule a 4rea da superficie dada por #(u,v) = (u,v,u® +v?), com (u,v) € D: u®+0v? < 4.
4. Calcule a area das superficies:

(a)
(b)
()
(d)

)

S:  porcao do plano 4 2y + z = 4, que estd dentro do cilindro z? + y? = 4.

S parte da esfera 22 + 1% + 22 =4, interior ao cone z = \/gngTy2 .

S porcao do cilindro z? 4+ y? =1, entre os planos z =y e z = 2y.

S : parte do cilindro 2% + 4% = 2y, limitado pelo plano z =0 e o cone z = /22 + y2.
S

superficie gerada pela rotagao do conjunto C = {(0, y,2) ER3; (y—2)2 +22 = 1} em torno
do eixo z.

d
(e

(f) S : superficie gerada pela rotagao do segmento de reta AB, A = (0,1,3), B = (0,3,1) em
torno do eixo z.

(g) S: partedasuperficie z = /22 + y?, compreendida entre os planos z+y =1, z4+y =2, x =0
e y=0.

(h) S: parte do cone z = /x2+%2, que se encontra dentro do cilindro z? + y? = 2y, fora do
cilindro z? 4 y? = 1.

5. Calcule a area da superficie da esfera de raio a, centrada na origem, limitada por dois paralelos e dois
meridianos, sabendo que o angulo entre os meridianos é « e a distancia entre os planos que contém os
paralelos é h.

6. Seja S a superficie de equacio 2z = 22 +y?, 0< 2z <k, k> 0. Sabendo-se que a 4rea de S vale

MT’T, determine o valor de k.

7. Deseja-se construir uma peca de zinco que tem a forma da superficie de equacdo z =1 — 22, compre-

endida entre os planos y =0 e z=0 eocilindro z=1—%2% y >0. Se o metro quadrado do zinco
custa R reais, calcule o preco total da pega.
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8.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

O cilindro 22 +y? = x divide a esfera S: 22+ y? + 22 =1 em duas regies S; e Sy, onde S

estd no interior do cilindro e Sy fora. Ache a razdo das dreas ig?;

Calcule [[q f(x,y,2)dS, onde

) f( )

b) f(z,y,2)=2%2 ¢ S: 22°+y*=a? a>0, com 0<2<1.

(¢) f(z,y,2) =2 e S é aregiao triangular com vértices (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1).

(d) f(z,y,2) =2z e S éasuperficie do sélido limitado pelo cilindro z?+y* =1 e os planos z =1
e rT+z=

(e) f(z,y,2) = /22 +y2+22 e S éa porcio da esfera 2 + 42 + 22 = 36, limitada pelos planos
z=0¢€e z=

(f) flx,y,2) = 22?22 e : ¢ a parte da superficie conica 2z = /a2 +y?2, limitada por

z2=4— /22 +y?, com z>0.

(g) flx,y,2) =2%y®> e S ¢éa porcao do cilindro 22+ y? =a?, a >0, no primeiro octante, entre

os planos z=y e z=2y.

(h) f(z,y,2)=22+y*> e S: 22+ +22=4, com z>1.

Suponha que f(z,y,2) = (22 +¢?) - g (sz +y? + 22>, onde ¢ ¢é uma funcao de uma variavel, tal
que g(2) = —5. Caleule [[ f(z.y,2) dS, onde S ¢éaesfera a?+y*+ 2% = 4.

Calcule a massa da superficie S parte do plano z =2 — z dentro do cilindro 22 +y? =1, sendo a
densidade dada por p(x,y,z) =y

Seja S a porcdo do cilindro x2 +4? =1, com z >0, limitada pelo plano z+y+ 2z =1 e o plano
z = 0. Calcule a massa de S, sabendo que a densidade de massa em um ponto é igual ao quadrado
da distancia do ponto ao eixo z.

Seja S a superficie do sélido limitado inferiormente pelo paraboléide z = z? + y? e superiormente
pelo plano z =1. Se a densidade de massa é dada por p(z,y,z) = z, calcule a massa de S.

Seja S a porcdo da esfera 22 +y?+ 22 =4 que se encontra dentro do paraboléide z = 24 - Caleule
a massa de S sabendo que a densidade de massa em cada ponto (z,y,z) € S é igual ao quadrado da
distancia do ponto ao eixo z.

Seja S a superficie de rotacao obtida girando C = {(a;, y,0) €R3; z =Iny, V3<y< \/é} em torno
do eixo x. Calcule a massa de S, sabendo que a densidade em cada ponto é proporcional a distancia
do ponto ao eixo =x.

Determine o momento de inércia em relacdo ao eixo z da superficie S: 22+ y? = 2y, limitada por
2=0 e z=+/22+y?, sendo a densidade p(z,y,z2) = z.

Mostre que o momento de inércia de uma casca cilindrica de comprimento L e raio da base a, com
densidade constante, em relacao a um diametro do circulo cujo centro coincide com o centro da casca
cilindrica, é [ = %Ma2 + %MLQ, onde M ¢é a massa total.

Calcule o momento de inércia da superficie homogénea, de massa M, de equacio x%+y? = R%, (R > 0),
com 0<z<1, em torno do eixo z.

Uma lamina tem a forma de um hemisfério de raio a. Calcule o momento de inércia dessa lamina em
relacao a um eixo que passa pelo polo e é perpendicular ao plano que delimita o hemisfério. Considere
a densidade no ponto P da lamina proporcional a distancia desse ponto ao plano que delimita o
hemisfério.
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20.

21.

22.

23.

Mostre que o momento de inércia em relacao ao eixo z da casca do cone z = /a2 +y? de altura h
Mh?

que estd no primeiro octante com densidade constante ¢ I = =5, , onde M ¢ a massa total.
Calcule o momento de inércia da superficie esférica de raio R, homogénea, de massa M, em torno
de qualquer diametro.

2

Calcule o centro de massa da superficie homogénea, parte da superficie conica 22 = x? + y?, compre-

endida entre os planos z=1 e z=2.

Calcule [[¢ F -7 dS, onde

(a) F(z,y,z) = —2k e S éa parte da esfera 2? +y2 + 22 = 4 fora do cilindro 22+ =1, 7
apontando para fora.

—

(b) F(z,y,2) = (—z) i+ (—y) j+ (3y%2) k e S é a parte do cilindro 2? 4+ y* = 16, situado no
primeiro octante, entre z=0 e z=5—y, 1 apontando para o eixo z.
¢) F z,y,2) = (z+ 3z i+(2+3) k e S éasuperficie do sélido limitado por z = 1— 2 r=0,2=2
Yy p p Yy
e o plano zy, com 7 exterior.
(d) F(z,y,2) = (—3zyz?) i+ (z 4 2yz — 222%) i+ (yz* — 2%) k e S é a unido da superficie
22 4+9y%2=1,0<2<1,com z=0, 22+ y? <1, indicando a orientacdo escolhida para S.
e) F z,y,2) = (yz, —xz, 22 + y?) e S é a superficie de revolucio obtida girando o segmento de reta
() y y y p G g g
que liga (1,0,1) a (0,0,3), em torno do eixo z, com 7 tendo a componente z nao negativa.

(f) F(w,y,2) =
(2) F(z,y,z D=yi+aj+2 k e S éa superficie plana limitada pelo tridngulo de vértices (2,0, 0),
(0,2,0) e (0,0,2), com 7 tendo a componente z nao negativa.

(:c Y, — ) e S éasemiesfera 22 +9y>+ 22 =4, 2>0, com 7 exterior.

(h) ﬁ(x, Y,2) =2 i+yzj e S 6aparte doplano z =2 — z, limitada pelo cilindro 22+ y% =9,
com 7 talque -k >0

_3
(x,y,2) = (1’2 +2 + 22) 2 (z,y,2) e S éaesfera 22+y>+22=0a? a >0, com 7 exterior.

—~
—

S—
ol

2

(v,y,2) =(x —y,x+y,2) e S: 2°+y*=a? 2>0,0<z<h, com 7l exterior.

(:c,y,z):x;—k—yf e S éa parte da esfera 22 +y?+ 22 = a?,

apontando para a origem.

a > 0, no primeiro octante e

(r,y,2) = (x,—3y,—2z) e S é aunidao dos planos y+2=0, com 0 <z <1, —1<y<0 e
=0, com 0<z<1, 0<y<1, indicando a orientagao escolhida para S.

=
DS TR TS TR S ]

24. Calcule o fluxo de ﬁ(m,y,z) = (y2 + 22,3;,36), através da superficie de revolugdo obtida girando o

25.

segmento de reta que liga o ponto (4,1,0) a (2,4,0) em torno do eixo x, onde o vetor 7 tem
componente ¢ nao negativa.

Calcule o fluxo de F"(;r, y,2) =x Z+y j— 2z fé, através da superficie S, parte do cilindro z?+1y? = 2z,
limitado pelo plano z =0 e pelo cone z = /22 + y2, com vetor normal apontando para fora de S.
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Respostas
1. (a) 7(¢,0) = (2sen¢cosf,2sen psenh,2cosp), (¢p,0) e D: 0<p< T, 0<60<2rm
(b) 7(6,2) = (2cosf,2senb,z), (6,z)eD: 0<0<2mr, —2<2z<2—2senf
(c) Fz,y) = (v,y,2—x—1y), (z,y) €D: 22+3><1 ou
7(r,0) = (rcosf,rsen6,2 —rcosf —rsend), (r,0)cD: 0<r<1,0<60<27
(d) 7(t,0) = (tcosf,tsend, 2t), (t,0)e D: t>0,0<60<2r
(e) 7(t,0) = (4 —2t,(1+3t)cos,(1+3t)send), (t,) e D: 0<t<1, 6¢€]l0,2n]
(f) 7(0,2z) = (2senfcosh,2senfsend, z) = (sen26,2sen?d, z),
(0,2)€eD: 0<0<m 0<z<4dsen?d ou
7(t,z) = (cost,1 + sent,z), (t,z) € D: 0<t<2m 0<2z<2+2sent
(g) 7(t,0) = ((a+rcost)cos,(a+rcost)senf,rsent), (t,0)e D: 0<t<2m, 0<6<27w
2. (a) S: z=1-22—y?> (paraboloide circular)
(b) (z,y,2) =(1,0,0) + A\(—2,0,—-1), AeR
(c)2z+2z—-2=
3. Z(17V17-1) 13. & (255 + 61)
4. (a) 4V/6 7 14. %7
(b) 4m 15. 38km
(c) 4 ’
(d) 8 16. 67
(e) 8m? 18. MR?
(f) 8V2 19 kma®
() 2% ’
) ¥ (3 +V3) 21 24
5. aha 22. (0,0, %)
6. 3 23. (a) —4mV/3
7 (5\/5_1)% (b) 407 — 64
g, 2mtd (c) 3732
24 (d) # com 7 exterior
9. (a) §(5v5-1) OF:
(b) 73 (1) 4
(c) ¥ () 2
(d) 4V2+3)r (h) 187
(e) 2167 (i) 4m
(f) 8v2 7 (j) 2ma®h
(g) 2 (k) 0
(h) 2 (1) & com 7 apontando para cima
10. -5 24, 255m
1. Vg 25, 22

12. 3T 4+ 2
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10.

11.

12.

13.

14.

. Verifique o Teorema de Gauss, calculando as duas integrais do enunciado para

(a) F(z,y,2) = (z,9,2) eosdlido W limitado pelas superficies z =22+ 3% e z = 4.

(b) F(z,y,2) = (z+1) k eosdlido W limitado pelas superficies z=1—22—y2 e z=0.
Seja F(x,y,2) =6z 1 —2y j + 5z k. Seja S a superficie da esfera com centro (1,0,1) e raio 5.
Ache o fluxo de F', de dentro para fora de S.

Calcule [[yF -7 dS, onde F(x,y,2) = (z+y) i+ (y+2) j+ 22 k, S ¢ a fronteira do cilindro
W = {(Jc,y,z) ER3 2?2 4+42<1,0<2< 1} e 7l orientada para fora de W.

Calcule ffs F-i dS, onde ﬁ(:ﬂ,y, 2) = a3 i+ Y3 j+ 23 l;, S é a superficie esférica 2% +y> 4+ 22 =1
e 7 a orientacao normal exterior a S.

Calcule o fluxo do campo ﬁ(:r, y,2z) = (z + cosx,y + ysenx,2z), através do tetraedro limitado pelos
planos coordenados e pelo plano z+y+ z=1, onde 7 ¢é a normal unitaria exterior a S.

Calcule o fluxo do campo ﬁ(m, Y, 2) = —y i+ ;—i— 422 E, através da superficie do sélido limitado pelo
cilindro 2?4+ y? =1 e pelos planos 2z =0 e z+y =2, com a normal S apontando para fora do
sélido.

Calcule o fluxo do campo F"(;r,y, z) = (acy2 + ey) i+ (yz2 + sen 2:10) f—i— (5 + zx2) E, através da
superficie aberta S: z=+/4—22—y2, 2>0,com 7 tendo componente z positiva.

Seja ﬁ(m,y, z) = zarctan (y2) i+2%In (3:2 + 1) f—i— z k. Determine o fluxo de F através da parte
do paraboloide 2% + 4% + 2z =2 que estd acima do plano z =1, sendo 7 a normal com componente
z nao negativa.

Calcule ffsﬁ-ﬁdS, onde F(z,y,2) = x i 4+ (—2y + €* cos 2) 54—(2—1—:62) k e S 6 definida por
{z=9—x2—y2, O§z§5}, {z:5, 1§x2—|—y2§4} e {z:8—3($2+y2), $2+y2§1}.

Calcule o fluxo do campo ﬁ(a:, y,z) = (x—; + vy, %3, ? + 2), através da superficie S do sélido W defi-

nido por W = {(a:,y,z) ER3 22+ 2 +22>1, 22+ 2+ (2 —2)2 <4, 2> /a2 +y2}, com campo
de vetores normais a S apontando para fora de W.

Seja T o tetraedro de vértices O = (0,0,0), A = (2,0,0), B = (0,6,0), C = (0,0,2). Sejam S
a superficie lateral de T, constituida pelas faces de T que nao estdo no plano zy e F(z,y,z) =

(3y + 2,2 + 42,2y + x) um campo vetorial de R3. Calcule ffs(rotﬁ) -7l dS, com a normal exterior
a S.

Seja a superficie conica S de vértice (0,0,h), (h > 0), de base situada no plano zy com raio 1 e
7i com componente k nao negativa. Seja F(z,y,z) = g—]yc(:n,y,z) 71— %(z,y, z) j+2(z+1) k, sendo

f(x,y,2) declasse C2 em R3. Calcule o fluxo de F através de S.

Seja f: R® — R declasse C?, tal que V2f =a2+y?+ 22 Calcule ffSVf-ﬁdS onde S éa
esfera. 22 +y?> + 22 =1, com 7 exterior a S.

Seja S a calota esférica dada pela equacdao z?+y?+2%2 =4, onde 0 < z < 2. Sobre S fixe a orientacao
it, tal que 7(0,0,2) = k. Calcule ffs(rotﬁ) -7t dS, onde F(x,y,z) = (%’3 + ze®, % — cos(yz), :cy).
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Considere o campo vetorial F(z,y,2) = (22 4 €*)i+ (3y — ze%) j + (z — 2) k, seja S a calota esférica
2?2 +9y?+ 22 =a? com z>0 e raio a>0. Sabendo que o fluxo de F na direcdo da normal exterior
fi éigual a 2ma®, calcule o raio da calota.

Calcule ffs(rotﬁ) .71 dS, sendo F(z,y,z) = (z%y +2) i+ (z® +y?) F+@Qyz—1k e S aparte da
esfera 22 + y?> + 2> —42 =0, com z <1, orientada com 7 exterior.

Seja f: R} — R declasse C?. Seja W wum sélido e seja S a fronteira de W, com normal
exterior 7. Prove que [f % dS = [[f,y V2f dadydz, onde % ¢ a derivada direcional de f na
diregao do vetor unitario 7.

Seja f: R® — R declasse C?, talque V2f =a22+19% e %(:ﬁ,y,l) = %, para todo (z,y,1) € R3.
Calcule ffs % dS, onde S éalata cilindrica com fundo e sem tampa dada por z24+32 =1, 0< 2 <1,
z=0, 22 +7y% <1, comnormal 7 apontando para fora de S.

Considere o campo vetorial F = (z+ f(y,2))i+ (z —y+2)j+ (z* — 3a?) k, onde f: R2 — R §
de classe C'. Seja S uma lata cilindrica com fundo e sem tampa dada por z2+y? =a?, 0< 2z < /a,
a>0 e a22+y?><a? z=0. Sabendo que o fluxo de F através de S, de dentro para fora é igual

a ma3, calcule o valor de a.

V2
superficie S, orientada positivamente, S = Sy U Sy, onde S;: z2=4—-222 —3%, 0<2<2 e

Sy - z:1+x2+%, 1<z<2.

Encontre o fluxo do campo F = (e + cos(yz))i + (—2zy + sen (z2)) ] + (2'2 + i) k através da

Calcule ffs(rotﬁ) .7 dS, sendo F(z,y,z) =z j+ayk, através de S: 22 +1y2+ % =1, 2< 1,

orientada de forma que o vetor normal no ponto (0,0, —2) seja o vetor —k.

Verifique o teorema de Stokes, calculando as duas integrais do enunciado para

—

(a) F(z,y,2) = (y,—x,0), S o paraboloide z=2%+y% 0<z<1 e 7 apontando para fora de S.
(b) F(z,y,2)=yi+zj+a k, S o hemisfério z = /a2 — 22 — y2, a > 0, orientada com @ normal

unitdria exterior a S.

Use o o teorema de Stokes para mostrar que a integral de linha é igual ao valor dado, indicando a
orientagao da curva C em:

(a) $-(By+z)de+(v+4y) dy+(2z+y)dz = —3‘/45”, onde C é aintersecio da esfera z2+y?+22 =1
com o plano y+ 2z = 1.

() $o(y+ 2)da + (2 + 22) dy + (z + y)dz = —7, onde C & a intersecio do plano y = z com o
cilindro 2?4 y? = 2y.

(0) $o(zy)dr + [(1—y)z+a® +a] dy + (% +ez) dz = m, onde C ¢é a intersecio do cilindro
22 +y*=1 como cone z=/22+ (y—1)2

(d) $,(8z—2y)dr+ydy+3zdz =—4,onde C éa fronteira do tridngulo situado no plano =+ 2z = 2,
de vértices (2,0,0), (2,2,0) e (0,0,2).

Calcule ¢, F.dF, sendo F = (z —y?) i+ (ac —z+ %) j+yk e C aintersecio do paraboloide

4z = 22 +y? com o cilindro z?+y? =4, orientada no sentido anti-horario se projetada no plano zy.

Calcule ¢, FdF, sendo ﬁ(:z, y,2) = (yz + z,xzz+ e Y, 2y + e %) e C acurva intersecdo das superficies
224+ y>=4 e z=1y+3, orientada no sentido anti-horario quando projetada no plano xy.

Calcule /(ex2 + ) dx + (ey2 — 22)dy + (ez2 — 2?)dz, onde C é o contorno da parte do plano
C

r+1y+ 2z =1, que estd no primeiro octante, no sentido anti-horario.
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

Calcule fcﬁ - dr, onde ﬁ(w,y, z)=(z—x+ senx,z—x+cosy,r —y—+e*) e C éa intersecao do
cilindro z?+ 3% = a® com o plano 2+:=1,a>0, b>0, orientada no sentido anti-hordrio quando
vista de cima.

Calcule a circulagao do campo F (r,y,2) =y it+zz ;’+ 22 k aoredor da curva C fronteira do triangulo
recortado do plano = +y + 2 =1 pelo primeiro octante, no sentido horario quando vista da origem.

Calcule ]{(emg/g —yz)dr + (6793/3 + 2z + 2z)dy + (67Z3/3 +5)dz, onde C é dada por
C
7(t) = (cost, sent,2), t € [0, 27].

Calcule fcﬁ - dr, onde ﬁ(m,y,z) = yz? i+ 2x2 ] + cos(zyz) ke C éa intersecdo da superficie
z=a?+y? com z=10—x? —y?, orientada no sentido anti-horario quando vista de cima.

Calcule o trabalho realizado pelo campo de forgas l*:"(a:, y,z) = (2“7 + 22) i+ (2y + ;v2) f+ (2Z + yQ) k
quando uma particula se move sob sua influéncia ao redor da borda da esfera 22+ y? + 22 =4 que
esta no primeiro octante, no sentido anti-horario quando vista de cima.

Calcule fc(z — y)dxr + In (1 +y2) dy + [ln(l + 22) +y] dz, sendo C dada por
7(t) = (4cost,4sent, 4 —4cost), 0 <t < 2.

Seja o campo F, tal que rotF = (—4xz,2(y — 1), f(2)), onde f: R — R éde classe C' com
f(0) =1. Calcule fc F .dr, onde C é a curva dada pela intersecio das superficies z = 22 4+ 4> e
2?4 (y — 1)2 = 1, orientada no sentido anti-horario quando vista de cima.

Calcule fcﬁ-df’, sendo F um campo em R3 dado por F = (—y,z, f(x,9,2)), onde f: R® — R
é de classe C!, tal que Vf- i=-3em R ¢ C ¢a intersecao da superficie 2?4 y? =1 com o
plano z —y = 2, com uma orientacao tal que quando projetada no plano z =0 produz um percurso
no sentido horario.

Utilizando o teorema de Stokes, transforme [, S rot F -7 dS em uma integral de linha e calcule:

(a) ﬁ(az,y,z) = yE, S u,v) = (u,v,u2 + 1)2), com u?+v? <1, sendo 7 a normal apontando
para cima.

(b) l*:"(x,y, z) = yi, S asuperficie 22+ y24+22=2, 22+y2<1 e 2 >0, sendo @ a normal
apontando para cima.

(c) ﬁ(az,y,z) =zj+ :cyE, S x2+y2+§ =1, 2<1, sendo 7 tal que 7(0,0,-2) = —k.

(d) F(z,y,2) = 22yi+ 2422 + 32k, S: 7r,0) = (rcos)i+ (rsenf)j+rk, com 0<r <1,
0 <0 <2m, sendo 7 a normal exterior.

Calcule [[ rot F - i dS, onde F(z,y,2) = (y,2x,2yz), S & formada pelas cinco faces do cubo
[0,2] x [0,2] x [0,2] que ndo estao no plano zy com 7 exterior a S.

(a) Utilizando o teorema de Gauss

(b) Utilizando o teorema de Stokes.

Calcule fcﬁ - dr, onde Z*:"(:L‘,y,z) = <22 + er,ZUZ + €Y, 2xy + zez> e C' ¢é a curva obtida como

2

intersecao da superficie z=1—1y*, 2> 0, com o plano x + z =2, orientada no sentido anti-horario

quando vista do eixo x positivo.

Calcule fc ﬁ-df’, onde ﬁ(aj, Yy, 2) = (z, 22 +ycosy, 2yz + ze_z) e C é a curva obtida como intersecao
da superficie z = x2?, com o plano y + z = 4, orientada no sentido anti-horario quando vista de cima.

Calcule fcﬁ - dr, onde ﬁ(w,y,z) = (—2y+ese”,—z+y,:1:3+esenz) e C ¢é a intersecao da
superficie z = y?, com o plano x + z = 1, orientada no sentido de crescimento de y.
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40. Determine fcﬁ - dr, onde ﬁ(x,y,z) = (yz + 23, 22 + 3%, vy + 4) e C' ¢é a curva obtida como
intersecao da superficies z =5—y?, 2>1 e =+ 2z =25, orientada no sentido de crescimento de y.

41. Calcule / (ze"* + ye™ + 6z) dx + (xe®™ + ze¥*) dy + (ve®* +ye¥* — senz) dz, onde C é a curva

C
dada por 7(t) =121+ (t—1)(t—3)j+wt3k, 0<t<1.

42. Calcule f F. dr, onde ( x,y,z) = (e ¥ —ze * e ?—xe ¥ e —ye ?) e C éacurvaparametrizada
por 7(t) = (1“531“ sen (%), 122), 0<t<1.

43. Calcule a integral do campo vetorial ﬁ(:c, Y, z) = (:c +y+z,z2+zc+ e*y2/2, x+y+ 6*22/2> ao longo
da curva intersecao da superficie ”’%f + % +22=1, 2> 0, com o plano y = —1, orientada no sentido
de crescimento de =x.

44. Seja o campo vetorial F= (3yz2 — 2xez) i+ (3;622 + cos y) j+ (6xyz — wzez) k

(a) F é conservativo? Por qué?
(b) Calcule fCﬁ -dF, se C éa curva descrita por 7(t) =ti+ (5% JHE-1D(t—-2)k 0<t<1
(c) Calcule fc -dr, onde C' ¢ a fronteira do plano x + y 4+ z = 2, que fica no primeiro octante,
orientada no sentido anti-horario.
Respostas
1. (a) 247 16. == 34.
s s
(b) 3 18. 7 35. (a) 0
2. 15007 19. 1 (b) —m
3
3. 3m 20. 67 () =7
(d) 7
12 -3
4. =¢ 21. =7
36. (a) 4
5 2 22. (a) 27 (a)
’ (b) 4
(b) —ma?
6. 17w 8 1
24 Am 37. 3 —e+e”
7 1647 ’
5 38, 16
25. —4mw © T3
8. 3
’ 26. 1 39. 2
3
9. 8%
27. —2mwa(a+b) 40. 32

10. % (890 4 3v/2
15 ( \[) 28. _% 41. €™

11. —12 29 6 12 301
2

12. F(h+3) 30. 757 )

43. %

13. 31. 16 ,

° 44. (a) E conservativo

14. 8=« 32. 327 (b) 0

15. 1 33. 5 (c) O



