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4.2- Derivadas e Integrais Numeéricas.

Na aula anterior (4.1) aproximamos funcoes desconhecidas por
outras funcdes conhecidas (polinOmios, etc). Foi visto duas
formas de aproximacao: Interpolacao por Polindmios e
aproximacao por Minimos Quadrados.

f(x)~ p,(x) comerro e, (x)= f (x)~ p, (x)

Agora estudaremos algumas formas de aproximar as derivadas
e integrais de funcdes desconhecidas por outras funcoes

conhecidas (polindmios). ()
; ; D( ) =——= (derivadas)
ar () _ dpa(X) ¢ [ f00dx~[ p,(9dx  ou L(o)=

dx dx A 2 (o) = j (o)dx (integrais)

Note gue as operacoes de derivada e mtegral sao Ilneares
L(1,(x) + 1,(x)) = L(1,(x)) + L(,(x)),

L (of, (X)) = aL (f,(x)), onde & € um numero.



4.2- Derivadas e Integrais Numeéricas.
Logo o erro verifica: L(e (x))=L(f (X)—p,(X))=L(f (x))-L(p,(x)).

Escolhendo p,(x) como um polindmio que interpola a funcao f(x)
em (n+1) pontos e representando este polindOmio na forma de
Lagrange segue:

p,(X)=L,(x)= Zf(x)l (x) com [.(x) = H

k=1 (%, _Xk)

L(F (0) = L(p, () = L(Z f(x»h(x)j =2 FOOL(, ()= f(x)w

onde w, =L(I,(x))ndo depende de f(x) e sdo determinados uma
unica vez, sendo validos para qualquer funcao (Regra).

L(T(x) = Z T(x)W. & uma Regra de Aproximacao para L(f(x)),
onde os pontos X; sao chamados nos (pontos de discretizacao)
e W, pesos ou coeficientes. Estudaremos algumas Regras para
aproximar derivadas e integrais.



4.2.1- Aproximacao de Derivadas por Diferencas Finitas.

Como aproximar derivadas de uma funcao por formulas de
diferencas finitas baseadas apenas nos valores dos nés (x.) e
da funcado nestes pontos ( f (x,))?

L(f(x ))—df(x) D(f (x »~dp”(x) D(p, (X))

Faremos o desenvolwmento para uma funcao de uma variavel,
mas esta metodologia pode ser estendia para funcoes de
varias variaveis. No desenvolvimento a seguir € assumido que
a funcao f(x) e suas derivadas sao continuas num intervalo
[a,b].

Sendo assim, podemos aproximar esta funcao por um
polindmio representado como uma Serie de Taylor entorno do
ponto Xe[a,b]:

1df(x)( )+ 1df(x)( g L 1dE

I dx 2 dx’ !t dx” (%) +O((X X)m) (1)

f(x)=f(X)+




4.2.1- Aproximacao de Derivadas por Diferencas Finitas.

. N . . df (X)
A aproximacao mais familiar para ax de acordo com a

definicao de derivada seria para algum h pequeno:
M — ||m f (X+ h) B f (X) ~ D (f (X)) _ f (X+ h) B f (Y) {Lado Direito (Adiantado)

dX h—0 h h forward-difference formula

df (%) _ i F(X+h) = (%)
dx -0 h h

Ty 1y = LN =L _ 2 (1 ())-+ D () Empimiss
: 2h 2"

y y=D U@y, Note que D,(f(x)) € o valor

dE , . ~

) | y=%x+% médio da aproximacao por
I D)7 ambos lados (centrada).
| = XX .
= T " Este valor aproxima melhor

\ a derivada da funcao que
=Dl a5 diferencas laterais
(adiantada ou retardada).

~ D_(f (X)) _ f (Y) —f (X - h) {Lado Esquerdo (Retardado)

backward-difference formula

X-h X X+h X



4.2.1- Aproximacao de Derivadas por Diferencas Finitas.
Por que D,(f (X)) parece ser mais precisa que D, (f (X))ou D_(f(xX))?

Analisemos o erro de cada aproximacao! Para isto € comum

usar a expansao em Serie de Taylor entorno do ponto X [a,b]:
2 —

1df(x)( mid f(x)(x_x)2+ 1d" f(x)(

£(x) = f(X)+ e s X)' +0|(x—%)"*) @)
df(®), 10°F(0),, 10°F(®) 5 1d"F(R) 0 (o
f(=Xh) = (%) 4= S S o 2 = S et DS olh™) (2

mh ld f(x)hz 1d° f(x)h3 (—1)”d”f(¥)hn

P =T0 =3 7" " 6 e " ~ol™) @3
Logo:

oty - LEHN—T® _di®) 1d°((0), 1d*H(0) . of) ot

" h dx 2 dx? 6 dx’

D(f(x))—df(x) ;dd';(x) +%ddt(gx)h2+o(h3)

erro na aproximacdo da derivada 1d%f

da f(x)
Para h pequeno o erro € dominado pelo termo: 5™ 4,2 h



4.2.1- Aproximacao de Derivadas por Diferencas Finitas.
Similarmente temos:

o (f(ry SR =FE=h) _df®) 1d*f(®) 1 f(@hzm(hg)ou
) h dx 2 dx? 6 dx®
5 (f(x))_df(x) 1d?f(x) +1d3f(¥)h2+o(h3)

2 dx? 6 dx’

J
errona aproxmagao da derivada

2 —
Para h pequeno o erro € dominado pelo termo: —%d df EX) h
X

(£ () L h)z—hf (x—h) _ dfd(xi) %d deEX) 40 o
D(f(x))—M L) 2, o)

3 dx®

erro na aprommagao da derivada
1d3f (x)

Para h pequeno o erro € dominado pelo termo: = 3
X




4.2.1- Aproximacao de Derivadas por Diferencas Finitas.

Resumindo o erro de cada aproximacao:
5 (f(x))_df(x) 1d°f(x)

) 2 dx?
errona aproxmagao da derivada

> (f(x))_df(x) 1d%f(X)

2
2 dx
errona aproxma(;ao da derivada

D(f(x))_df(x) 1d°f (%)

) 3 dx®
errona aproxmagao da derivada

onde C,, C_e C, s&o constantes especificas para cada funcao.
Ou seja, 0 erro e(h) € uma funcéo de h na forma:

log(ethy) |

e(h) = Ch™ (de ordem m) | D_( )
m D ()
log(e(h)) = log(Ch™) =1logC + mlogh T

Num grafico com escala log-log o erro se
_comportNa como uma linha reta com { Taxa de Convergéncia
inclinacao igual a ordem de preciséo. |l da Aproximagao

h+ O(h ) C_h (primeira ordem h) (Adiantada)

h+ O(h2 ) ~ C_h (primeira ordem h) (Retardada)

h® + O(h ) C,h? (segunda ordem h*) (Centrada)

D, (f (XD

m=2

logi(h)



4.2.1- Aproximacao de Derivadas por Diferencas Finitas.

E possivel aproximar a primeira derivada com ordem de
precisao maior que 2? SIM.

’ 6h

~
erro na aproximacao da derivada

+ O(h“)z C,h° (terceira ordem h®)

Existe alguma metodologia que permita obter as formulas de
diferencas finitas? SIM. Destacamos duas formas:

1- Usando a Serie de Taylor para aproximar junto com o metodo
dos coeficientes indeterminados.

2- Usando um Polinbmio de Interpolacao para aproximar a
funcao e aproximamos a derivada da funcao pela derivada do

PolinoOmio de Interpolacéo.



4.2.1- Aproximacao de Derivadas por Diferencas Finitas.

1-Metodologia para obter as formulas de diferencas finitas
usando a Serie de Taylor para aproximar junto com o método
dos coeficientes indeterminados.

Por exemplo, suponha que queremos aproximar a derivada da

funcéo pelo lado esquerdo conhecendo trés pontos apenas.

df (X)
dx

df (X)
dx

~? (X, f(X)), ((X-=h),f(x-h)) e ((X—2h), f(X—-2h))

~ D, (f (X)) = af (X) + bf (X —h) +cf (X — 2h)

Os coeficientes a,b e ¢ devem ser determinados de forma a
obter o menor erro possivel. Expandindo em Serie de Taylor:
df (X) 1d2f(x) 5 1d° f(X), 3 (—1) d" f(x) -
f h)=f(X)—= h® — h® + +0lh
K== M50 " s e o dX ()

df(®),, 1d*f(®)
2 df

: 1d f(x)

LD f(X)
|

£ (R—2h) = (%) IV a2 =L anye (2n)" +olh™)



4.2.1- Aproximacao de Derivadas por Diferencas Finitas.
Substituindo as expansoes em: D, (f (X)) = af (X) +bf (X —h) +cf (X - 2h)

D, (1(x)) =[a+b+c]f (x)~[b+ 2ch & +%[b+4c]h2 dzdig)
Y IO
6 dx

Para obter maior precisao na deriVPda primeira devemos

escolher [a+b+c]=0, —[b+2c]h=1 E[b+4<:]h2=0 ou
Note que temos trés nos,

(a+b+c=0 (A solucio deste sistema &
portanto apenas podemos
ib+2c=-1/h 3 2 1 . o
a=—, b=—— c=— colocar trés restricOes para
b+4c=0 2h h 2h . . :
: os coeficientes indeterminados
df (X . 3f(X)-4f(X-h)+ f(X-2h
(®) L b, (1 (xy) = 3 R =4T R+ (X ~2n)
dx 2h
. _w df(X) 1 d*f (X) 1, ,d°f(X)
Erro: D.(f (X)) - = —Z[b+8c]h® L. =~ K2 +0(h’
()~ = —Z[b+8eln’ = St =—=+0(h)

X




4.2.1- Aproximacao de Derivadas por Diferencas Finitas.
E as derivadas de ordem maior? Derivada de segunda ordem!

Suponha que queremos obter uma formula de diferencas finitas
centrada para aproximar a derivada segunda conhecendo
apenas trés pontos igualmente espacados.
TR p (% F(0), (R-h), F(R-N) e ((x+h), f(x+h)
dx*
Usaremos a expansao em Serie Taylor junto com o método dos

coeficientes indeterminados! (Pode ser usado outros métodos)
d?f ()
dx”

~ D?(f (X)) = af (X h) + bf (X) +cf (X + h)
ey X)) 1dY(R),, 1df(X) (—1) d"f(X) . -
f(Rh) = f(R)—= 2N D = Gt =2 = e h' +0(h™)

df(®), 10 f(®),, 1df(®), ~ 1df(®),
X =100+= 4 dx h+ 2 A h 6 d¥ "+ Ty "

Substituindo e agrupando termos obtemos:

+O(h“+1)



4.2.1- Aproximacao de Derivadas por Diferencas Finitas.
D2(f (X)) = af (X —h) +bf (X) +cf (X +h)

~la+brclf (0 +o-alh T e rape TTE o g LTI Wy
nd f(X) n+1l
bt o+ (D) al ==+ o)

Para obter a malor precisao possivel na derivada segunda
devemos escolher os coleficientes COMo:
[a+b+c]=0, [c—a]h=0, E[c+a]h2 =1 ou
Note que todos os termos
de potencia impar de h sdo
C=a 1 2 1 , ..

1 a= PYl b= v C= oz zeros. Isto € uma carateristica
a= e das diferencas centradas.

d’ (x)

a+b+c=0(A solugdo deste sistema é

-

[f(X—h)—2f(X)+ f(x+h)] Erro daaproximacao?

h2
d2f(x) 1 ,d*f(x)
Erro: DA(F(X)- o 12h2 " +0(n*)

~D*(f(X))=




4.2.2- Aproximacao de Integrais por Regras de Integracao Numérica.

Existem varias Regras de Integracao Numerica: Regra do
Trapézio, Regra de Simpson, Quadratura de Newton-Cotes,
Quadratura de Gauss, etc. Destacamos aqui a Quadratura de
Gauss.

'tl)'eorema Fundamental do Calculo:
jf(x)dx: F(b)-F(a), onde C;—I):(: f(x) em [a,b]

O problema da Integracao Numeérica consiste em determinar o
valor da integral definida a partir de (n+1) valores conhecidos da
funcao integrando.

[ £0dx~ [ p, (9dx=3" f (x)w

Esta € a Formula Geral para as Quadraturas. Resta encontrar 0os
pesos e 0s pontos de quadraturas.



4.2.2- Aproximacao de Integrais por Regras de Integracao Numérica.
Quadratura de Gauss!

Considere uma funcao f(x) definida em [-11]. O problema
consiste em determinar os pontos de quadratura x;, e 0S pesos w,
para que a Formula de Quadratura seja exata quando a funcao
iIntegrando € um polindmio de maior grau possivel N.

[ 1 00dx= [ py ()0 = foow O

Esta formula possui 2m constantes ( X, e w,). Lembrando que
um polindmio de grau 2m-1 € determinado por 2m coeficientes
segue que N=2m-1.

Para que (1) seja verificado para qualquer polindbmio de grau
2m-1 é necessario e suficiente que (1) seja verificado para o
conjunto de polinOmios:

2m-1

py (X) = > C, X" (polindmio arbitrério) %, X%, x>
k=0



4.2.2- Aproximacao de Integrais por Regras de Integracao Numérica.
1 1 m 1 m
| F00dx= [ py(dx =" py(x)w, (@)= [x*dx =D (x)w, k=012,-2m-1
1 i=1 -1 i=1

-1

ij (x)dx = rilc X dx_zilc jx dx Zilckzm:(x) W =

-1 k=0

:Zm:Wi Ck(xi)k:ZWipN(Xi)

(2
: —(-D** | —— seképar
jxkdx:l éli =<k+1 P
= " 0  sekeimpar

se substituimos o conjunto de polindbmios em (1) obtemos um
sistema nao linear de 2m equacoes.



4.2.2- Aproximacao de Integrais por Regras de Integracao Numérica.

m
> w; =2, parao polindmio x°
i=1

m
D wx; =0, para o polindmio x'
i=1

L (2)

D ow(x)*" = L para o polindmio x*™ 2
i=1 2m _1

m
D wi(x)*™" =0, parao polindmio x*
=

Este sistema nao linear € de dificil solucao. Entretanto, em lugar
do conjunto de polinomios {LX,XZ,...,XZm—l} podemos usar
polindbmios da forma x*P,(x) (k=012,---,m-1), onde P,(x) S0 0s
polinomios de Legendre. O grau deste novo conjunto de
polindmios nao € maior que 2m-1 e se usamos eles na formula
de quadratura (1) obtemos:



4.2.2- Aproximacao de Integrais por Regras de Integracao Numérica.

jkam(x)dx = i(xi)" P (x)w, k=012,---,m-1 (3)

Por outra parte, os polinomios de Legendre tem a seguinte
propriedade de ortogonalidade:

_[P (X)Q, (x)dx =0 para todo polinomio Q, (x) comk <m

Logo (3) se reduze a um sistema de m equacoes da forma:
Z(xi) P (x)w, =0 k=012,---,m-1  (3)
i=1

Note que para qualquer peso Ww; este sistema € satisfeito se 0s
pontos x. sao 0s zeros do polinomio de Legendre P,(x). Os
zeros dos polinomios de Legendre sao todos reais e diferentes
no intervalo (-1,1). Logo conhecendo estes zeros e substituindo
eles no sistema (2) obtemos um sistema linear de m equacoes
gue permite determinar oS pesos W,



4.2.2- Aproximacao de Integrais por Regras de Integracao Numérica.

dee ser provado que a Formula de Quadratura
[ Pu(dx =2 py(x)w,  (4)

onde 0S X, sAo 0s zeros dos polinomios de Legendre e 0S pesos
determinados da forma anterior é exata para todo polinébmio de
grau N<2m-1. Esta formula se conhece com o nome de
Quadratura de Gauss.

Polindbmios de Legendre P,(x) e seus zeros!

1 dm 2 m]
P (X)= X =1 m=012,---
n (%) 2" m! dx™ ( )

Propriedades:
1) R.®M=1 P, D=(-D", m=01--

1
2) j P.(X)Q, (X)dx =0 para todo polindmio Q, (x) comk <m
-1

3) P.(x) tem m raizes reais diferentes no intervalo (-1,1)



4.2.2- Aproximacao de Integrais por Regras de Integracao Numérica.

A sequir listamos os cinco primeiros Polindbmios de Legendre:

1 d" m
P (x)= x2 _1 ] m=012,---
(%) 2mm!dxm( ) |

Ry (%) ¥ P (x)
P(x) =1 A Rl Y
R(x) =X, 1

P,(x) = ;( X —1)

\

P,(X) = %(5x3 - 3x),

P, (X) = %(35x4 ~30x° +3)



4.2.2- Aproximacao de Integrais por Regras de Integracao Numérica.

A seguir listamos os pontos e pesos da Quadratura de Gauss:

m | X W,
1 1 0 2
2| 1,2 (-/+) 0.57735027 1
3| 1,3 (-/+) 0.77459667 0.55555556
2 0 0.88888889
41 14 (-/+) 0.86113631 0.34785484
2,3 (-/+) 0.33998104 0.65214516
5| 1,5 (-/+) 0.90617985 0.23692688
2,4 (-/+) 0.53846931 0.47862868
3 0 0.56888889




4.2.2- Aproximacao de Integrais por Regras de Integracao Numérica.

Uma desvantagem da Quadratura de Gauss consiste em que 0s
pontos e os pesos da formula s&o, em geral, numeros
Irracionais. Uma vantagem é o alto grau de precisao obtido com
poucos pontos.

[ 1008 = 2 F0OW € [ Papa (0= Paa X)W, (4

-1

1 m
Oerro R, = [ f(x)dx-) f(x)w € da ordem:

-1

- 22m+1 (m!)4 dsz(f)
"oem)® (2m+l)  dx®"

2m+1 I 4 _ 22m+1 m! 4
277 M) 1 yms1 e lim ) g
2m)®  (2m+1) moe (2ml)T (2m+1)

Note que



Frase do Dia

“Although to penetrate into the intimate
mysteries of nature and thence to learn the
true causes of phenomena is not allowed to
us, nevertheless it can happen that a certain
fictive hypothesis may suffice for explaining
many phenomena.”

Leonhard Euler
(A mesma da Aula 9)



