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4.3- Solucao de Equacoes Diferenciais Ordinarias.

Muitos problemas na ciéncia e na tecnologia podem ser
modelados por equacoes que estabelecem uma relacao entre

funcBes desconhecidas f() e as derivadas destas fun ¢ées 9 ()
. . . 0(0)
Equacoes deste tipo sdo chamadas EgquacoOes Diferencials.

Quando a funcao depende apenas de uma variavel f (x) a
equacéao diferencial € chamada de Equacéao Diferencial
Ordinaria, ja que apenas podem aparecer as derivadas

ordinarias da funcao 4" f(x).
ax*

Quando a funcéo depende de mais de e uma variavelt (X, X,,--+,X;)
a equacao diferencial € chamada de Equacéao Diferencial
Parcial, Ja que podem aparecer as di ferentes derivadas parciais
desta funcao k_a f — (i, j=L1--,n)e(k +—-+k, =k)

OX:' «+-OX;’

I J




4.3- Solucao de Equacoes Diferenciais Ordinarias.

No topico 4.3 estudaremos Equacoes Diferenciais Ordin arias.
No topico 4.4 estudaremos Equacoes Diferenciais Parciais.

Se diz que uma Equacao Diferencial Ordinaria é de ordem n se
a ordem da maior derivada que aparece na equa cao € n.

(f( ), df(x) d*f(x) dnf(x)jzo (EDO implicita)

dx? dx”
0 R n-1
d f(x) _ f(x), af (X),d fgx), . ,d f_(lx) (EDO explicita)
dx" dx ~ dx dx”

Resolver esta problema consiste em encontrar a funcao f(x)
gue deve ser n vezes continuamente diferenciavel num
Intervalo e satisfaz esta equacao.

Em geral, solucOes exatas para este problema pode ser uma
tarefa dificil. Neste caso os metodos numeéricos sao uma boa
ferramenta para tentar resolver problemas deste tipo.



4.3- Solucao de Equacoes Diferenciais Ordinarias.

Equacoes Diferenciais Ordin arias séo classificadas como
Lineares e Nao Lineares.

Se diz que uma EDO é Linear se a funcdo F ou F dependem
linearmente de f(X) e todas suas derivadas. Isto é, se:

FLQ[WHfz(x)],da[fl(x)w(x)] dalf,(0+ (9] d" AL (x)]]
(x)

dx ’ dx?
QFLfl(X),dfaix)’d f,(X) m,d flfx)]mFsz(X) dfdf(x) d ngx), “’d ]

dx® dx

As EDO Lineares verificam as seguintes propriedade: Suponha
gue as funcoes f,(x), f,(x),---, f,(x)sdo m solucdes da EDO Linear,
entao a func;ao definida pela combina ¢ao linear destas
solugdes f(x)= ZC (x) (C. sdo constantes arbirarias) € também

solucao da EDO Llnear. A prova desta propriedade é
conseqguéncia imediata da linearidade da EDO.



4.3- Solucao de Equacoes Diferenciais Ordinarias.

A forma geral para uma EDO Linear explicita de ordem n é:
d" f d“‘1
0,00% g, (0 4t

. 9o (X) T (X) = 9,1 (X)
onde as fun coes gm(X),gn(X),-'-, d,(xX) ndo dependem nem da
funcéao f (x)nem de suas derivadas.

+eot g (X)——

Quando a funcéo 9,.,(x)=0 se diz que a EDO Linear é
homogénea. Caso contrario se diz que a EDO Linear € nao

homogénea g,,,(x)=0.
dn f d“‘1 EDO Linear
6, (%) ‘X) g, 00T +go(x>f(x>=o{H A
omogenea

Entre as possiveis solugf')es f.(x), f,(x),---, f,,(x) da EDO Linear
estamos interessados em destacar aquelas solucoes que sao
linearmente independentes . Isto porque elas formam uma base
gue permite representar a solu cao geral da EDO Linear:

df (x)

++--4+0,(X) »

f (x)=ZCi f.(x), onde C. sdo constantes arbirarias e f.(x) sao funcgoes Ll.
i=1



4.3- Solucao de Equacoes Diferenciais Ordinarias.

Um conjunto de m solucdes da EDO Linear de ordem n é dito
ser Linearmente Independente (m<n) se o Wronskiano destas
solucdes e diferente de zero. Isto é se

df,(x)  d"f(x)
dx dx™

df, (x) d” f,(x)
W(,(X), (), F, () =| ) =5~ =~ |#0

f,(x)

d.o)  dmE,(x)

f (x
n(X) dx dx™

Se as funcgoes f,(x), f,(x),---, f (x)Sa0 n Solucoes Linearmente
Independentes da EDO Linear Homogénea de ordem n, entao
a funcao f (x)= ZC .(x), onde C. sao constantes arbirarias,

é tambéem solugao da EDO e é chamada de Solucéao Geral
desta EDO Linear Homogénea .



4.3- Solucao de Equacoes Diferenciais Ordinarias.

Um caso particular de EDO Linear Homogénea de ordem n é
quando as funcoes 9.(X).,9,(X) sdo constantes. Neste caso
temos:

d"f(x d" f (X df (x
: dxﬁ 0, dx“(l L d(x)+gof(x)=0
Se procuramos solu ¢oes para esta equa cao na forma f(x) =e*
entado obtemos a chamada Equacao Caracteristica da EDO
Linear Homogénea :

g, A + g, A+ + 0 A+, =0
Note que resolver esta equa ¢ao corresponde a encontrar 0s

zeros de um polindbmio de grau n em ;. Esta equacéao
caracteristica tem n raizes.

Se estas raizes sao todas diferentes 4 (i=1---,n), entdo as n
~ AX o~ .
solucbes fi(x)=e™ sio Linearmente Independentes e

n
fss(X) =D _Ce*, onde C, sdo constantes arbirarias.
i=1



4.3- Solucao de Equacoes Diferenciais Ordinarias.

Se as raizes da Equacao Caracteristica da EDO Linear
Homogénea tem multiplicidade, por exemplo, a raiz 4 tem
multiplicidade k, podemos obter as k solucdes LI que
correspondem a esta raiz na forma:

f (x) =™, () =xe™, f,(x)=x% - f _ (x)=x"Te

No caso que a EDO Linear é Ndo Homogénea 9..(X)#0 e for
conhecida uma solu ¢cao particular desta EDO Linear Nao
Homogénea fsp (X)

_1f
0,00 28 19,0002 1 g, 00T M 4 6,001,002 0,400
a Solugao Geral desta equacéao sera a soma da Solucao da
Equacao Homogénea mais a Solucao Particular:

foo (X) = o (X) + ZC (x) , onde C. sao constantes arbirarias.

Solugao da EDO Homogenea



4.3- Solucao de Equacoes Diferenciais Ordinarias.
Se destacam dois tipos de problemas para as EDO:

df(x) d*f (x) . d“f(x) B .
(f() PV IR ]_o (EDO implicita)

d"f(0) = f()df(x) d’f(x)  d"F(x)
dx" dx | o | dx"t

j (EDO explicita)

A solucao geral desta equacao possui n constantes arbitr arias,
gue podem ser determinadas se s&o impostas n restricoes:

- Problema de Valor Ini cial: Quando as restri cdes sao impostas
num ponto inicial x=X,( Condicoes Iniciais). Ou seja, quando
sao conhecidas no ponto inicial f(%) df (Xo) o d" (%)
0 n-1
dx

- Problema de Valor de Contorno : Quando as restricoes sao
impostas nos extremos do intervalo xe<[a,b] Condicoes de
Contorno).



4.3.1- Problema de Valor Inicial (PVI).

Considere gque a vari avel independente é o tempo. Entado nosso
Problema de Valor Inicial consiste em encontrar U(tigue satisf az:

d‘;f)ﬂ(u(t),t) vt>t, (EDO) (1)
ut,)=u, (Condicéo Inicial) (2)

Problemas que envolvem derivadas de ordem maior podem ser
transformados num sistema de equa ¢oes de primeira ordem.

Se f(u(t),t)=g,(tu(t)+9,(t) a EDO é linear.

Estudaremos alguns m étodos numeéricos que aproximam a
solucao deste PVI. Note que a solu cao aproximada consiste em
aproximar a derivada e partindo do dado inicial avan car no
tempo de forma a encontrar aproximadamente U" ~u(t )
Discretizamos o tempo da seguinte forma: t =nAt com n>0

onde At € 0 passo de tempo.



4.3.1- Problema de Valor Inicial (PVI).

Metodo de Euler: Quando aproximamos a deri vada na forma
du(t.) u(t, +A-u(t,) U(t,.)-U(t,) _ um-u-"
2~ D, (u(t,)) = St e

dt +( (n)) At At At {f d-diff fi I
obtemos o problema aproximado ( discretizado)

n+l  pn
J AtU =fU",t)ou U™ =U"+At f(U",t ) Forward- Euler(Explicit9
Desta forma U™ est & explicitado em funcéo de U"e partindo da
condicdo inicial U° =u, podemos obter uma aproxima ¢ao da
solucao para os instantes de tempo seguintes

u(t) ~U*u(,)=U? -, u(t)=U"

Quando aproximamos a derivada na f orma retardada obtemos

du(t.) u(t,)-u(t,—at _U()-Ue,,) U -y
>~ D (u(t,) - - e,
dt —( (n)) At At At {b kward-diff fi I
outro problema aproximado ( discretizado)
Un_Un—l

T f(U"t)ou U"=U""+At fU",t) Backward Euler(Implicitg



4.3.1- Problema de Valor Inicial (PVI).

n+1_ n
U AtU =fU",t)ou U™=U"+At f(U",t ) Forward- Euler(Explicit9
Un_Un_l n n n-1 n T~
v =fU"t)ou U"=U"+At f(U",t ) Backward Euler(Implicitg

Desta forma U" esta implicito em funcédo de U™ e partindo da
condic&o inicial U° =u, podemos obter uma aproxima ¢ao da
solucao para os instantes de tempo seguintes

u(t) ~U*u(,)=U? -, u(t)=U"

De qualquer forma o Método Implicito de Euler deve ser
resolvido com respeito a U"e est & equacao pode ser nao linear
se fU"t,) for ndo linear. Neste caso devemos usar algum
metodo iterativo para resolver a equa ¢cao nao linear.

Ambos métodos sao chamados metodo de um passo (one-step)
que significa que para determinar U™ precisa do conheciment o
de apenas um valor pr évio U". Ambos m étodos tém precisao de
primeira ordem!



4.3.1- Problema de Valor Inicial (PVI).

Erro do Método de Euler: Para estimar o erro local eescrevemos
a equacao de diferencas na forma que assemelha a derivada e
substituimos nesta equacao a solucao exata da EDO. Depois
usamos expansao em serie de Taylor para cancelar os termos
comuns: U"™-u" _ fU {Forward-EuIer (Explicito)

At ’ Equacio de Diferencas

_ u(tn+l)_u(tn) . f(U(t ) t ) _ u(tn+l) _u(tn) . du(tn) (EDO dU(t) (u(t)’t)j

™ At . At dt dt
0,) =)+ 20 py TV g 1T (g LU e o
1du,) . 1dutt,) ,Ldu)

(At)” +

de Precisdo

€, = 2 e 6 e (A’[) _l_|_O(At ) CAt {Primeiraprdem

Similarmente, o erro para o Metodo Backward Euler é de
primeira ordem.



4.3.1- Problema de Valor Inicial (PVI).
Uma forma de aumentar a ordem de precisao e desenvolver
metodos multipasso (multistep) que envolvem o conhecimento

prévio de mais de um valor.
du(t, u(t, +At)—u(t, —At) U™ -yt
G) < y(ut,)) = LAY UG 24D
dt 2At 2At
U™ =U"'+2At f(U",t ) (Diferenca Centrada) {Exicito de Sequnda

Outro método: 1 ,

du(t 3u(t )—4u(t —At)+u(t. —2At) 3U"-4U""+U"
(t,) ~D,(u(t.)) = (t,)—4u(t, — At)+u(t, )z

2At 2At

u" =%[4U U™ +2At f(U",t))] (Diferenca Retardada) {'mp"’cito de Segunda

(Diferenca Centrada)

Ordem de Precisao

E assim, usando as formulas de di ferencas finitas desenvolvidas
na aula anterior podemos obter di ferentes tipos de aproxima ¢oes
para o PVI. Estes meétodos nao indicam como obter os valores
prévios antes de poder aplicar o m etodo. O primeiro valor previo
é obtido da condicao inicial U°=u(t,) =u,, mas 0s outros devem
ser obtidos aplicando algum m étodo de um passo.



4.3.1- Problema de Valor Inicial (PVI).

Meétodos multipasso possuem ordem de precisao maior que 0S
metodos de um passo. Na pratica, € comum o uso de m étodos
de um passo com etapas intermediarias (multistage) que
possuem a mesma precisao que os métodos multipassos.
Nestas etapas intermediarias sdo gerados valores intermedi arios
da incognita e suas derivadas.

Metodo de Runge-Kutta Explicito de Duas Etapas :

* _qpn 1 n Primeira Etapa gera um valor intermediario entre o passo n e n+1
U =U"+-AtfUL) {u(tm}/)zu* obtido pelo Forward Euler
2

U n+l _ U n + At f (U t +§j {Segunda Etapa avalia f no ponto intermediario gerado na Primeira Etapa

para estimar a derivada no intervalo definido entre o passo n e n+l.

Combinado estas duas etapas o0 m étodo pode ser escrito como

1 A .
U "= U"+Atf (U " +§At f (U ) t + —tj (Método de Um Passo) {EXpI'C'tO de Segunda

Ordem de Precisao

Este método possui precisao de segunda ordem .



4.3.1- Problema de Valor Inicial (PVI).

Metodo de Runge-Kutta Explicito de Quatro Etapas :
Yl =U " {Etapa Zero
Y2 =U" -I-%At f (Yl,tn) {Primeira Etapa

Y3 —y" -I—%At f (Yz,tn -I-%j {Segunda Etapa

A
Y4 =U"+Atf Y3,tn -I-Etj {Terceira Etapa

At| At At
+ -

umt=y" f (Yl,tn)+2f (Yz,tn +?j+2f (Y?’,tn +7j+ f (Y“,tn +At):|{QuartaEtapa

Note que este metodo € Explicito e de Um Passo
U™=FU", f(U",t,At),At)

n?

A precisao deste méetodo de Runge-Kutta € de quarta ordem.



4.3.1- Problema de Valor Inicial (PVI).

Exemplo: Use ambos métodos de Euler para resolver o PVI
du(t)
dt
u(t,)=1 (Condicéo Inicial)

= Au(t) vt>t, (EDO) (Conte pag. 356)

At

Esta EDO Linear Homogénea tem como solu ¢éo exata: u(t) =Ce
gue com a condi cao inicial resulta em u(t) =e*, jaque C =1.

Os métodos de Euler (Um Passo) séo:
U™ =U"+At f(U"t )=U"+AtAU" =U"™ =1+ AAt)U" Forward (Explicito)

U™ =U"+At fU™t)=U"+At AU U™ =1—2Atu " Backward (Implicito)

O método multipasso da Diferenca Centrada é:

U™ =U""+2AtfU",t ) =U""+2AtAU" comU° =u, e U' = (1+ AAt)U°

' '
Explicito de Segunda Ordem de Precisdo Forward Euler




4.3.1- Problema de Valor Inicial (PVI).

Exemplo: Use ambos métodos de Euler para resolver o PVI
du(t)
dt
u(t,)=1 (Condicéo Inicial)

= Au(t) vt>t, (EDO) (Conte pag. 356)

Esta EDO Linear Homogénea tem como solu ¢éo exata: u(t) =Ce”
que com a condi ¢ao inicial resulta em u(t)=e*, jAque C =1.

Metodo Runge-Kutta de Duas Etapas (Um Passo, Expl icito):

Ordem de Precisao

Un+l:Un+At f (Un-l-%At f(U n1tn)’tn+§j {Segunda

UM =U"+AtAU" (1+%At/1j :{1+2At(1+;AtﬂﬂU“



4.3.1- Problema de Valor Inicial (PVI).

Exemplo: Continuacao do Exemplo

Metodo Runge-Kutta de Quatro Etapas (Um Passo, Expl icito):
YZ:U“+%AtﬂU“:(1+%At/1jU“ {1 Etapa

YU+l AT (Yz) =" +}At/1(1+}At/ijU“ ={1+1At/1(1+1At/1ﬂU” {2 Etapa
2 2 2 2 2
Y*=U"+At f (Y?’) =U" +At/l{1+1At/l[l+lAt/1ﬂU“ ={1+Atﬂ{l+lAtﬂ(l+lAtﬂjﬂU“
2 2 2 2
N+ n Al
U™ =U +E[f(Yl)+2f(Y2)+2f(Y3)+f(Y4)] {4 Eope

u™ ={1+N:§1+2(1+;Atﬂj+2{1+; Atﬂ(l+% Atﬂj}{ﬁ&ﬂ{ﬁ; Atﬂ(l+% AtﬂﬂE}U“

Possul quarta ordem de precisao



Frase do Dia

“Although to penetrate I nto the intimate
mysteries of nature and thence to | earn the
true causes of phenomena is not allowed to
us, nevertheless it can happen that a certai n
fictive hypothesis may suffice for explaining
many phenomena.”

Leonhard Euler (A mesma das Aula 9, 11)

“Read Euler, read Euler, he is the master of us all.
Read Euler: he is our master in everything.”

Pierre Simon de Laplace



