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4.3- Solucao de Equacoes Diferenciais Ordinarias.
Se destacam dois tipos de problemas para as EDO:

df(x) d*f (x) CdT(x) | .
(f() PV IR ]_o (EDO implicita)

d"f(0) = f()df(x) d’f(x)  d"F(x)
dx" dx | o | dx"t

j (EDO explicita)

A solucao geral desta equacao possui n constantes arbitr arias,
gue podem ser determinadas se s&o impostas n restricoes:

-Problema de Valor Inicial : Quando as restri coes sao impostas
num ponto inicial x=X,( Condicoes Iniciais). Ou seja, quando
sao conhecidas no ponto inicial f(%) df (Xo) o d" (%)
0 n-1
dx

(Estudado na Aula anterior)

- Problema de Valor de Contorno : Quando as restricoes sao
impostas nos extremos do intervalo xe<[a,b] Condicoes de
Contorno).



4.3.2- Problema de Valor de Contorno (PVC).

Considere gue a vari avel independente € a posicao xe[a,b]e

nao o tempo t. Nosso Problema de Valor de Contorno consiste

em encontrar U(x) que satisf az:

0,009 g L0020 16,00 M9 4 g (U0 = 9,400 VX a.bl (EDO)
dx dx dx

(u@=u,, u()=u,

n Condicdes| du(a) Ly dutb) .

deContorno| | dx ' dx b
>3

Porexemplo

parak<n ||d'u@ , d“u®) 4
—x Yy — =

=u;

| dX dx
Problemas deste tipo modelam fenc“)gnenos unidimensionais que

nao variam com o tempo, ou seja EZO' Estudaremos alguns
metodos de Diferencas Finitas que aproximam a solu ¢ao deste
PVC. Faremos isto aplicado a problemas que aparecem na vida
pratica.



4.3.2- Problema de Valor de Contorno (PVC).

Para exemplificar o Metodo de Aproximacao por Diferencas
Finitas (MDF) considere um PVC descrito por uma EDO Linear
de Segunda Ordem e as seguintes condicoes de contorno

d? u(x) du( X)

9,(X) +0,(%) + 0o (Nu(X) = g5(x) Vxela,bl (EDO)

u(a)—ua, u(b) =u, {2 Condicoesde Contorno

Uma forma de discretizar o problema € construir uma malha da
seguinte forma. Dividimos o intervalo [a,blem npartes iguais de

tamanho Ax e definimos o conjunto de n s da malha como:

X, =a+iAX, AX= (b—a), i=01---.n
N

Os valores correspondentes de u(x)nos pontos desta malha
sdo U(X)=U; . Resolver este PVC pelo MDF consiste em
aproximar todas as derivadas que aparecem na EDO e nas
condicOes de contorno por formulas de diferencas. Diferencas
Centradas s&o mais usadas porgue possuem maior precisao.




4.3.2- Problema de Valor de Contorno (PVC).

Destacamos (rés formulas de diferencas centradas:

du(x. u(x. + AX)—u(x. —AxX) U, —U. U.,-U.
( |) ~ Do (U(Xi )) — ( i )ZAX( i ) — |+12AX|—1 ~ |+12AX -1
d2u(x. u(x. + AX)—=2u(x.)+u(x. —Ax) U..—-2U. +U.
dx(2 |) ~ DZ(U(Xi )) — ( i ) (AE()IZ) ( i ) ~ i+1 (AX)I2 i-1
d*u(x;) ~D*(u(x)) = u(X. +2Ax) —4u(x +Ax) +6u(x.) —4u(x. — AX) +u(x, —2Ax)
4 [ 4
dx (AX)
U,,,-4U,,+6U,-4U,  +U,,

~y
~y

(Ax)*
Entao a aproxima cao pelo MDF para o PVC anterior consiste em
encontrar U, ~u(x) que satisf az
U, —-2U +U,_ U, -U._ .
0,(%)—= (AX)2 =+0,(%) 12AX =+ 0o(X)U; =095(x) YO<i<n (EDO)
U,=u,, U ,=u, {2 CondigBes de Contorno

=U,,

Esta equacao pode ser reescrita como:



4.3.2- Problema de Valor de Contorno (PVC).
( é——glju.ﬁ(go(Ax) ~2g; ), + (g£+%gijui+l=gé(AX)2 v0<i<n (EDO)

Uy =u, {2C.C.ondeg; =g(X), 9 = 9,(%). 91 = 8 (%), 9o = Gy (X,)

Note que isto € um sistema linear de n-1 equacoes com n-1
Incognitas que pode ser resolvido pelos m étodos ja estudados.

AX AX

R R TR R TR )
AX AX

0: -1 0, +la3 e 20210, +{ 0f + o U, =gl (a0

2
AX AX
0f -5 o, +loda 22, + 0+ ot = g3 a0y

n— AX n— n— n— n— AX n— n—
g, ——0 1jUnz +(g0 (A%)? - 2g] 1)Jn1+(gz 1+7 o} 1jUn =057 (AX)’

U,=u,, U =u, {2C.C.



4.3.2- Problema de Valor de Contorno (PVC).

Ou em forma matricial temos: L (. A,
U, | 95(AX)" — 92_791 Us
U, 9§(AX)2
Ap-opU=FondeU=| U, | F= g5 (AX)*
N AL
Un | s H(Ax)* _(gz 1"‘?91 1jUn
| 1 1 1 AX 1 |
o) (¢+36) 0 0 o . o
¢5%) @er-am) (@5e) o o :
X X
0 [g;”—z gfj | —2g) [937 gfj 0 0
0 3t ch B 0
0 0
O O O (gzn—Z %(gln—zj (gon—Z( AX)Z _Zgg—z) (gzn—Z %gln—lj
1 X 1 1 1
0 0 0 0 (gz _291 j (go () -2, )




4.3.2- Problema de Valor de Contorno (PVC).

Note que a matriz A do sistema linear de equa coes algébricas
obtido pela aplica cdo do método de diferencas finitas €
tridiagonal (matriz esparsa). Ou seja, apenas 0s elementos da
diagonal principal e da diagonal superior e inferior a diagonal
principal séo diferentes de zero. Isto € uma caracteristica das
matrizes geradas pelo m etodo de diferencas finitas. Esta
caracteristica deve ser explorada na hora de resolver o sistema
de equacoes linear algebricas porgue reduz o uso de mem Oria
para armazenar a matriz do sistema.

Note que a matriz € tridiagonal porque usamos formulas de
diferencas finitas com no maximo de trés pontos. Se tivéssemos
usado formulas de diferencas finitas com um ndmero maior de
pontos teriamos mais diagonais diferentes de zero . Entretanto a
maitriz continua sendo esparsa.



4.3.2- Problema de Valor de Contorno (PVC).

Problema 1 — Equacao do Calor: Considere uma barra feita de
um material condutor de calor sujeita a alguma f onte externa de
calor e condicOes de contorno nos extremos da barra.

Suponha que as propriedades do material, a distribui cao de
temperatura inicial e a fonte externa dependem apenas de xe
nao das dire ¢cOes na secao transversal e nem do tempo.

Temperatura (x)

e

a b x

O fendmeno de condu ¢ao do calor nesta barra pode ser
modelado pela seguinte equa cao:

( —K( )d“(x)j= g(x) ¥xela,bl (EDO)

N ., Fonte Externa
D|fusao

onde k(X) é o coeficiente de condu céo do calore 9(X) é a fonte
externa de calor ( Equacéo da Difusdo Estacionaria Unidimensional).



4.3.2- Problema de Valor de Contorno (PVC).

Se 0 material € homogéneo, entao k(x)nado depende de xea

EDO se transforma e: " d?u(x)

o

o g(x) Vxela,bl (EDO)
WX v ForMna

Difusdo
Condicoes de Contorno : Destacamos trés tipos de condicoes de
contorno

1- A temperatura € conhecida nos extremos do intervalo
u@)=u,, u(b)=u, {Condigéo de Dirichlet

2- O fluxo de calor € conhecido em algum extremo do intervalo
du(a) du(b)
=(Q, ou
dx dx
3- Se conhece em algum extremo do interval o uma combinacéao
das duas condicoes anteriores
du(a) du(b)
dx dx

=g,  {Condicdo de Neumann

—k(a) +au(a)=r, ou —Kk(b) +au(b)=r, {Condigéo de Robin



4.3.2- Problema de Valor de Contorno (PVC).

Exemplo 1: Resolva o seguinte PVC
2
KU _ 0y wxelab[ (EDO)

2
dx
- — ~  Fonte Externa
Difuséo

u(@)=u,, u(b)=u, {Condicdo de Dirichlet
Este problema é tao simples que pode ser resolvido de forma
exata:

—k_[mdx:_[g(x)dx ou kU
dx?

= _f g(x)dx +C, {Primeira Integracéo
G, (X) Primitiva
—k _f dlil(x)dx = _f G, (x)dx+C, _f dx ou —ku(x)= _f G,(x)dx +Cx+C, {Segunda Integracao
X

\ﬁr__d
G, (x) Primitiva

—ku(a) =G,(a)+C,a+C, {Primeira Condicéo de Contorno
—ku(b) =G, (b)+Cb+C, {Segunda Condicdo de Contorno

C - —K[u(b) - u(a)g J:LGZ b)-G@)] C, = —ku(b)—G, (b) —k[u(b) - u(a)g jgez (b)-G,(@)]




4.3.2- Problema de Valor de Contorno (PVC).

Se aproximamos a derivada segunda pela formula de diferenca
centrada:
dzu(zxi) ~ D?(u(x)) = u(x. +Ax)—2u(xi2)+u(xi — AX) N U., —2Ui2+Ui_1
dx (AX) (AX)
Entao a aproxima cao pelo MDF para o PVC anterior consiste em
encontrar U; *uU(X) gque satisf az

kiU o) vo<i<n EDO)
(AX)
U,=u,, U, ,=u, {2CondicGes de Contorno

onde a malha usada para discretizar o problema é:
X, =a+iAX, AX= (b—2a) . i=01---.n
n

Esta equacao pode ser reescrita na f orma:



4.3.2- Problema de Valor de Contorno (PVC).

K
(Ax)*

[U,,—2U,+U,,]=¢' VO<i<n (EDO)

U,=u,, U, =u, {2C.C, ondeg’ =g(x)

Note que isto é um sistema linear de n-1 equacdes com n-1
Incognitas que pode ser resolvido pelos m étodos ja estudados.

_K
(AX)?
Kk
(AX)?

K
(AX)?

[Uo _2U1 "'le] — gl
[U1 _2U2 +U3] — 92

[U,-2U,+U,]=¢"

[Un—z _2Un—1+Un]: gn_l

U,=u, {2C.C.

A(n—l)x(n_]_) U = F; Onde A = (

2

1

-2 1

-2 1
1 -2

1

1 -2 1
1 -2




4.3.2- Problema de Valor de Contorno (PVC).

A matriz A € nao singular e o sistema anterior pode ser resolvido
pelos métodos ja estudados.

Erro da Solucéo Aproximada? jaque

U0 | b2 (u(x,)) = U, ~u(x,)
dx

1- Erro em cada ponto x,: e(x)=U,; —u(x)
2- Erro global: E; =U—-u, ondeU=[U,---,U, 1" e u=[ug,---,u,]'
d2u(x) \

dx?
u@)=u,, u(b)=u,

—k

=9 (x) Vxela,b] *(1) AplicandooMDF = A, . 2U=F (2)

3- Note que em geral U n&o satisf az (2) e isto define o chamado
erro local
E =Aqpod—F=2A pmyU=F+E ()

A componente i do erro local (linha i) e

()=

[u ~2u, +Uu.,]-g' VYO<i<n (EDO)
(A) i-1 i+1



4.3.2- Problema de Valor de Contorno (PVC).

Se a solucao exata do problema e suave expandindo ela em
serie de Taylor entorno do ponto X para Ui:€ Ui..e substituindo
na equagéio anterior obtemos:

(E,) =k dCllJX(x) (Ax2 4 U) d u(x)
Substituindo a EDO (1) segue que:

(E0) =K (g L)

Ou seja, 0 erro Iocal é de ordem 2 (E,) =C,(Ax)> VO<i<n (EDO)

+O((AX) )} g' VO<i<n (EDO)

+O((AX) )} v0<i<n (EDO)

Podemos estabelecer uma rela ¢céao entre o erro local E, e o erro
global E, . Paraisto faga a diferenca entre (2)-(3) e obtemos:

A(n—l)x(n—l) (U o U) — _EL ou A(n—l)x(n—l) EG = _EL
Hf_/

Es ; . - .
Note que este é o mesmo sistema de equa ¢cdes em diferencas

obtido para U exceto que em lugar de Ftemos -E,. Este
sistema pode ser interpretado como sendo a discretizacao da



4.3.2- Problema de Valor de Contorno (PVC).
EDO correspondente ao0 erro em cada ponto:
K O e(x) - _E, (x) Vxe]a,b

*(1) Aplicandoo MDF= A . n.yEc =-E.  (2)

e(a)=0, e(b)=0
d u(x)

Ja que E (x)~—k _( )y — «* |, entdo o erro global pode ser

obtido integrando duas vezes a EDO anterior:

e(x)z_l{_ 1 e u(zx) (Ax)Z[dzu(za)+x(d2“(2b)—d2“(za)m
12 dx 12 dx dx dx

Ou seja, e(x)~C(x)(Ax)’
E. (%) =[e(%), -, e(%,)] = (Ax)?*[C(x), -, C(x,)]'

Logo para este problema o erro global também & de ordem 2 ao
igual que o erro local.




4.3.2- Problema de Valor de Contorno (PVC).

Estabilidade : Considere o sistema que estabelece a rela cao
entre o erro local e o erro global:
AE, =-E, ou A'E} =-E, onde h=Ax

Escrito desta forma nos lembra que o sistema depende do
tamanho da malha h=Ax. Note que quando h—0a di mensao da
matriz A" aumenta.

Seja(Ah)_%l inversa da matriz A", logo a solu ¢do do sistema é
=) B e [B|=(a) <AV R @

Foi visto que  |E}|=0(h”) e esperamos a mesma ordem de
precis&o para HEgJ‘ (como foi visto tamb ér]). ParT que isto se

<

verifique na relacio (4) é necessario que (Ah)_1 seja limitado
por uma constante independente de hquarido h—0

2

<C para h suficientemente pequeno = HE?3 H < CHEEH =C O(h?)



4.3.2- Problema de Valor de Contorno (PVC).

Isto motiva a seguinte definicao de estabilidade para PVC.

ESTABILIDADE : Suponha que um metodo de diferencas finitas
para o PVC linear fornece uma seq tiéncia de equacoes
matriciais da forma A'U"=F", onde hé o parametro da malha.
Se diz que este Método de Diferencas Finitas € Estavel se (Ah)
existe paratodo h suficientemente pequeno (vh<h,)e se existe
uma constante C, que independe de htal que

H(Ah)_l <C vh<h,

Note gue se esta condi cao de estabilidade se verif ica, entao
para h suficientemente pequeno = HE{‘3 H < CHEEH =C O(h?)

CONSISTENCIA: Se diz que o MDF é consistente se o Erro
Local tende para zero quando o parametro da malha tende para

ZE10. E' 50 quandoh—0=A"El. ->0=E. -0=U" >u



4.3.2- Problema de Valor de Contorno (PVC).

CONVERGENCIA: Se diz que o MDF é convergente se a norma
do Erro Global tende para zero quando o parametro da malha

tende para zero: [E¢| -0 quandoh—0

Combinando os trés conceitos anteriores chegamos ao resultado
Consisténcia + Estabilidade = Convergéncia

<C Vh<h,, entao

-1
Ou seja, se E' -0 quandoh —0e H( Ah)

h
[Fel<

(A") 11| <c |El|->0quandon >0

Em geral, Consisténcia e mais facil de verificar que Estabilidade.
Provar a Estabilidade de um MDF é um dos maiores desaf ios
gue encontramos quando queremos mostrar a Convergéncia
dos MDF para novos problemas, sejam eles problemas lineares
ou nao lineares.



4.3.2- Problema de Valor de Contorno (PVC).

Exemplo 1: Resolva o seguinte PVC

2
_U w0 (EDO)
dX FonteExterna

Difusédo k=1

u(0)=0, u@®=1 {Condicéo de Dirichlet

Este problema é tao simples que pode ser resolvido de forma
exata: —-u(x)=Cx+C,ondeC,=-1e C,=0 ou u(x)=x

Construimos a malha na forma

X, = a+IiAX, Ax=(b_a), i=0,1---.n n=5 e n=20
n
_d%e(x) _ g (X)) Vxelo
dx?
e(0)=0

= {e(x)=0

{—ke(x) =C,x+C,

ed) =
E (x)N-l{i x)? “(X)T: e(0)=0, e(1)=0

como ) =0=E_(x)=0




4.3.2- Problema de Valor de Contorno (PVC).

R E xata
DFC




Frase do Dia
“Although to penetrate I nto the intimate
mysteries of nature and thence to | earn the
true causes of phenomena is not allowed to
us, nevertheless it can happen that a certai n
fictive hypothesis may suffice for explaining
many phenomena.”

Leonhard Euler (A mesma das Aula 9, 11, 12)

“... the study of Euler’s works will remain the
best for different fields of mathematics and
nothing else can replace it.”

Friedrich Gauss



