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4.4- Solucao de Equacoes Diferenciais Parciais.

Muitos problemas na ciéncia e na tecnologia podem ser
modelados por equacoes que estabelecem uma relacao entre

funcdes desconhecidas U(°) e as derivadas destas fun ¢oes a;((‘;)
Equacoes deste tipo sdo chamadas EgquacoOes Diferencials.

Quando a funcao depende apenas de uma variavelu(x) a
equacéao diferencial € chamada de Equacéao Diferencial
Ordinaria, ja que apenas podem aparecer as derivadas

ordinéarias da funcéo de(kX) .
dx

Quando a funcao depende de mais de e uma vari avelu(X, X,, -, X,)
a equacao diferencial € chamada de Equacéao Diferencial
Parcial, Ja que podem aparecer as di ferentes derivadas parciais
desta funcao ou — (i,j=1-,n)e(k +-+k =k)

oXl .. ox | :

I J




4.4- Solucao de Equacoes Diferenciais Parciais.

No topico 4.3 estudamos Equacoes Diferenciais Ordin arias. No
topico 4.4 estudaremos Equacoes Diferenciais Parciais.

Algumas Equacodes Diferenciais Parciais podem ser
classificadas como: Elipticas, Parabolicas e Hiperbadlicas.

Faremos isto para uma Equacao Diferencial Parcial Linear de
Segunda Ordem com duas variaveis independentes:
o°u o°u o°u ou _ou

+Db +C +d—+ + pu = f (X, Y (X, Q
OXOX  OXoy  oyoy OX : oy P x.y) (x.y) <

a

A classificacao depende do Sinal do Discriminante e 0s homes
sao por analogia com as se ¢oes conicas:

(<0 EDPEliptica

b*—4ac{=0 EDPParabdlica

>0 EDPHiperbolia




4.4- Solucao de Equacoes Diferenciais Parciais.

Os trés exemplos candnicos mais t ipicos séao:

2 2 Equacéo de Poisson 2 2
au+au=f(x,y) | Q,_ VZU:V-Vu:au+au
OXOX  oyoy EDP Eliptica OXOX  oyoy
ou_, o°u  (Equacdo do Calor eplactano
ot  oxox |EDP Parabdlica

o°u _ 2 o°u  [Equacdo da Onda
otot ~ oxox | EDP Hiperbolica

Estas EDP descrevem diferentes tipos de fenomenos que
requerem de diferentes técnicas para sua solu cao, tanto
analitica quanto num érica.

Nas trés telas a seguir formalizamos EDP El iptica e Parab élica
de 22 Ordem e Hiperbdlica de 12 Ordem.



4.4- Solucao de Equacoes Diferenciais Parciais.

EDP Eliptica Linear de Segunda Ordem : L(u)=f emQ

n 2 n
L=> A p aa +Y B, i+C, onde n é a dimensAo do espaco.
X.OX.
i

o OX
Os coeficientes constantes A;,B;,C sdo reais. A matriz |A;] é
simétrica. O operador L é dito ser eliptico se a matriz | | €

definida positiva ou def inida negativa. Ou sej a, se
v'Av conservaosinal VveR"

i, j=1

Num Problema de Val or de Contorno Eliptico a solucao deve
ser determinada impondo restri ¢cOes para a solucao em todo o
contorno do dom inio (Condicoes de Contorno).

Lu)=f emQ
I u(T’) = u, (Dirichlet)
Q Contorno do
terior do Dorninio Para este problema o M étodo de Diferencas

Finitas transforma o PVC num si stema linear
esparco de equacdes algébricas.

Cominio




4.4- Solucao de Equacoes Diferenciais Parciais.

EDP Parabdlica Linear de Segunda Ordem : Se L é um
operador eliptico linear de segunda ordem com matriz [A,—J
definida positiva, entdo a EDP a seguir é parabodlica

au
ot
u(l',t) =u, (Condicao de Contorno de Dirichlet)

u(€,t,) =u, (Condicao Inicial)

=L{Uu)-f emQet>0 (EDP)

I

Contorno do
Cominio

€2

Interior do
Cominio

Num Problema de Val or de Contorno Parab o6lico a solucao
deve ser determinada | mpondo restricOes para a solucéo em
todo o contorno do dom inio para cada instante de tempo
(Condicoes de Contorno) e a Condicao Inicial para todos os
pontos do interior do dom inio.



4.4- Solucao de Equacoes Diferenciais Parciais.

EDP Hiperbadlica Linear de Primeira Ordem : A EDP a seguir é
hiperbdlica se a matriz A tem autovalores reais e pode ser
diagonalizada. Ou seja, se A tem um conjunto completo de
autovetores linearmente independentes.

I

Contorno do
Dominia

a—U:Aa—u emQet>0 (EDP)

ot OX
u(l",,t) =u, (Condicao de Contorno de Dirichlet)

u(€,t,) =u, (Condicao Inicial)

Q)

Interior dao
Cominia

Descreve o movimento de ondas e/ou transporte advectivo.

Num Problema de Val or de Contorno Hiperb olico a solucéao
deve ser determinada | mpondo restricOes para a solucéo em
parte do contorno do dom inio para cada instante de tempo
(Condicoes de Contorno) e a Condicao Inicial para todos os
pontos do interior do dom inio.



4.4- Solucao de Equacoes Diferenciais Parciais.

NoO que resta desta aula estudaremos apenas uma EDP Eliptica
Linear de Segunda Ordem. Para simplificar a exposicao
estudaremos o0 caso quando temos duas variaveis
Independentes e coef icientes constantes.

Logo nosso problema ser a descrito pela EDP:

2 2 2
o\ +b ou +C ou +d8_u+gé_u+ pu=Tf(x,y) V(x,y)eQ
OXOX  OXoy  oyoy OX oy
onde os coeficientes da EDP verificam b*—4ac<0 . Se os
coeficientes nao sao constantes a Condi cao de ELIPTICIDADE

deve ser verificada para todos os pontos do dom inio v(x,y)eQ .

a

Para que o problema esteja bem posto devemos impor
restricoes em todos os pontos do contorno do dom inio.



4.4- Solucao de Equacoes Diferenciais Parciais.

A EDP Eliptica Linear de Segunda Ordem com duas variaveis
independentes e coef icientes constantes b*-4ac<0 é:

o°u o°u o°u ou
a +b +C

+d—+ —+ u=f(x, Y (X, Q
OXOX  OXoy  oyoy OX : oy P x.y) (x.y) <

Destacamos dois casos de restri ¢coes impostas em todos 0s
pontos do contorno do dom inio (Condicoes de Contorno- PVC).

Casol {u(x,y)=u. V(x,y)eI (CCde Dirichlet)

I

Contorno do
Dominia

Q)

Interior dao
Cominia

(u(x,y)=u.  V(x,y)eI'; (CC de Dirichlet)
n-vu=gq.  V(x,y)el', (CCdeNeumann)
konde N € o vetor normal ao contorno

Caso 2
I'=r,url,

-




4.4- Solucao de Equacoes Diferenciais Parciais.

Problema 1 — Equacao do Calor: Considere uma chapa f eita de
um material condutor de calor sujeita a alguma f onte externa de
calor e condicoes de contorno no contorno da chapa.

O fendmeno de condu ¢ao do calor estacion ario nesta chapa
pode ser modelado pela seguinte equa cao:
V-(-kVu)= g(x) vxeQ (EDP)
- — o —

Difusao Fonte Externa
Se 0 material € homogéneo, entao k(x)nao depende da posi cao
e a EDP se transforma em:

Exemplo 1: .
_ _ R v 1
—k? -NVu = g(x) WvxeQ=]01x]0,1 (EDP)ou kVN U= g(x) O T
Difuséo Fonte Externa Difusi0  Fonte Externa
Casol {u(x)=u. Vxel (CC de Dirichlet) 0 1 X

Vamos aproximar o Laplaciano por f ormulas de Diferencas
Finitas Centradas::



4.4- Solucao de Equacoes Diferenciais Parciais.

Note que o dominio agora € um quadrado unitario e podemos
discretizar o problema construindo uma malha uniforme da
seguinte forma:

X, = a+iAX, Ax:(b;a), i=01,---,n
Y, =C+ jAy, Ay:(déc), j=01---,m
Abaixo mostramos uma por ¢cao (ESTENCIL-STENCIL) desta
malha: Voo Vo
Vit 1 t Yieq 1 1 1
Y, — 4 1 v, N |
Vi ) Vi $ ; 4
Yi2 Yi2
Xip Xiq X Xpp Xie Xip Xi4 Xi Xig Xie

Estencil de 5 pontos Estencil de 9 pontos



4.4- Solucao de Equacoes Diferenciais Parciais.

Denotemos por U; =U(X;,Y;)a solu ¢io exata no n6 com
coordenadas (X, Y;)e seja U; =u(X;, Y, sol ucao aproximada.
Se aproximamos as deri vadas segunda pela formula de
Diferenca Finita Centrada de segunda ordem:

Ou(%.Y;) _ DA(u(x v )) = DS T A Y) 200, V) UGG A% Y;) Uiy 205 +UL,
28 o (A%)° (A%)°

Ou(%.Y;) _ DA(U(x,,y ) = i P AY) U0, ;) UG, Y —AY) U 2y U
oy’ o (Ay)° (Ay)°

Entao a aproxima cao pelo MDF para a EDP anterior consiste em
encontrar U, ~u(x;, y;)que satisfaz

u., -2u.+U_ .. U.. -2U.+U. . vO<i<n
_k|: 1+1, | ] I—l,j+ 1,J+1 ] |,Jl:|:g(xi,yj){ (EDP)

i (AX)* o (Ay)? | VO<j<m
8X2 ayz

Por simplicidade consideramos Ax=Ay=h e m=n logo



4.4- Solucao de Equacoes Diferenciais Parciais.

[ ] v0<i<n
Uiy +U 0 -4 +UL +U L (=906, Y5) v0<j<n (EDP)

K
n
Este esquema de diferencas finitas pode ser representado
geometricamente pelo ESTENCIL de 5 pontos. Note que para
cada no (i) da malha temos uma inc oégnita U, € uma equa cao
em diferencas (acima). Nas equacdes para 0s n0s perto do

contorno devem ser substitu idas as condicoes de contorno,
semelhante ao caso unidimensional.

Como a malha tem n particao por x e n particao por y o numero
total de incognitas (graus de liberdade ) do sistema linear
equacoes sera de (n-1)2.

A U=F (Matriz Esparsa)

(n-1)?x(n-1)?
O Sistema para o Problema Unidimensional é de ordem n-1 e
para o Problema Bidimensional é de ordem (n-1)2. Logo, para o
Problema Tridimensional a ordem do sistema sera (n-1)3.



4.4- Solucao de Equacoes Diferenciais Parciais.

vO<i<n
__[Ui—l,j +U; o —4U +U +Ui,j+1:| =0(X,Y;) v0<j<n (EDP)

— Yo +U o~ +U,, +U1,2]: 9(%, Y1) {i =1 =1

2 _Uo,z +U1,1 _4U1,2 +U2,2 +U1,3]: g(xl’ Y2) {i =1]=2

— 2 _UO,n—l +U1,n—2 _4U1,n—1 +U2,n—1 +U1,n]: 9(X, ¥Yns) {i =1 J=n-1

—— U +U, 0 —4U, +U;, +U2,2]: g(%,, Y,) {i =2,]=1

n—1 equacOes para 1=3,---,n—1 equagOes para i=n-1

K
n
Note que a matriz € esparsa, ou seja, para cada linha apenas 5

[U n-2,n-1 +Un—1,n—2 —-4U n-1,n-1 +Un,n—1 +Un_1,n]: g(Xn_l, yn_l) {l =n-1, J =n-1



4.4- Solucao de Equacoes Diferenciais Parciais.

coeficientes sao diferentes de zero. Note também que temos
dois sub-indices para determinar a localiza cdo de um nd na
malha. Ou seja, temos (n-1)%inc dgnitas:

{Ul,l’Ul,z""’Ul,n—l} , {UZ,l’UZ,Z’ ) "’Uz,n—l} ""’{Un—l,l’un—l,z""’Un—l,n—l}
2 sub-indicesi=1,---,(n-1) e j=1---,(n-1)

{Ul’ Uz 1 "U(n—l) }’ {U(n—1)+1’ U(n—1)+2 1 "U(n—1)+(n—1) }’ T
{U (n-2)(n-1)+11 U(n—2)(n—1)+2 U (n-2)(n-1)+(n-1) } Isub-indice m=1,:---, (n _1)(n _1)

Isto quer dizer que apenas precisamos de 1 sub-indice para
determinar a localiza cao do nd na malha. Ou seja, que devemos
construir uma funcao gue faca uma ligacao entre os dois sub -
indices e a numera cao global (1 sub-indice). Destacamos que
esta funcao vai determinar a estrutura da matri z do sistema
linear de equa ¢bes algébricas.

Existem diferentes maneiras de construir a funcao de ligacao.
Uma forma muito simples é reordenar a numera cao por linhas.



4.4- Solucao de Equacoes Diferenciais Parciais.

Neste caso a funcao de ligacao com varredura internaem i e

externa em | é:
m(, ))=(J-)(n-1)+1, com 1=1---,(n-1) paracada j=1,---,(n—1)

Amatriz A .. . .. seriaformada por matrizes blocos de
ordem (n-1) na forma:

A=— C T(n—l),(n—l) -

A matriz | é a matriz identidade.

Se reordenamos a humera ¢ao por coluna a funcao de ligacao

seria:
m(, J))=0-1)(n-1)+j, com j=1---,(n-1) paracada i=1,---,(n-1)



4.4- Solucao de Equacoes Diferenciais Parciais.

Preciséo e Estabilidade : Semelhante ao caso 1D U; =u(x,Y;)
Erro da Solucao Aproximada?

1- Erro em cada ponto (X,Y;) e(x,y;)=U; —u(x,y;)

_ : B 0 -
2- Brro Global:E; = U —u, comU=[,,-,U 1)] e u=[u,-- Ui 1)]

—kV-Vu=g(x) ¥xeQ _

u(0)=u,, }(1) Aplicando o MDF = A(n—l)zx(n—l)z U=F (2

3- Note que em geral y nao satisf az (2) e isto define o chamado
Erro Local
E, =A U-F=A

(n-1)?x(n-1) (n-1)?x(n-1)

A componente i do erro local (linha i) &

U=F+E (3

(EL)i :F[ui—l,j +U i+1, ] —4U +u|] -1 |j+1]_gij \V/O<i, J <N (EDP)



4.4- Solucao de Equacoes Diferenciais Parciais.

Se a solucao exata do problema e suave expandindo ela em
serie de Taylor entorno do ponto (X, Y;). Substituindo na equa ¢éo
anterior esta expansao e a EDP obtemos:

(E.) =—k{112 h2£6 ug{: ¥i) 0 ug‘; y"))+0(h4)} vO<i,j<n (EDP)

Ou seja, o erro local e de ordem 2 (E ) =C/h’

Podemos estabelecer uma rela ¢céo entre o Erro Local E;, eo
Erro Global g, . Paraisto faga a diferenca entre (2)-(3) e

obtemos: ) =— —_
A(n—l)zx(n—l)z(u uy=—-E, ou A, E.=-F,
Es

Note que este € o0 mesmo sistema de equa ¢Oes em diferencas
obtido para U exceto que em lugar de Ftemos -E. Para
alguma norma o Erro Global € da mesma ordem que o Local,
Indicando que nesta horma o sistema pode ser est avel

H(A“ )_1 <C para h suficientemente pequeno =|E¢ | <C|E} | =C O(h%)

n-1)2x(n-1)?




Frase do Dia
“Although to penetrate I nto the intimate
mysteries of nature and thence to | earn the
true causes of phenomena is not allowed to
us, nevertheless it can happen that a certai n
fictive hypothesis may suffice for explaining
many phenomena.”

Leonhard Euler (A mesma das Aula 9, 11, 12,13)

“... the study of Euler’s works will remain the
best for different fields of mathematics and
nothing else can replace it.”

Friedrich Gauss



