METODOS NUMERICOS PARA EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS

4- Método de Diferencas Finitas Aplicado

as Equacoes Diferenciais Parciais.
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4.4- Solucao de Equacoes Diferenciais Parciais.

Problema 1 — Equacao Bidimensional da Difusao Linear e
Estacionaria: O fenOmeno da difusao estacion aria numa chapa
pode ser modelado pela seguinte equa cao:
V-(kVu)= g(x) WvxeQ (EDP)
- — o —

Difusao Fonte Externa
Se 0 material € homogéneo, entao k(x)nao depende da posi cao
e a EDP se transforma em:

Exemplo 1:

Y“.
1

KV-vu= g() WxeQ=10Ix0Y EDP ou kVu= 9 | O |T

Difusdo Fonte Externa Difusdo Fonte Externa

Casol {u(x)=u. VxeI (CC de Dirichlet)

Este problema n&o € tdo simples e vamos aproximar o
Laplaciano por formulas de di ferencas finitas centradas:



4.4- Solucao de Equacoes Diferenciais Parciais.

Para um dominio quadrado unit ario podemos discretizar o
problema construindo uma malha uni forme da seguinte forma:

X = a+I1AX, Ax:i, 1=0,1L---,n
n

: 1 :
y; =C+ JAy, Ay:ﬁ, }]=0,1,---,n
Abaixo mostramos uma por cao (ESTENCIL-STENCIL) desta
malha:

Yiso Yiso
yj+1 FA ¥]+1 ¥ i -
‘.'r’j * . 'y ‘.'n"j & 0 ' |
Vit + i 4 ! '
Yio Yio
iz K% el Xja2 iz X1 % el Xja2

Estencil de 5 pontos Estencil de 9 pontos



4.4- Solucao de Equacoes Diferenciais Parciais.

Denotemos por U; =U(X;,Y;)a solu ¢io exata no n6 com
coordenadas (X, Y;)e seja U; =u(X;, Y, sol ucao aproximada.
Se aproximamos as deri vadas segunda pela formula de
diferenca centrada de segunda ordem de precisao:

o°u(x, Y. u(x +AX,y;)—2u(x,y)+u(x —Ax,y.) U, . —2U.+U_,
( |2 yj)zDz(U(Xi,yj))= ( |+ yj) ( i ZJ) ( i yj)z i+, j 12 1,]
OX (AX) (AX)

Ou(%.Y;) _ DA(U(x,,y ) = i P AY) U0, ;) UG, Y —AY) U 2y U
o’ o (Ay)’ (Ay)’

Entao a aproxima cao pelo MDF para a EDP anterior consiste em
encontrar U, ~u(x;, y;)que satisfaz

u., -2u.+U_ .. U.. -2U.+U. . vO<i<n
_k|: 1+1, | ] I—l,j+ 1,J+1 ] |,Jl:|:g(xi,yj){ (EDP)

i (AX)* o (Ay)? | VO<j<m
axz ayz

Por simplicidade consideramos Ax=Ay=h |ogo



4.4- Solucao de Equacoes Diferenciais Parciais.

[ ] v0<i<n
Uiy +U 0 -4 +UL +U L (=906, Y5) v0<j<n (EDP)

K
n
Este esquema de diferencas finitas pode ser representado
geometricamente pelo ESTENCIL de 5 pontos. Note que para
cada no (i) da malha temos uma inc oégnita U, € uma equa cao
em diferencas (acima). Nas equacdes para 0s n0s perto do

contorno devem ser substitu idas as condicoes de contorno,
semelhante ao caso unidimensional.

Como a malha tem n particao por x e n particao por y o numero
total de incognitas (graus de liberdade ) do sistema linear
equacoes sera de (n-1)2.

A U=F (Matriz Esparsa)

(n-1)?x(n-1)?
O Sistema para o Problema Unidimensional é de ordem n-1 e
para o Problema Bidimensional é de ordem (n-1)2. Logo, para o
Problema Tridimensional a ordem do sistema sera (n-1)3.



4.4- Solucao de Equacoes Diferenciais Parciais.

vVO<i<n
__[Ui—l,j +U; o —4U +U +Ui,j+1:| =0(X,Y;) v0<j<n (EDP)

— Yo +U o~ +U,, +U1,2]: 9(%, Y1) {i =1 =1

2 _Uo,z +U1,1 _4U1,2 +U2,2 +U1,3]: g(xl’ Y2) {i =1]=2

— 2 _UO,n—l +U1,n—2 _4U1,n—1 +U2,n—1 +U1,n]: 9(X, ¥Yns) {i =1 J=n-1

—— U +U, 0 —4U, +U;, +U2,2]: g(%,, Y,) {i =2,]=1

n—1 equacOes para 1=3,---,n—1 equagOes para i=n-1

K
n
Note que a matriz € esparsa, ou seja, para cada linha apenas 5

[U n-2,n-1 +Un—1,n—2 —-4U n-1,n-1 +Un,n—1 +Un_1,n]: g(Xn_l, yn_l) {l =n-1, J =n-1



4.4- Solucao de Equacoes Diferenciais Parciais.

coeficientes sao diferentes de zero. Note também que temos
dois sub-indices para determinar a localiza cdo de um nd na
malha. Ou seja, temos (n-1)%inc dgnitas:

{Ul,l’Ul,z""’Ul,n—l} , {UZ,l’UZ,Z’ ) "’Uz,n—l} ""’{Un—l,l’un—l,z""’Un—l,n—l}
2 sub-indicesi=1,---,(n-1) e j=1---,(n-1)

{Ul’ Uz 1 "U(n—l) }’ {U(n—1)+1’ U(n—1)+2 1 "U(n—1)+(n—1) }’ T
{U (n-2)(n-1)+11 U(n—2)(n—1)+2 U (n-2)(n-1)+(n-1) } Isub-indice m=1,:---, (n _1)(n _1)

Isto quer dizer que apenas precisamos de 1 sub-indice para
determinar a localiza cao do nd na malha. Ou seja, que devemos
construir uma funcao gue faca uma ligacao entre os dois sub -
indices e a numera cao global (1 sub-indice). Destacamos que
esta funcao vai determinar a estrutura da matri z do sistema
linear de equa ¢bes algébricas.

Existem diferentes maneiras de construir a funcao de ligacao.
Uma forma muito simples é reordenar a numera cao por linhas.



4.4- Solucao de Equacoes Diferenciais Parciais.

Neste caso a funcao de ligacao com varredura internaem i e

externa em | é:
m(, ))=(J-)(n-1)+1, com 1=1---,(n-1) paracada j=1,---,(n—1)

Amatriz A .. . .. seriaformada por matrizes blocos de
ordem (n-1) na forma:

A=— C T(n—l),(n—l) -

A matriz | é a matriz identidade.

Se reordenamos a humera ¢ao por coluna a funcao de ligacao

seria:
m(, J))=0-1)(n-1)+j, com j=1---,(n-1) paracada i=1,---,(n-1)



4.4- Solucao de Equacoes Diferenciais Parciais.

Preciséo e Estabilidade : Semelhante ao caso 1D U; =u(x,Y;)
Erro da Solucao Aproximada?

1- Erro em cada ponto (X,Y;) e(x,y;)=U; —u(x,y;)

_ : B 0 -
2- Brro Global:E; = U —u, comU=[,,-,U 1)] e u=[u,-- Ui 1)]

—kV-Vu=g(x) ¥xeQ _

u(0)=u,, }(1) Aplicando o MDF = A(n—l)zx(n—l)z U=F (2

3- Note que em geral y nao satisf az (2) e isto define o chamado
Erro Local
E, =A U-F=A

(n-1)?x(n-1) (n-1)?x(n-1)

A componente i do erro local (linha i) &

U=F+E (3

(EL)i :F[ui—l,j +U i+1, ] —4U +u|] -1 |j+1]_gij \V/O<i, J <N (EDP)



4.4- Solucao de Equacoes Diferenciais Parciais.

Se a solucao exata do problema e suave expandindo ela em
serie de Taylor entorno do ponto (X, Y;). Substituindo na equa ¢éo
anterior esta expansao e a EDP obtemos:

(E.) =—k{112 h2£6 ug{: ¥i) 0 ug‘; y"))+0(h4)} vO<i,j<n (EDP)

Ou seja, o erro local e de ordem 2 (E ) =C/h’

Podemos estabelecer uma rela ¢céo entre o Erro Local E;, eo
Erro Global g, . Paraisto faga a diferenca entre (2)-(3) e

obtemos: ) =— —_
A(n—l)zx(n—l)z(u uy=—-E, ou A, E.=-F,
Es

Note que este € o0 mesmo sistema de equa ¢Oes em diferencas
obtido para U exceto que em lugar de Ftemos -E. Para
alguma norma o Erro Global € da mesma ordem que o Local,
Indicando que nesta horma o sistema pode ser est avel

H(A“ )_1 <C para h suficientemente pequeno =|E¢ | <C|E} | =C O(h%)

n-1)2x(n-1)?




4.4- Solucao de Equacoes Diferenciais Parciais.

Exemplo 1: Problema puramente difusivo. Vamos aproximar o

por formulas de de
segunda ordem ( Estencil de 5 pontos): A
KV-Vu= 0  ¥xeQ=]01x]0] (EDP)ou —kVu= 0O QT
Difusio Fonte Externa Difusio Fonte Externa

(u(x,0)=x ¥xe]01 (CCde Dirichlet)

u(x,))=x vxe]0] (CCdeDirichlet)

u(0,y)=0 Vvye]0,)] (CCdeDirichlet)

UL, y)=1 vye€]0][ (CCdeDirichlet)

Este problema tem como solu ¢do exata u(x,y)=x.

O Erro Local E, =A JU=F+E, (3)

Casol-

zu—F:>A(

(n-1)?x(n-1) n—1)?x(n-1)

Com componente para cada linha |

—k .
(EL)i :F[ui—l,j Uiy — AU +U; o U ]y VO<I, J<n (EDP)



4.4- Solucao de Equacoes Diferenciais Parciais.

Expandindo em Serie de Taylor obtemos para cada linha |

(E.) =—k{112h2£6 Hix.¥;) , 0 ug‘; y"))+0(h4)} vO<i,j<n (EDP)

ox*
4 4
J4 que 0 uéxiél, y.) e 0 u(Xi4, Yi) _0segue que
X
o'u(x,y.) o'u(x,y.
(), ~—k| Lz ZUCY)  CUKY) L ey 1o wo<i, j<n
12 ox o

Erro Global:E; =U-u, ondeU=[U,,---, ( 1)] e u=[up,-- Uy ]’

ApirEs = EL = A e Ee =0=Es =0

Ou seja, 0 Erro Global tambéem é zero para este exemplo.

Isto pode ser observado nos resultados num éricos mostrados a
seguir para duas malhas 5x5 e 20x20.



4.4- Solucao de Equacoes Diferenciais Parciais.

Exemplo 1: Solucdes numeéricas para a malha 5x5 (esquerda)
20x20 (direita). Note que para este exemplo o Erro Local e
Global é zero. Ou seja, a solu ¢cao aproximada pelo MDF
centradas de segunda ordem de precisao € o interpolante.

Malha 20x20

Malha 5x5




4.4- Solucao de Equacoes Diferenciais Parciais.

Exemplo 1.1: Problema puramente difusivo. Vamos aproximar o

por formulas de de
segunda ordem ( Estencil de 5 pontos): A
KV-Vu= 0  ¥xeQ=]01x]0] (EDP)ou —kVu= 0O QT
Difusio Fonte Externa Difusio Fonte Externa

0 1 x

(u(x,0)=0 Vvxe]0,4 (CC de Dirichlet diferente do exemplo 1
u(x,)=0 Vxe€]0,]] (CC de Dirichlet diferente do exemplo 1)
u(o,y)=0 Vye]0,] (CC de Dirichlet)

u(l,y)=1 Vye]0,1 (CC de Dirichlet)

A diferenca entre este exemplo e o exemplo 1 est & em duas

condicoes de contorno que sao di ferentes. Neste exemplo a
solucéo exata e outra (desconhecida).

Caso 1 «

Novamente o Erro Local é

(E.) :_l{lh{a uix,y;) @ ué’;‘; y"))+0(h4)} v0<i,j<n (EDP)

12 ox*



4.4- Solucao de Equacoes Diferenciais Parciais.

Como o MDF centradas € Estavel e Consistente para este
exemplo o Erro Global € da mesma ordem do Erro Local.
Solucdes numéricas para a malha 5x5 (esquerda) 20x20
(direita). )

1

Malha 20x20

0.8

0.6

-
0.4

0.2

0
1

Malha 5x5



4.4- Solucao de Equacoes Diferenciais Parciais.

Exemplo 1.2: Problema puramente difusivo. Vamos aproximar o

por formulas de de
segunda ordem ( Estencil de 5 pontos): A
KV-Vu= 0  ¥xeQ=]01x]0] (EDP)ou —kVu= 0O QT
Difusio Fonte Externa Difusio Fonte Externa

(u(x,0)=1 Vx€]0,[ (CC de Dirichlet diferente do exemplo 1.1)" *
u(x,1)=0 Vvxe]0,J] (CC de Dirichlet)

u(o,y)=0 Vye]0,)] (CC de Dirichlet)

U@l y)=1 Vye]0,] (CC de Dirichlet)

A diferenca entre este exemplo e o exemplo 1.1 est 4 em uma

condicao de contorno que e diferente. Neste exemplo a solu ¢cao
exata e outra (desconhecida).

Caso 1 -

Novamente o Erro Local é

(E.) :_l{lh{a uix,y;) @ ué’;‘; y"))+0(h4)} v0<i,j<n (EDP)

12 ox*



4.4- Solucao de Equacoes Diferenciais Parciais.

Como o MDF centradas € Estavel e Consistente para este
exemplo o Erro Global € da mesma ordem do Erro Local.
Solucdes numéricas para a malha 5x5 (esquerda) 20x20

—

(direita).

1~

0.8

Malha 20x20

0.6

-
0.4

0.2

0
1

Malha 5x5




4.4- Solucao de Equacoes Diferenciais Parciais.

Problema 2 — Equacao Bidimensional da Difusao-Advecao
Linear e Estacionaria : Considere um fendmeno modelado pela
seguinte EDP:
y-(—kVu2+w-Vy = &(Q vVx e Q (EDP)

Difusio Advecgdo  Fonte Externa
Se 0 material € homogéneo, entao k(x)nao depende da posi cao
e a EDP se transforma em:
—kVu+®-Vu= g(x) VxeQ (EDP)
— T —

Difusao Adveccao Fonte Externa

O sera aproximado por formulas de
de segunda ordem de precisao:

U(X; + A%, y;) =200, y;)+ux =A%, y;) Uy —20; +U;

o°u(x, y;)
axz J zDz(u(Xpyj)): (AX)Z (AX)Z
o°u(x,y:) u(x,y; +Ay)—2u(x, y;) +u(x, y; —Ay) U, .,—2U; +U, .
=~ D*(u(x.y;)) = : ; ’ ot T T

oy (Ay)? (Ay)?



4.4- Solucao de Equacoes Diferenciais Parciais.

Exemplo 2: Considere o seguinte PVC: gl
_kV2u+@-Vu= g(x) VxeQ=]0,1x]0,4 (EDP) | €2 |’
Difusdo Adveccao Fon?e ithrna ) ] 1[ ] 1[ ( ) 0 P

(u(x,0)=0 Vvx€]0,0.2

u(x,0)=10(x—-0.2) Vvxe[0.2,0.3] (CC de Dirichlet)
u(x,0)=1 vxe€]0.31

u(x,) =0 Vxe€]0,)] (CC de Dirichlet)

u(o,y)=0 Vye]0,]] (CC de Dirichlet)

u@ y)=1 Vye]0,1 (CC de Dirichlet)

O vetor de Adveccao usado é @ = (1,1) e quatro valores para o
Coeficiente Difusivo foram usados k = {1, 10‘1,10‘2,10‘3}. Todas
as solucoes foram obtidas para uma mesma malha 20x20.

.

Casol -«




4.4- Solucao de Equacoes Diferenciais Parciais.

Note que nao existem oscila ¢bes espurias.

1o

0.8

0.6

-
0.4

0.2




4.4- Solucao de Equacoes Diferenciais Parciais.

Note que as osci@ées espurias aparecem para estes k




4.4- Solucao de Equacoes Diferenciais Parciais.

Exemplo 2.1: Considere o seguinte PVC: gl
kV2u+@-Vu= g(x) VxeQ=10,1x]0,1 (EDP) | €2 |’

Difuséo Adveccao  Fonte Externa
((u(x,0)=0 Vx¢€]0,0.2
u(x,0)=10(x-0.2) Vvxe[0.2,0.3] (CC de Dirichlet)
u(x,0)=1 vxe€]0.3]

u(x,) =0 Vxe€]0,)] (CC de Dirichlet)

u(o,y)=0 Vye]0,1 (CC de Dirichlet)

U@, y)=0 Vye]0,]f (CC de Dirichlet) Diferente do exemplo 2

O vetor de Adveccao usado é @ = (1,1) e quatro valores para o
Coeficiente Difusivo foram usados k = {1, 107%,107%,10°° } Todas
as solucoes foram obtidas para uma mesma malha 20x20.

.

Casol -«




oes espurias.

de Equacoes Diferenciais Parciais.

ao

4.4- Soluc
Note que nao existem oscila ¢




4.4- Solucao de Equacoes Diferenciais Parciais.

Note que as oscila ¢coes espurias aparecem para estes k

—




4.3.2- Problema de Valor de Contorno.

Problema 3 — Equacao Bidimensional da Difusao-Advecao-
Reacao Linear e Estacionaria : A equacao gue descreve
matematicamente o f enOmeno de transporte de uma grandeza é:
~kV?u+®-Vu+ ou = g(x) VxeQ (EDP)
) Difﬂséol ;«dvg&?éOJ Rafg_é)o ForMna
Quando k>>|@le k>>c0 fendmeno difusivo é dominante. Neste
caso o0 MDF centrada de segunda ordem de precisdo € Estavel e
Consistente.

Quando |@ >>k e/ou o>>ka difusdo ndo é dominante. Neste caso
teremos um problema singularmente perturbado e o MDF
centrada de segunda ordem de precisao ¢ instavel. Para que o
Erro Global recupere a convergéncia com segunda ordem de
precisao € necessario refinar a malha ou aplicar outras t écnicas
de diferencas finitas.



Frase do Dia
“Although to penetrate I nto the intimate
mysteries of nature and thence to | earn the
true causes of phenomena is not allowed to
us, nevertheless it can happen that a certai n
fictive hypothesis may suffice for explaining
many phenomena.”

Leonhard Euler (A mesma das Aula 9, 11, 12,13...)

“... the study of Euler’s works will remain the
best for different fields of mathematics and
nothing else can replace it.”

Friedrich Gauss



