METODOS NUMERICOS PARA EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIA IS

5- Método de Elementos Finitos
Aplicado as Equacoes
Diferencials Parciails.

5.1- Breve Introducéao Historica.

5.2- Solucao de EquacOes Diferencials
Ordinarias: Problema de Valor de Contorno.

5.3- Solucao de EquacOes Diferenciais
Parciais: Problema de Valor de Contorno.



5.2- Solucao de Equacodes Diferenciais Ordinarias:
Problema de Valor de Contorno.

Formulacao Forte (PVC): Encontrar uJ S, tal que satisfaz

L(u) = g(x) ou%(—kdu(x))+wdl;(x)+au(x)= g(x) OxOR,b[ EDO

Operador Fonte Externa N O ——— Reacdao Fonte Externa
Difusao Advecgao
u(a) =u_,| [Condicao 2 ~\ —
: - uOC*(Q) N C(Q) = Sy
u(b) =u,.| | de Dirichlet

Formulacéo Fraca (Variacional): Encontrar UUS que satisfaz LvUV

T[kdu(x) dv(x) ,  du(x)
) dx

dx o V(X)MU(X)V(X)}O'X J 9 (V(x)dx

u0S={pOHYQ):@=u(") emr } e vOV ={pOH(Q): p=0emT |

Existe Equivaléncia entre a Formulacao Fraca e Forte.



5.2- Solucao de Equacodes Diferenciais Ordinarias:
Problema de Valor de Contorno.

Formulacao Fraca (Variacional): Encontrar uDS que satisfaz OvOV

.Wk du(x) dv(x) dl:j( )V(x) +au(x)v(x)}dx _[g(x)v(x)dx

dx dx

Definida em Espacos de Dimensao Inflnlta SelV.

Metodo de Galerkin: O método de Galerkin aproxima o Espaco de
Dimensao Infinita por um Espaco de Dimensao Finita e com isto
obtemos um Problema Variacional Discreto. Escolhnendo uma Base
para este Espaco de Dimenséao Finita v, UV, UV transformamos o
Problema Variacional Discreto num Sistema Linear de Equacoes
Algébricas.

ANannU =F Aqui se destacam dois casos para a escolha da Base.
1 — Base Global (Método de Galerkin Original) a matriz A € densa (cheia).

2 — Base Local (Método de Elementos Finitos de Galerkin) a matriz A €
esparsa. Usa menos memodria e facilita a obtencao da solu¢céo numerica.



5.2- Solucao de Equacodes Diferenciais Ordinarias:
Problema de Valor de Contorno.

Meétodo de Elementos Finitos: Seja M"={Q,,...Q.2 uma particao de Q
em Ne elementos Q. =1x.%4 da malha tal que Q::gelﬁe eQ.nQ, = (beeze
(elementos disjuntos). O diametro (parametro) da malha € definido
como h=maxh}  onde h.=x.-% & o didmetro de cada elemento
finito. he= Xisq - X;

0

E I I I

a Xj  Xjgq b X

O Método de Elementos Finitos de Galerkin é baseado na escolha
de uma base local para o espagoV, =V". Ou seja, uma base para

cada elemento da malha: N,
u.(X) = Z(:,\/i (X), N, € o numero de nés da ma
=1

Na maioria das vezes para construir esta base sao usados 0s
polindmios P*(Q.) de grau menor ou igual a k.

Iniclamos nossa apresentacao para polinomios lineares por partes:
k=1.



5.2- Solucao de Equacodes Diferenciais Ordinarias:
Problema de Valor de Contorno.

Quando k=1 uma possivel escolha da base local sdo os Polinomios

de Lagrange:
e 1
X~ X4 A —
—— sexUQe1= K X ]
X =% 1
_ ) X=X o —
Vo =9—— sexUQe= K X, ]
X1 =X 1
0 sex1Qe1 e X0 Qe 0
: 1 sei=]j
V.(X.)=0, =
Note que Vi (X;) =9 {0 sei |
Estas funcoes base podem ser associadas a cada
iNni X~ x se xOQe= & X°]
elemento finito Q.. -l e = KX
he:X§—>(f:>§+1—>§ >O e sex Qe
e\ Xe_ Xle se xOQe= [ XS]
Tn(X) =3, 7200 =1 % 7% _
kO ® XxXUQe




5.2- Solucao de Equacodes Diferenciais Ordinarias:
Problema de Valor de Contorno.

Assim, a funcao base v (x) é a juncao das funcoes base local nos

elementos Q. e Q..

(75 (x) seXxOQen = K, X ]

V(X)) =475(x) sexOQe= f X, ]

0 sex[0Qes e X Qe

Note que existe uma numeracao global paraos nés x e x.. A
esta numeracao global corresponde uma numeracao local em cada

elemento X e X;.

A solucao do problema restrita ao elemento Q. pode ser escrita
2

COMO- e =S e (x) OxOQ,
=1

2 2
Note que u®(x’) =) corn(¥) =D cady =¢
m=1 m=1

logo  u(¥) = 2 u" ()77 () = 2_u77 (%)

Os coeficientes da
combinacao linear
coincidem com a valor
da solucéao
aproximada no no.




5.2- Solucao de Equacodes Diferenciais Ordinarias:
Problema de Valor de Contorno.

Substituindo u_ (x) na Formulacao Variacional obtemos a
Formulacao variacional Discreta que resulta num Sistema Linear
de Equacoes Algebricas A, ., U=F, onde

N, . jﬁ dv, (X) dv (x) de (X)
‘ dx dx

V,(X) + oV, (X)V (x)}dx:fg(x)vi (X)dx

j=1 a

_J/

'

- f
= AV, v)
Como as funcdes V() se anulam fora da vizinhanca do ponto x
segue que muitos elementos da matriz A, ., Serao zero.

a; sel-1<j<i+1 Matriz de Rigidez
a. =A(v,v)= o .. | |
J 0 sej>i+1 oy<i-1 (stiffness matrix)

Ou seja, a matriz Ay «n, € uma Matriz Esparsa do Tipo Banda com
trés diagonais diferentes de zero. Semelhante a matriz obtida por
diferencas finitas centradas de segunda ordem.



5.2- Solucao de Equacoes Diferenciais Ordinarias:
Problema de Valor de Contorno.

Calcularemos agora a Matriz de Rigidez A e o Vetor Forca F

N, xN,,

(X— g L - o
EANEA E HPON XUQe1= K, X ] L - se xUQ,_
AEERE X~ X Ikﬂ
=X — _ : — _
Vi:<)g1— SeXDQe—k)ﬁﬂ] e=I, dv' = : :—i SexDQi
Xi+1_)§ dX Xi+1_Xi
0 sexdQe1 € xOQe 0sex0Q , exOQ

Como as funcoes v (x) e sua derivada se anulam fora da

vizinhanca do ponto X segue que vV, =0 e v dv, _ 0i - j|= 2 Logo

dx dx

para cada i (linha) fixado apenas serao diferente de zero trés
colunas| a;,_, = AV, V), & =AV,V,), 8, = AV, V)

AN Y dv,
a; :A(vj,vi):j — —L+w—-V, +ov,v, [dX
| dx dx dx



5.2- Solucao de Equacoes Diferenciais Ordinarias:
Problema de Valor de Contorno.

Calcularemos agora os termos da diagonal principal a, = A(v;,v,)

dv, dv, dv. _ dv, dv, dv.
j —L—L+w—Lv +ovyv |dx = I —-—L+w—LVv, +ov.v, [dX
a Q

dx dx dx o, L dx dx dx
& AEiV)
= j[ v, v, Lv,+aviv,}dx+ _[ [kd—dl+wd—v +0vv}dx
dx dx X ’ X dXx X

=K L+ 2 +Wﬁero+a(he‘1+hej:k 1,1 +a(he‘1+hej
h., h 3 3 h., h 3 3

e

Para o termo a,., = A(v,,;,V,) obtemos

Ajjpg = A(V|+1’ |) I|:k dvi+1 dvi + W%Vi + 0V, V. :|dX
Qe

dx dx dx

dx dx dx 6

e

Similarmente fazemos para a_; = A(v,_;,Vv,) .



5.2- Solucao de Equacoes Diferenciais Ordinarias:
Problema de Valor de Contorno.

Logo a Matriz de Rigidez sera:

_ki_V_V+0he6—1 se j=i-1

N,

K 1,1 +wﬁero+a(he‘1+gj se | =i
a = Alv;,vi)=4 (h, h 3 3

kE Vol seizia
2 76

h

|0 casacontrario

Note que a Matriz de Rigidez (a, a,
A\ «. € tridiagonal %y &y s
A = %> ??3 ??4

O an-2 A-an- Onan
Ayn-1 AN, |




5.2- Solucao de Equacoes Diferenciais Ordinarias:
Problema de Valor de Contorno.

Similarmente podem ser calculadas as integrais relacionadas ao
Vetor Forca F

fg(x)vdx— jg(x)vdx- fg(x)vdx+ fg(x)vdx

Q.,00Q,

f(v) 1
f.=1f = =—\h h
Se 9(x)=1 segue (Vi) = deXJr IVdX 2( et o) . Resta

agora resolver o Sistema Llnear ‘onde cada componente do vetor U

2 N

corresponde a Solucao Aproximada pelo MEF no no “I".

a, a, T, f,
&, By, By U, f,

U f
AU=Fou| 5200 3

aNn -IN,-2 aNn -IN,-1 aNn i\ R U N,-1 f N,-1
aNnNn_1 aNnNn _ UN




5.2- Solucao de Equacodes Diferenciais Ordinarias:
Problema de Valor de Contorno.
A Matriz de Rigidez e o Vetor Forca podem ser escrito em termos
~ . . 2 2
da solucao restrita a cada elemento: (%) = YU (x) = 3 uE(x)
1=1 =1

Definimos a Matriz Local A® e o Vetor Local F°® paracada
elemento “e”

e e e d rend © d r?] e e e e e e
A(nm,n.):j{k Tn 2Ty w=Tmpe v onen, }dx, Fe(n) = [ g(x)nfdx
Qe

ol dx dx dx
dv; dv. . dv, . q 9 q
Como I[ ]dX Z I[ hx J. K& WKV OV V, GX e Ig(X)Vi X
el g, a - y N -~ y
a;; =A(V;,v;) f(v;)

que define o Sistema de Equacdes Algébricas Awn,x,Y =F  segue
que Ay . ZAsz ,onde A%, :{aﬂ a“]

e e
e=1

a21 a'22

Ou seja, a Matriz Global An,n, pode ser determinada a partir da
soma da Matrizes de cada Elemento A 2.



5.2- Solucao de Equacodes Diferenciais Ordinarias:
Problema de Valor de Contorno.

O célculo da Matriz de Rigidez Global e o Vetor Forca Global feito
com a contribuicao de cada elemento nao apresenta vantagens
guando tratamos problemas unidimensionais, mas para problemas
bidimensionais ou tridimensionais este procedimento € mais
simples e facilita a elaboracao de um algoritmo computacional.

Note que os elementos da diagonal principal da Matriz Global sao

a; = A(v,,Vv;) =a;, +a; . Similarmente temos para a diagonal
superior &i.. = AV, V) = a5, . Ou seja, para os coeficientes da
diagonal principal da Matriz Global contribuem os coeficientes da
diagonal da Matriz Local de apenas dois elementos: e e e-1.
Analogamente para o Vetor Forca Global obtemos

fi=f(v)=f7"+1° onde f°=[g()dx e £ = [g(x)nsdx
Q Q,

fe )
Fe =| |



Frase do Dia

Perguntaram ao Dalai Lama ...

O que mais te surpreende na Humanidade?

“Os homens... Porque perdem a saude para juntar
dinheiro, depois perdem dinheiro para recuperar a
salde.

E por pensarem ansiosamente no futuro, esquecem
do presente de tal forma que acabam por nao
viver nem o presente nem o futuro.

E vivem como se nunca fossem morrer...
... morrem como se nunca tivessem vivido.



