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5.3- Solucao de Equacoes Diferenciais Parciails:
Problema de Valor de Contorno.

Apresentaremos o MEF para um Problema de Valor de Contorno
em Duas DimensoOes. Especificamente, para a Equacao
Bidimensional da Difusdo-Advecao-Reacao Linear e Estacionaria
definida num dominio quadrado unitario com condicbes de
contorno de Dirichlet. Chamaremos este Problema de Valor de
Contorno (PVC) de Problema Modelo.

Tradicionalmente o PVC é descrito na Formulacao Forte.

Formulacao Forte (PVC): Encontrar ull S, tal que satisfaz
O{-kOu)+w@Mu+ ou = g(x) OxUOQ (EDP)
N — Y —_ ——

~ = W
Adveccdao  Reacdo pgnte Externa

Difusdo Y1

1

u(f)=u. {Condigdo de Dirichle QI




5.3- Solucao de Equacoes Diferenciais Parciails:
Problema de Valor de Contorno.

Para obter a Formulacao Fraca partindo da Formulacao Forte do
PVC devemos realizar 0s cinco passos a sequir:

Passo 1. Multiplicar a EDP por uma funcéo “Teste” vUC; (Q) .

O simbolo C; (Q) denota o espaco das fungdes continuas com
derivadas até ordem «continuas em Q e que se anulam no
contorno .

[0Q-kOu)+@Mu+ou]v=g(x)v OxOQ (EDP)

Passo 2. Integrar sobre o dominio Q.

j[D (-kOu)+@Mu+oulvdQ =_[g(x)v dQ
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Problema de Valor de Contorno.

Passo 3. Use Integracao por Partes (ou use a formula de Green ou
teorema de Gauss) para reduzir a derivada de maior ordem da
EDP.

Q
n

j udv = uv\ j vdu (Integracao por Parte

Q)‘Q)

- —jua—dQ +J'uvnidr (Teorema de Gauss)
X

= (n1 n,,---,Nn,) vetor unitario normal ao contormono sentido da saida dle

j[k(Du V) + (@IDu)v +ouv] dQ —Iuvnidr = J g(x)v(x)dQ
Q I Q
Passo 4. Como vUC,;(Q), V se anula no contorno [ obtemos

j[k(Du [Mv) + (@IDu)v +ouv] dQ = _[ g(x)v(x)dQ



5.3- Solucao de Equacoes Diferenciais Parciails:
Problema de Valor de Contorno.

Passo 5. Encontrar o maior espaco de funcOes para u,v e as
outras funcoes gue aparecem no Passo 4 tal que todas as integrais

sejam finitas.

Se udC*(Q) n C(Q) = S, (restricées de regularidade para a
Formulacéo Forte do PVC) e vOC; (Q), entdo todas as integrais
serao finitas. Entretanto, todas as integrais serao finitas tambem se

uDSz{an HY(Q):@=u(")emrl } e vV :{qu HY(Q):¢=0eml }
Onde os seguintes espacos de funcoes sao definidos:

L*(Q) = {qa: (p,p) = _[qa;adQ < oo} (Espacodasfuncdes quadradointegraveis)
Q
1 — 2 d_¢ 2 1 _ 1 .y —
H (Q)=<¢0L(Q) e r OL°(Q)re Hy(Q)=\wUH(Q): ¢p=0em T
X

Com isto podemos enunciar a Formulacao Fraca correspondente a
Formulacao Forte do PVC como segue:
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Formulacao Fraca (Variacional): Encontrar uJS que satisfaz

j[k(Du V) + (@Mu)v+ouv|dQ = _f g(x)v(x)dQ OvOV

&

A(U,V) F(v)

ou na forma compacta A(u,v)=F(v) OvOV
Equivaléncia entre a Formulacao Fraca e Forte:

1- A solucao da Formulacéo Forte é também solucéo da
Formulacéao Fraca.

2- Quando a solugao da Formulacéo Fraca é suficientemente
regular UOC*(Q)n C(Q) =S, também sera solucao da
Formulacao Forte.

Formulacao Forte <€=» Formulacao Fraca
ou
Equacéao Diferencial Parcial <€=» Equacao Variacional



5.3- Solucao de Equacoes Diferenciais Parciails:
Problema de Valor de Contorno.

Metodo de Elementos Finitos: Seja M" ={Q,,...Q,} uma particao de Q
em N€ elementos da malha tal que Q= DQe eQ . nQ, = Geez¢€
(elementos disjuntos). O diametro (parametro) da malha é definido
como h=max{h}  onde n, € o didmetro de cada elemento finito.

j[k(mu (D) + (@u)v + ouv]dQ = j g(x)v(x)dQ

- _/ -

A(U,V) F(v)

A(u,v):ie: j [k(Oumv) + (@Mu)v +ouv|dQ :iAe(u,v)

e=1 Q, e=1

A (uv)

FW =Y [ gov(x)dQ = Z Fe(v)

e=1 , .
- y Note que até aqui
) ndo tem nenhuma

A(u,v)=F(v) = i A°(u,v) = i F°(v) aproximagao
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Problema de Valor de Contorno.

O Método de Elementos Finitos de Galerkin € baseado na escolha
de uma base local para o espaco V" OV. Ou seja, uma base para
cada elemento da malha. Na maioria das vezes para construir esta
base s&o usados os polindbmios P*(Q.). Construiremos a base para
elementos quadrilateros usando polindbmios lineares k=1. Existem
outros elementos como os triangulares.

n(xy) n(x,y) Asfuncbes “forma” /7°(xy) da base podem ser
4 3

L 4

0s polindmios de Lagrange:ne(x - (X=X)(Y - y°)

= 1 (% = X)(¥ - ¥5)

1¢ E /75()(’ y): (X_Xf)(y_yg)

?FIE(x, y) ??;(x, y) (XZ - X:I(_a)(yZ - ZS)

/73?()( y) = (X=X)(Y~¥5)

A solucao restrita ao elemento (X, =% )(¥5 = ¥2)
4

us(x,y) = Zui““‘me(x, y) OX,y)D0Q,

e _ (x=x)(y ~ )
7400 e (e - )
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Note que as funcdes “forma” 7°(x,y) da base verificam 7 (X, Yi) = O

7;

??j(x:' y) ??’j(xz y) 04+
4 3

L 4 . 4

1.0
0.5
0.0

&2y Q

g

2

1
nlg(x’ y) ??Eé(xz y)
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Problema de Valor de Contorno.

Substituindo para calcular a matriz de cada elemento e o termo
Independente segue:
A°(U,V) = j[k(mu V) + (@Mu)v + ouv] dQ Fe(v) = j g(x)v(x)dQ
Qe

Qe

us(x,y) = Zui““‘me(x, y) Ox,y)O0Q,

4
AU, p7) = D s [ [ k@ny Ta?) + (@M )ns +ons; |dQ
j=1

Qe
- _/
'

3

F@f) = [ 9(x yypdQ

_J/

'

f°

Desta forma calculamos a contribuicéo de cada elemento e
Incorporamos na matriz e o vetor independente global.
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Para o caso de uma malha uniforme com todos os elementos
Iguais podemos fazer estes calculos de forma analitica. Isto &
possivel porque a matriz para cada elemento e o vetor do termo
iIndependente serao “iguais” para todos os elementos. Apenas é
necessario calcular um. Mas se a malha no é

y 1 Malha uniforme alinhada com os eixos coordenados deste Upo 0S Cé.lCUIO

analiticos sao muito

trabalhosos. Neste caso

€ necessario realizar

1 uma transformacao

(mapeamento

ISoparametrico) para que

2, Q, todos os elementos
sejam transformados em
um Unico elemento

x (elemento padrao).




5.3- Solucao de Equacoes Diferenciais Parciails:
Problema de Valor de Contorno.
As funcdes bases para o elemento padréo bilinear Q. s&o 7°(&,.&,):
7,(81,5), 7:(&1. %)

mapeamento 4 g2-~ 3
L

/,:~—>—~»\_\ é (-1,1) +(1,1)
padrao Qé '
|
v 1 Malha néo uniforme (-1,-1 }1t 5{1 1)
l ] \ \ \ ql(é:l:é:z) ??E(gl:';E)

nE(&.&,) = —%(51 +1)(&, - 1)
olal

nE(&.&,) = %(51 +1)(E, +1)

NE(é.&,) = —%(51 ~1)(&, +1)

/;—#——_"_—% ’75(51’52):%(51_1)(52_1)




5.3- Solucao de Equacoes Diferenciais Parciails:
Problema de Valor de Contorno.

Com esta mudanga de variaveis temos x(gfl &) e y(é.é) .

Ve

OxOQ, x(&,&,)= an. (6.6) 06E)0% | T-O o O

e e

.
A

oyoQ, y(fl,fz):Zym (6.6) 0E&00,| T H:Q, » Q

A matriz Jacobiana desta transformacao e sua inversa sao:

e

ox o oy o

0 0 0 0 1 0
J= o 05 e Jl=_1_ ‘2 ‘2 , onde JJ 7' =

oy oy detdJ| _dy  0x 1

& 0F, 08, 05

Um elemento padrao é chamado de isoparametrico se as funcoes
forma (base) podem ser usadas para representar tanto o
mapeamento de Q_em Q_gquanto da funcéo de interpolagéo

u°(&,é&,) Zu °(&.&) 06E,.6)00, u(Q,) - u(Q,)
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Existem restricOes para garantir a existéncia da transformacao
inversaT1-0 _, Q .lIstoimplicaem restricbes para malhas
com elementos muito distorcido. Para garantir a existéncia da
transformacao inversa € necessario exigir para todos os elementos
da malha que detd (x°,y°)>0 0i =1;-- 4. Ou seja, devem ser evitadas
malhas com elementos deste tipo.

Lembrando que estamos querendo calcular para cada elemento e
com a mudanca de variaveis segue:
a(7s.nf) = [ [ k(@n; Mad)+ (@) + o’ |dQ =

Qe
- /
Vo

3

j k(Onf Mae)+(@Ms)e +onn’ | detd d&dé,

~

Qe

f(7) = | 9(x yWpfdQ = [ 9(&,&,)n° detd d&de,

Qe

'

f°
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Devemos agora determinar as derivadas das funcoes base com
respeito as novas coordenadas do elemento padrao.

(e =| 070 95| [ 97,04, 011 94, 011, 94, , 911, 3¢,
Pl ox T ooy 0, 0x 0, Ox 0&, 0y 9é&, dy
-1 26 3¢ ox oy
1 2 052 052
| OX 0y |
A matriz coincide com a matriz inversa da matriz Jacobiana:
(06 04 oy _ox
ox oy _ i 1 | 04, d¢,
0é, 0¢, detJ| _dy  0x
| OX 0y - 0¢,  0¢, |
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Problema de Valor de Contorno.

Agora estamos em condicOes de calcular:
a(n5.1°) = | | k@75 W)+ (@MWMa5)e +onfs | detd d&de,

Qe

= [ [k Onf M » @ma; §7+onins ] ded d&de,

-1-1

f(7°) = j 9(é,.&,)n° detd d&,dé, = j j g€ &) det d&dé,

-1-1
Como as fungoes Integrando sao polinbmios estas integrais podem
ser calculadas de forma exata usando quadratura de Gauss com
um numero de pontos de Gauss adequado para o grau dos
polin(“)mios usados.

npg npg

j jg<<i E)F detd d&dE, =D Y wow,g & & 1° " &5 ) det &' &

-1-1 m=1 n=1
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Se a fungédo integrando 9(¢:,<,)77(<:,<,) € um polindmio de grau N
e usamos npg pontos de Gauss na quadratura, entao a quadratura
de Gauss sera exata se N <2npg —-1. Finalmente, todas estes
procedimentos para calcular a matriz do elemento e o vetor
Independente podem ser implementados em algoritmo
computacional.

De posse das matrizes e vetores dos elementos € montada a
matriz global e o vetor independente global.

Isto resulta num sistema de equacoes algébricas lineares KU=F
gue pode ser resolvido por algum método ja estudado.

Existem outros tipos de elementos padroes que podem ser
encontrados na bibliografia. Entretanto o procedimento para chegar
no sistema de equacodes algébrico linear € o mesmo ao
apresentado nesta aula.



Frase do Dia

Perguntaram ao Dalai Lama ...

O que mais te surpreende na Humanidade?

“Os homens... Porque perdem a saude para juntar
dinheiro, depois perdem dinheiro para recuperar a
salde.

E por pensarem ansiosamente no futuro, esquecem
do presente de tal forma que acabam por nao
viver nem o presente nem o futuro.

E vivem como se nunca fossem morrer...
... morrem como se nunca tivessem vivido.



