METODOS NUMERICOS PARA EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS

1- Resolucao de Sistemas
Lineares.

1.1- Matrizes e Vetores.

1.2- Resolucao de Sistemas Lineares de
Equacoes Algébricas por Meétodos Exatos
(Diretos).

1.3- Resolucao de Sistemas Lineares de
Equacdoes  Algébricas por Metodos
lterativos.

1.4- Convergéncia dos Métodos lterativos.



1.1- Matrizes e Vetores

Muitos problemas podem ser reduzidos a um sistema linear
de m equac0les algebricas com n incognitas.

A Xy T+ A X, +-0- A X, = bl
Ay Xy Ay Xy + 0028, X = bz

mn “*n m
d; Gy A || % b,
a21 a22 a2n X2 b2
= “lou AX=D
_aml amZ a‘mn_ _Xn_ _bn_




1.1- Matrizes e Vetores
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1.1.1- DefinicOes Basicas

Uma matriz € um conjunto de numeros arranjados em
forma retangular com m linhas e n colunas.

mxn

nxn

Ay
a'21

Ay
a22

m2

Ay

an2

A
a2n

Matriz de ordem
mxn, onde a; Sao 0s
elementos.

Se m=n a matriz é
chamada quadrada
de ordem n.



1.1.1- DefinicOes Basicas

Se m=1 a matriz € chamada vetor linha. Se n=1 a matriz é
chamada vetor coluna.

_ Matriz de ordem 1xn,
Asn = [a“ A2 ai”] vetor linha.
Ay
a,, .
A= . Matriz de ordem mxl1,
, vetor coluna.
aml

Note que um escalar (numero) pode ser representado
como uma maitriz de ordem 1x1.

A1><1 — [a11]



1.1.1- DefinicOes Basicas

Uma matriz quadrada da forma _311 O ... 0|
0 a, 0
Anxn —
i 0 0] e ann |
e chamada matriz diagonal. Se a;=1 temos a matriz
iIdentidade ou unidade: 1 0 ..- 0]
0O 1 --- 0
Anxn: o o o T ) T ) T ) :Enxn:Inxn
0 0 - 1

Uma matriz com todos seus elementos zeros é chamada
matriz zero e denotada por 0 .



1.1.1- DefinicOes Basicas

Uma matriz quadrada é chamada matriz triangular superior
(inferior) se os elementos abaixo (acima) da diagonal

principal sao zeros.

A

nxn

nxn

d;  dp
0 a,
0

a‘nl anZ

A,
aZn

nn

Matriz Triangular Superior

Matriz Triangular Inferior



1.1.2- Operacoes com Matrizes

Duas matrizes sao dita ser iguais se tem a mesma ordem e
seus elementos sao todos iguais.

Amxn = Bmxn S€ aij — bij Vi, J

Se define a soma entre duas matrizes da mesma ordem:

A +Bra=C.., talquec; =a;+b;

mxn

Ajy + b11 d, + b12 e A t bln
A B _ dyy + b21 dy, + bzz o Gy, t b2n
mxn T mxn ~
_am1+bm1 Ao +bm2 e Ay +bmn_

Similarmente se define a diferenca entre duas matrizes da
mesma ordem.



1.1.2- Operacoes com Matrizes

Da definicao de soma de matrizes seguem as
propriedades:

. +(B +C

mxn) mxn

)=(A, . +B

mxn m><n

Amxn + Bmxn — Bmxn + Amxn
Amxn + Omxn — Amxn

Se define a multiplicacao de uma matrizes por um escalar

avy, aa, - ad,
aAan — Amxna —
_Olaml aa ., - aamn_




1.1.2- Operacoes com Matrizes

Da definicao anterior seguem as propriedades:
]'Amxn — Amxn

OAmxn — Omxn

a(fAqq) = (af)A.

(a+ YAy = aB .+ BA,.

a(A ., +Bo,)=aA, +aB,

Se define a multiplicacao entre duas matrizes como:

ABon =Chnonde (i=12,..m; j=12,...,

Ci =auby; +a,b,, +--+a,b, Za,,bIJ

n)



1.1.2- Operacoes com Matrizes
Ouseja: A B =C_ .

qxn
8, 8, - aiq by, SR T I CPR PR o
Ay Sy a2q b21 b2n _ Ch Cp - Gy
| __bql bCIn_ _le Cmn
Desta definicao seguem as propriedades:
m><p (B qun) = (AmxpB pxq)qun
(A B o) = (@A, )B ..
(Amx mxp)C o Amx C pxn + BmxpCpxn = Dmxn
qu (A mxp) C A +Cq><mBmxp — qup




1.1.2- Operacoes com Matrizes
Note que o produto de duas matrizes nao € sempre comutativo:

AaBaa = Cun # BoanAuy = Caxp

nxp
A B =B __A se diz que as matrizes

Q~uando mxn =" nxm nxm® “mxn L _
sao comutativas (m=n). Por exemplo, a matriz identidade de

ordem n é comutativa com toda matriz quadrada da mesma
ordem e verifica: A__E.__=E___A__=A . Note

nxn=—nxn nxn® *nxn 7 'nxn
gue a matriz identidade cumpre o rol da unidade no produto.

Exemplo:

A2><2 BZxZ C2><2 BZxZ A2><2 62><2
f_l - - r 6 7 _ r - - 113 203
3 4] | 116 17] /7 10|




1.1.3- Matriz Transposta

Se define a matriz transposta como a troca das linhas pelas
colunas de uma matriz:

mxn

coluna e vice-versa. Da definicao seguem as propriedades:

(A

men)

Ay
a21

a

ml

=A

+B

Ay,
a'22

a

m2

mxn

(A
(A

mxm

)

B )’

AT

mxn
T
Bmxm

a2n

a

mn

e Al

nxm

+B!

AT

mxm

mxn

Ay
Ay,

KT

Como caso particular a transposta de um vetor linha € um vetor

a21
a'22

a‘2n

ml

am2

a

mn




1.1.3- Matriz Transposta
Se diz que uma matriz € simetrica se ela é igual a sua

transposta A;m A _ . (tem que ser uma matriz quadrada)
dy Ay o d Ay
dy Gy By T dp Syt Gy
Amxm - o o o o o o o o o e o o B Anxm -
amZ o amm a | a‘2m T amm |

comd; =a; VI# ].Note que o produto de uma matriz por
sua transposta é sempre uma matriz simeétrica porque'

B o A AT — (A ) Amxm — (A

mxm
onde foram usadas as propriedades

(Amxn) A (AmxmBmxm) B-Il‘r-lxmA;xm

mxn

mn) =B
mxm mxm me mxm



1.1.4- Matriz Inversa e Determinante
Uma matriz quadrada tem inversa se seu produto pela direita

e pela esquerda com esta matriz produz a matriz identidade:

A ALl =ATA =E

nxn nxn
A toda matriz quadrada pode ser associado um numero

chamado de determinante da matriz e definido como:

a11 a12 ain

©AL =" S (e,
R LR B P
a.nl an2 ann

onde a soma é realizada sobre todas as permutacoes de
(@, @, 2) dos elementos 1.2,---n e N & 0 se a permutacdo

é par e 1 se e impar.



1.1.4- Matriz Inversa e Determinante

Exemplo: )
dy; dp g3 d, d, ad,
Ags=|8y 8y 8y| detAj,=|ay @, axl=
|y dyp  dg dy dy dg
= 2, (D', a8, =(-D 88,8, + (-1 88,8, +
(o,05,03)

(-1)°a,8,,8, + (1) 8,88, + (1) 88,8, + (1) 8,88,
= 8,88y — 8,88 + 8188y — By By + By By — Bi3Bpdy
detg, =1

Para duas matrizes quadradas da mesma ordem se verifica:

det(A ) =det(B )=detA_  detB__

nxn n><n nxn nxn



1.1.4- Matriz Inversa e Determinante

Uma matriz quadrada é dita ser singular se seu determinante
é zero. Caso contrario é dita ser nao singular.

Teorema: Toda matriz quadrada nao singular possui uma
Inversa (Unica).

Algumas propriedades de uma matriz inversa:
1-det A detA =1 ou detA . =1/detA__
2-(AnnBrn) T =BrAL,

3- (An) = (An,)”

Note que as equacoes Anxnxnxn = an € Ynannxn = ann

podem ser resolvidas através da inversa se det A #0

-1 -1
ann = Anannx € Yn><n = annAnxn

n

n



1.1.5- Valor Absoluto e Norma de uma Matriz

A desigualdade A . <B_ _ entre matrizes da mesma

ordem significa que &, < bij. Se define‘Amxn‘como a matriz
cujos elementos séoiaid. Se A, .eB, . sdo matrizes para
as quais faz sentido as operacOes de soma e produto, entao:

A, + Bl |AL. | +[B
Amanmxn S A
aA

mxn mxn

B

mxn

mxn

< a‘ A com & sendo um escalar.

mxn mxn

Observe gue estas definicbes s&o construidas de forma a
preservar os conhecimentos que se verificam para 0s
numeros (escalares - Matriz de ordem 1).



1.1.5- Valor Absoluto e Norma de uma Matriz

Definimos como norma de uma matriz um ndmero real HAmxn H
gue satisfaz as seguintes condicoes:

a) |A,..[=0com |A
0) ([ A menl| < [et] [ Ao
C) Amxn + Bm><n ‘ < HAmxn H + HBmxn H

D JAmaBrmeal < [Amall[Bral

mxn mxn

Oseesomentese A =0

mxn H R mxn

Note que usando c) seqgue:

HBmxn H — HAmxn + (Bmxn - Amxn)H < ‘ Amxn H + ‘ Bm><n - Amxn H
logo HAmxn - Bm><n H — HBmxn o Amxn ‘ 2 HBmxn ‘_ HAmxn H
similarmente ||A . = B | 2 |[Amn [~ |Brwen || logo

HAmxn - Bm><n 2 HB




1.1.5- Valor Absoluto e Norma de uma Matriz

Entre todas as normas possiveis HA H destacamos trés:

1) HA ‘a (m-norma)

2) HAp qH = maxg‘aij‘ (I-norma)

3) HquH —\/Z‘a”‘ (k-norma)

u‘

1 2]
Exemplo:
13 4
Al = max{3 7}=7 (m-norma)
Aol = max{4 6} =6 (l-norma)
J

Al =v1+4+9+16=y30 (k-norma)



1.1.5- Valor Absoluto e Norma de uma Matriz

Outro exemplo, agora para a matriz identidade E_
E
‘ En><n

E,.| =+n (k-norma)

=1 (m-norma)

nxn

=1 (l-norma)




1.1.6- Rank de uma Matriz
Seja uma matriz retangular de ordem mxn. Chamamos Menor
de ordem k desta matriz ao determinante da matriz de ordem
k formada pela escolha arbitraria de k linhas e k colunas, onde

K <min(m,n
—( ) . dp  dyp
a, A, A N
A _ dyy Ay Gy, Menor de Ordem 2
mxn
dy Ay
Amg Amp A a, a.,

Definicdo: O Rank de uma matriz € a ordem do maior Menor
ndo nulo da matriz. Ou seja, a matriz A . tem Rank r se:

1- existe pelo menos um Menor de ordem r diferente de zero,

2- todos os Menores de ordem maior ou igual a r+1 sao zero.



1.1.6- Rank de uma Matriz

Em outras palavras, o Rank corresponde ao numero de linhas
e colunas linearmente independentes da matriz. O Rank da
matriz zero é definido como zero. Note que o0 Rank da Matriz
ldentidade de ordem n é n.

2
A 1
4=x4 ~ O
4

4 3
# 0

-2 1

-4 3

-2 1

1 -1 3
-7 4
2 -4 3
1 -2 1
0 1

1
4

-4

-1

1 detA,,=0

Logo o Rank de A, ,é 3



1.1.7- Transformacoes Elementares de uma Matriz
1- Intercambio de duas linhas ou duas colunas.

2- Produto de todos os elementos de uma linha (coluna) pelo
mesmo numero diferente de zero.

3- Soma dos elementos de uma linha (coluna) pelos
elementos de outra linha (coluna).

Duas matrizes sao dita ser equivalentes se uma pode ser
obtida a partir da outra através de um ndmero finito de
transformacoes elementares.

As matrizes equivalentes nao sao iguais, mas tem o0 mesmo
Rank.

1 2 1 2 4 2
As=12 1 1| Asa=|4 2 2|=2A,, Rank=3
111 2 2 2




1.1.8- Independéncia Linear e Base

Um conjunto de vetores X! com ] =1---,m édito ser
linearmente dependente se o x' + g x* +---+a_X" =0

para algum escalar; # Q Ou seja, se algum destes vetores é
uma combinacao linear dos outros. Caso contrario se diz que
0S vetores sao linearmente independente.

Teorema: Um espaco de n dimensao tem no maximo n
vetores linearmente independentes.

Definicao: Qualquer conjunto de n vetores linearmente
iIndependente de um espaco de dimensao n € uma base deste
espaco.

Teorema: Todo vetor de um espaco de dimensao n pode ser
representado de forma unica como combinacéo linear dos
vetores de uma base.



1.1.9- Produto Escalar (Interno)

Sejam os vetores de niimeros complexos X = (Xl, Xoytoe Xn)
e Y= (yl, Yosooey yn) . Se define o produto escalar como o
numero

(X, Y) = Zn: X yi* onde yi*é 0 complexo conjugado.
Propriedaiczlles do Produto ESCEUaI‘Z i

1- Positivo definido (X,X) = Y X% = > |x| >0e(x,x)=0
se e somentese X=0. ' =
2- Simetria Hermitiana (y, X) = (X, y)
3- (OCX1Y) = a(X1Y) onde ¢ é um escalar.

Definicao: Dois vetores sao dito ser ortogonais se seu
produto escalar é zero: (x,y)=0.

*



1.1.10- Alguns Propriedades de uma Matriz

Matriz Nao Singular

Matriz Singular

Tem inversa

Nao tem inversa

As colunas sao independentes

As colunas sao dependentes

As linhas sao independentes

As linhas sédo dependentes

O determinante é nao zero

O determinante é zero

Ax=0 tem uma unica solucédo x=0

Ax=0 tem infinitas solucoes

Ax=Db tem uma Unica solucdo x=A-1b

Ax=b n&o tem solucao ou tem infinitas

A tem n pivés (n&o zero)

A tem r<n pivos

Rank = n ordem da matriz

Rank<n

Todos os autovalores sao nao zero

Zero é um dos autovalores da matriz

ATA é simétrica e definida positiva

ATA nao é definida positiva




Frase do Dia

“Number rules the Universe.”

The Pythagoreans

Comentario sobre os niumeros racionais e irracionais.



