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5.3.1- Aproximacoes (Fontes de Erro).

O MEF fol apresentado para um Problema de Valor de Contorno
em Duas DimensoOes. Especificamente, para a Equacao
Bidimensional da Difusdo-Advecao-Reacao Linear e Estacionaria
definida num dominio quadrado unitario com condicoes de
contorno de Dirichlet.

Formulacao Forte (PVC): Encontrar u0 S, tal que satisfaz

DE{ kDu)+a)D]]u+ ou, = (x) [x0Q (EDP)
Difusio Advecgao Reagao Fonte Externa 1
u(M)=u, {Condicao de Dirichle QI

0 1 x

A Formulacao Fraca correspondente a este problema € colocada a
seqguir:



5.3.1- Aproximacoes (Fontes de Erro).

Formulacao Fraca: Encontrar uO S que satisfaz

I[k(Du [DV) + (@Mu)v+ouv|dQ = _f g(x)v(x)dQ OvOV

2

A(U,V) F(v)

ou na forma compacta A(u,v)=F() 0OvOV , onde
S={pOH*Q): p=u(M)emTl |, V ={pOH(Q): p=0emT }=HI(Q)

HY(Q)= {qa[l L*(Q) e g—qDEI L*(Q)¢, H(Q) ={qa[| H'(Q): =0 em F}

L*(Q) = {qa: (@, Q) = Iga;&dQ < 00} Espaco das funcdes quadrado integraveis
Q

Note que ullS e vLIV devem satisfazer as condicées de contorno

exigidas para elas e possuir um grau de “regularidade” tal que
sejam quadrado integraveis e com primeira derivada também

quadrado integravel.



5.3.1- Aproximacoes (Fontes de Erro).

Metodo de Elementos Finitos: Seja M"={Q,,.. Q.4 uma particao de Q
em N€ elementos da malha tal que roQ=q-= DQe eQ . nQ, = (ee#¢€
(elementos disjuntos). O diametro (parametro) da malha é definido
como h=max{h}  onde n, € o didmetro de cada elemento finito.

A(WV",u") = i j[kl]u Mv + (oMu™)v" +0uv]dQ = f j gv"dQ =F (V")

e=1 Q. e=1q,

/ o /

AE(VYh uM) Feh)

Ou na forma compacta A(V",u")=F (V") = ZAe(V u") = ZF (v")

Devemos escolher uma base para cada elemento da malha
Geralmente sdo usados polindmios P*(Q_)para construir a base.
Devemos tambem realizar uma transformacao de variaveis para
mapear todos o0s elementos atraves do elemento padrao
(mapeamento isoparametrico). Isto transforma as integrais para
cada elemento nas seguintes integrais:



5.3.1- Aproximacoes (Fontes de Erro).
Nas integrais correspondente a cada elemento da malha {2. usamos

uma substituicado de variaveis que permite mapear todos 0s
elementos da malha através de um unico elemento Q. (padrao). Ou
seja, trocamos as variaveis (x,y) por (&,£,) na forma:

M A 7,(81,5), ‘

? A%

padrao

X(gzl,fz):ZXieﬂi ($1,4,) e

WEE)= DV, (606)

B8 26, 6) = 5 (6 -DE - D)

nE(é.&,) = —%(51 +1)(, - 1)

nE(&.&,) = %(51 +1)(E, +1)

1 -
C R S pagg) = - T(E -DE+D)

Entéo, as integrais para cada elemento se transformam em:

Q

e

[ fxyda = [ f(x(&.&).y(.&)) detd d&de,



5.3- Solucao de Equacoes Diferenciais Parciails:
Problema de Valor de Contorno.

Com esta mudanga de variaveis temos x(gfl &) e y(é.é) .

Ve

OxOQ, x(&,&,)= an. (6.6) 06E)0% | T-O o O

e e

.
A

oyoQ, y(fl,fz):Zym (6.6) 0E&00,| T H:Q, » Q

A matriz Jacobiana desta transformacao e sua inversa sao:

e

ox o oy o

0 0 0 0 1 0
J= o 05 e Jl=_1_ ‘2 ‘2 , onde JJ 7' =

oy oy detdJ| _dy  0x 1

& 0F, 08, 05

Um elemento padrao é chamado de isoparametrico se as funcoes
forma (base) podem ser usadas para representar tanto o
mapeamento de Q_em Q_gquanto da funcéo de interpolagéo

u°(&,é&,) Zu °(&.&) 06E,.6)00, u(Q,) - u(Q,)



5.3- Solucao de Equacoes Diferenciais Parciails:

Problema de Valor de Contorno.
As integrais no elemento padrao sao calculadas usando

Quadratura de Gauss
[ (0 y)dQ = [ f(x(£.6,), y(&,,&,)) detd d&,dé,

~

Q. Q.

= IJ F(x(¢1,62,), ¥(61,6,)) detd d¢,de,

=D, > W f(X(ETE7), V(&N €7)) detI (&, &)
m=1 n=1

Como a base escolhida sao polinomios, entao as funcoes
Integrando sao polinomios de grau N. Estas integrais podem ser
calculadas de forma exata usando Quadratura de Gauss com um
numero de pontos de Gauss adequado para o grau dos polindmios
usados: N < 2 npg —1. Finalmente chegamos ao Sistema Linear de
Equacoes Algebricas: KU =F . Em todo esta metodologia
destacamos trés fontes de erro: Interpolacao, Quadratura e
Dominio.



5.3.1- Aproximacoes (Fontes de Erro).

MELHOR APROXIMACAO E ESTIMATIVA DE ERRO.

Suponha o PVC Eljptico exato escrito na forma variacional.
Encontrar ullS= {qu HY(Q): p=u(l) emlr } tal que

[[koumv+ouwlo=[guie  OvOV ={pOHYQ): p=0emT |
o o

A(V,U) (gv)

A Aproximacao por Elementos Finitos consiste em encontrar

u"OS" O Stal que Ov'OV" OVsatisfaz A(V",u") =(g,v").

0]

. Sdo normas equivalentes em V, ou
v, OvOv

Assumimos que A(e,°) e
seja, ¢V, <[AvV)]* <c,

Agui C, e C,sao duas constantes que nao dependem de ve

M, = { i [w +Ov D]]v]dQTz



5.3.1- Aproximacoes (Fontes de Erro).
Teorema: Seja e=u"-u o erro da aproximac&o por elementos
finitos, entao ) A(Vh,e) =0 [ov'ovh,
ii)Alee)<AU"-u,U"-u) DOU"OS"

A sentenca i) significa que o erro é ortogonal ao subespaco v" OV
ou que u"é a projecdo de U em S"com respeito a A(e,o).

A sentenca ii) significa que nao existe nenhum elemento de S"que
aproxima melhor a solucéo exata U com respeito a norma A(e,°)
gue a solucao do método de elemento finito de Galerkin u"
(propriedade de melhor aproximacao).

Prova do Teorema:
) Partindo de A(v,u) =(g,v) e como V" OV segue que

A(V",u)=(g,v")  Ov"OV' Subtraindo de A(V",u")=(g,V") e
usando a bi-linearidade de A(o,0) obtemos
0=ANV",u") - ANV",u) = A(V", e).



5.3.1- Aproximacoes (Fontes de Erro).
i) Seja V'OV Como A(e,0)é simétrica e bi-linear se verifica:
Ale+Vv",e+Vv") = A(e e) +2A(V",e) + A(V",v").

~0pori)
Como A(V",v") =0 segue que A(ee) < Ale+Vv",e+Vv").

Qualquer elemento U"OS"pode ser escrito como U" =u" +V"
para algum V' OV" Como e+V"=u"-u+Vv"=U"-usegue que
Ale,e) < Ale+Vv",e+v) = AU"-u,U" -u). m

ESTIMATIVA DE ERRO

O espaco de funcOes do método de elemento finitos verifica a
seguinte propriedade de aproximacao. Seja uldH', entdo existe
uma funcao u™ [ S'Kchamada de interpolante) tal que

h,l a , ~
HU -u Hm <ch HUHr onde Cé uma constante que ndo depende do
parametro da malha he de u, a = min{k +1-m,r — m}, kKé ograu
do polinomio das funcoes bases.



5.3.1- Aproximacoes (Fontes de Erro).

Teorema: A propriedade de Aproximagao HU -u"! Hm = ch“HuHr ea
propriedade de Melhor Aproximacao da solucdo do metodo de
elemento finito de Galerkin para o Problema de Valor de Contorno
Eliptico de segunda ordem implicam na seguinte estimativa de erro:

e, = Ch"HuHr , onde C é uma constante que n&o depende de Ue h.

OO

o, sdo normas equivalentes segue

cll, < [A(e 9" <cj|d, =, < —[A(e e)'é pela propriedade de
melhor aproximacdo i) A(ee) < A(U "—uU"-u) 0OU"OS" segue

claeal s lau-unu-unl? s Ze, = Zu-u'] =

Hd\ —ch"HuH =Ch"” HUHr se escolhemos U"=u "(interpolante).l

h . . . h — . ,hl - ;
A escolha de U " é arbitraria. Logo, U" =u™ é uma escolha possivel.



5.3.1- Aproximacoes (Fontes de Erro).

Quandok+1le r sdo maiores que M(ordem da maior derivada que
aparece em A(o,0)) obtemos a chamada convergéncia otima na
norma HT

Se U é suave tal que u0H"'entdo o erro do método de elemento
finito de Galerkin satisfaz:

el < S "ul,.,

que para o caso de m=Q m=1e k=1 polinébmios bi-lineares
verifica

o =6l =1¢l.- <chfo } . {Hd
ff, =l == ', &

Estas estimativas de erro correspondem ao erro devido a
aproximacao de Galerkin (funcoes de interpolacao). Se assume gue
todas as integrais do método de Galerkin s&o calculadas de forma
exata. Se as integrais nao sao exatas, entao surge outro erro.

L2 = ChZHU H?

H! =< Ch HUHHZ




5.3.1- Aproximacoes (Fontes de Erro).
ERRO NA INTEGRACAO NUMERICA: QUADRATURA GAUSSIANA

Para o calculo das integrais correspondente a cada elemento da
malha Q_usamos uma substituicdo de variaveis que permite mapear
todos os elementos da malha através de um Gnico elemento Q,
(padréo). Ou seja, trocamos as variaveis (xYy) por (&,¢$,) naforma:

mapeamento g g e — 1 — _
Piiariingl o | Mae) (6,4 M6 &) =3 6D D
L | e =S G+ DE -
4 A Fain ;
X(¢1,¢;) :erﬂi (¢1,45) e ne(&,,&,) :E(g +1)(&, +1)
=1 \ (-1,-1)& $(1,1) Shobrhe 47" 2

4 1 2
WEE)=D N (6.8 HG.8)  M(EE) MiEE)= -7 E D& D

Entéo, as integrais para cada elemento se transformam em:

[ fxyda = [ f(x(&.&).y(.&)) detd d&de,

Q

e



5.3.1- Aproximacoes (Fontes de Erro).

Estas integrais para cada elemento padrdo Q_podem ser calculadas
numericamente usando a quadratura de Gauss.

[ F(x(6 &) y(E&.&)) det d&de, = | [ | &€ &)Y € &, ) ded d&de,

~

Q -1-1

11

| [ F(x(6.6,).¥(4,.6,)) detd d&,dé, =

-1-1

npg é o numero de pontos de npg npg I o en
Gauss, W sdo 0s pesos da =~ Z Z W W, f 61 ,52 ) det fl fz |
quadratura em cada ponto! m=1 n=1

Quando a funcao integrando é um polindmio de grau N (p"(&,4,))
tal que N <2 npg -1, a quadratura de Gauss € exata. Entretanto
guando a funcéao integrando € um polindmio que nao verifica esta
condicdo ou é uma funcao que nao € um polindbmio a quadratura de
Gauss néo é exata. Neste ultimo caso estamos introduzindo um erro
devido ao calculos das integrais. Este erro se acrescenta ao erro
devido a aproximacao por interpolacdo e ao da particao da malha.



5.3.1- Aproximacoes (Fontes de Erro).
ERRO DEVIDO A PARTICAO DA MALHA

O MEF foi apresentado para um problema onde o Dominio de
definicdo era um Quadrilatero. A particado deste dominio em

Y
1

0 1 x

ne___

(2 |I' rooe=0=00.e0.n0, = ceere

elementos finitos (Malha M"={Q,,...Q.3) pode ser feita de forma tal que

ne ___

Entretanto, se o0 Dominio ndo € um poligono, entdo roQ# Q.

€2

Interior do
Cominio

~_

ne __

1Q.0roQ

I’

Contorno do
Cominio

Este problema pode ser
contornado construindo
elementos curvos para 0 contorno
tais que o contorno seja mapeado
de forma exata. Estes elementos

ja existem!




Frase do Dia

"SO sel que nada sel"!

“Mas eis a hora de partir: eu para morte, vos
para a vida. Quem de nos segue o melhor
rumo ninguém o sabe, exceto os deuses”.

Socrates



