METODOS NUMERICOS PARA EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS

1- Resolucao de Sistemas
Lineares.

1.1- Matrizes e Vetores.

1.2- Resolucao de Sistemas Lineares de
Equacoes Algébricas por Meétodos Exatos
(Diretos).

1.3- Resolucao de Sistemas Lineares de
Equacdoes  Algébricas por Metodos
lterativos.

1.4- Convergéncia dos Métodos lterativos.



1.3- Sistemas Lineares de Equacoes Algebricas

Solucao de um sistema linear de m equacoes algébricas
com n incognitas via metodos iterativos.
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1.3.1- Quando existe solucao?
No tdpico anterior 1.2 foi visto 0 seguinte teorema.

Teorema: O sistema linear Ax=b tem uma unica solucao (se
existir) se e somente se o correspondente sistema
homogéneo Ax=0 tem somente a solucdo x =0 .

Pode ser mostrado que Ax=0 tem somente a solucdo x =0
se JetA+=0

Quando a ordem da matriz € muito grande, devido a
Aritmética com Precisao Finita do computador, a solucao dos
metodos diretos apresenta um erro que pode ser muito
grande a ponto de perder a utilidade pratica. Nestes casos é
conveniente o uso dos metodos iterativos.



1.3.1- Métodos iterativos para resolver Ax=Db

Métodos lterativos: Produzem a solucéo exata do sistema
apos um numero infinito de operacoes aritmeticas (algoritmo
infinito). Como isto € impossivel de ser feito o algoritmo
Infinito é transformado em finito e consequentemente a
solucéo é sempre aproximada. Alguns metodos: Método da
Iteracdo, Método de Seidel, Méetodo do Relaxamento.

Estamos interessados em sistemas representados por uma
matriz nao singular:
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1.3.2- Método da Iteracao (Aproximac0Oes Sucessivas)
Considere o sistema com matriz nao singular:
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Se a. #0 (i=1---,n) podemos resolver a primeira equacao
para X, asegunda para X, e assim sucessivamente até X .
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1.3.2- Método da Iteracao (Aproximac0Oes Sucessivas)
Ou em forma matricial:
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Podemos resolver o sistema via método das aproximacoes
sucessivas como a seguir. Na aproximacao zero escolhemos

x" =P e substituimos no membro direito de (2), obtendo

X =B+a,.X Na aproximacao 1 substituimos X' no membro
direito de (2), obtendo x*=g+a, x . E assim sucessivamente
até chegar na aproximagao k+1  x**' =p+q__x“ Desta forma
obtemos uma sequéncia de aproximac0oes que se converge
para um limite (x' - x* - --- - x* - --.), entao este limite é
solucéao de (2) e também de (1).



1.3.2- Método da Iteracao (Aproximac0Oes Sucessivas)

Ou seja, se limx" =x usando (2) e propriedades do limite

segue que; K%
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Resumindo as formulas do Método da lteracao sé&o:

X, =3

X =B+ Zn:aijxjk,
j=1
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Muitas vezes ao reduzir (1) para
(2) é conveniente que «; # 0.
Isto pode ser feito da seguinte

Método da lteracao

2
forma o, =0=a; +a’. Logo as
formulas do meétodo serao:
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1.3.2- Método da Iteracao (Aproximac0Oes Sucessivas)

Este processo iterativo converge rapidamente (poucas
iteracOes) se 0s elementos da matriz a sao pequenos em
valor absoluto. Ou seja, se \a..\ > ‘a ‘ J = ,N.Ovalordeb
nao influencia na convergéncia do metodo.

Como a convergéncia do metodo depende unicamente das
propriedades da matriz @. ., a escolha do vetor x°pode ser
feita de forma arbitraria. Isto é, a escolhade x°#p néo
Influencia na convergéncia do metodo.

A convergéncia do processo iterativo € auto-corretora. Ou seja,
erros devidos a Aritmética com Precisao Finita do computador
nao afetarao o resultado final, ja que estes erros podem ser
considerados como um novo vetor x‘ em cada passo de
aproximacao.



1.3.2- Método da Iteracao (Aproximac0Oes Sucessivas)

Critério de parada do processo iterativo: considere a diferenca

da solucao entre duas iteracoes sucessivas {Ax"” =x " —x*
.~ . k+1 k+1 k
e escolha a precisdo desejada como ¢>0. (A% =X —X

<g Vi

, -, k+1 k k+1
Um possivel critério de parada pode ser ‘Xi T-X ‘:‘Axi '
Condicao suficiente para a convergéncia do processo iterativo.

Teorema: Se para o sistema (2) se verifica pelo menos uma

das segumtes condigbes:| A x=p (1) [x°=5
I) Z‘Olu‘<1 (l— ) x=p+a_x (2) Xik+1:,3i+zn:aujxj k=012,
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entao o processo iterativo (3) converge para a unica solucao de
(1) independentemente da escolha da aproximacao inicial.



1.3.2- Método da Iteracao (Aproximac0Oes Sucessivas)
Como consequéncia do teorema anterior segue.

Corolério: Para o sistema )_a;x,=b;, (i=1--,n)
j=1
0 metodo da iteracdo converge se for verificada a desigualdade
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1.3.3- Método de Seidel

O Método de Seidel pode ser entendido como uma modificacao
do Método da Iteracao. A idéia principal € que ao calcular X; no
passo de aproximagao (k+1) sejam consideradas as x;, X,, -, X,
calculadas neste passo e néao as do passo anterior k como &
feito no Método da Iteracao. Isto €, seja o sistema (2)

n
x=B+a,,x (i=L---,n)oux =8+ anxX

j=1
Escolha arbitrariamente a aproximacao inicial (passo 0) para
obter a seguinte aproximacao (passo 1) e assim até a
aproximagao k- (xf, x5, ««,x) = (€, v+, xt) =+ = (X, X, v00, X0)

Seidel propoe construir a aproximacao (k+1) como segue:



1.3.3- Método de Seidel
Seidel prop0de construir a aproximacao (k+1) como segue:

( n
k+1 k
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X, " =L tauX +Za2jxj
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O teorema que garante a
convergéncia do metodo da
iteracao também é valido para o
Método de Seidel.

Em geral, o Método de Seidel
converge melhor que o Método
da Iteracao. Inclusive existem
casos em que o Método da
lteracao diverge e o Método de
Seidel converge. Mas o contrario
também acontece. Convergéncia
mais lenta do Método de Seidel e
divergéncia quando comparado
com o Método da Iteracao.




1.3.4- Método do Relaxamento

Seja o sistema linear de equacoes:
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que dividindo cada equagao pelo respectivo —a; (elemento da
diagonal) pode ser transformado em

_ _1 Clz
c, -1

Cn—]_'L Cn—12
| Cn1 Cn2

G Gy || %
G G %
-1 Coan || X

© G -1 L X,

dy
d,

com <




1.3.4- Método do Relaxamento

0

Escolha arbitrariamente a aproximacao inicial (X, X5, -, X;) e

_substitua neste sistema:_
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Diferente de zero (Residuo). Igual a zero apenas com a solugio exata.
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1.3.4- Método do Relaxamento

Ou seja, depois da primeira aproximacao obtemos os residuos:
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Se incrementamos emAX; a incognita X,
o correspondente residuo R} sera
diminuido pela quantidade Ax;
enquanto que todos os outros R’ (i # )
residuos serao incrementado pela
quantidade c,Ax. . Assim, para zerar o
residuo R; na préxima aproximacao
basta incrementar x em Ax? =R. .

R =0, (¢ + )+ 0,0 = RO -

J#S
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=
ji

Desta forma obtermos:



1.3.4- Método do Relaxamento
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s se AX; = R; segue
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O Método do Relaxamento consiste em reduzir a zero em cada
passo 0 maior residuo, modificando o valor de sua
componente da incognita. O processo e concluido quando
todos os residuos da aproximacao k sao iguais a zero dentro
da preciséo exigida ¢. As incognitas sao obtidas somando
todos o0s incrementos:

X< = X’ +Zk:Ax;, Ax} = max {R{™}
1=0 !

RI=R™-Ax, Rl =R"™"+c Ax. Vizs coml=k tal quetodoR! <&

S’
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1.3.4- Método do Relaxamento

Exemplo (Demidovich, pag 315) Resolva pelo método do
relaxamento.

(10X, —2X,—2X, =6 "

X X X
o ot
i

o d pd

N\

- X, +10 X, —2X, =7 Solu¢cao Exata S
- X=X, +10Xx;, =8

—x1+02x +0.2%x,+0.6=0
0.1x, — %, +0.2X,+0.7=0 Sistema Reduzido *(-—)

d..
0.1, +0.1x, - X, + 0.8=0 "

K
X: = Xg - Z AXl : AXQ = miax { RiI _1} Precisio ¢ = 0.01

RI=R™-Ax, Rl =R™+c Ax. Vizs coml=k tal quetodoR! <&
Resolvido no Excel 2003



Frase do Dia

“Eu queria certeza da mesma maneira que as pessoas querem fée
religiosa. Eu pensava que a certeza é mais provavel de ser
encontrada na matematica do que em qualquer outra coisa. Mas
descobri que muitas demonstracbes matematicas, que meus
professores esperavam que eu aceitasse, estavam cheias de
falacias, e que, se a certeza pudesse realmente ser descoberta na
matematica, seria em um novo campo da matematica, com
fundamentos mais soélidos do que os que tinham até entéo sido
considerados seguros. Mas enquanto o trabalho prosseguia, eu
me lembrava constantemente da fabula sobre o elefante e a
tartaruga. Tendo construido um elefante sobre o qual poderia
repousar o mundo matematico, vi que o elefante cambaleava, e
passei a construir uma tartaruga, para evitar que ele caisse. Mas a
tartaruga nao estava mais segura gque o elefante, e apds uns vinte
anos de trabalho muito arduo, cheguei a concluséo de que nao
havia mais nada que eu pudesse fazer a fim de tornar o
conhecimento matematico indubitavel.”

Bertrand Russell, “Portraits from Memory”



