METODOS NUMERICOS PARA EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS

1- Resolucao de Sistemas
Lineares.

1.1- Matrizes e Vetores.

1.2- Resolucao de Sistemas Lineares de
Equacoes Algébricas por Meétodos Exatos
(Diretos).

1.3- Resolucao de Sistemas Lineares de
Equacdoes  Algébricas por Metodos
lterativos.

1.4- Convergéncia dos Métodos Iterativos.



1.4.1- Convergéncia do Metodo da Iteracao

Método da Iteraco: o A Ut B | X || B
X = ﬁ +(1 X (2) a21 azz a2n—1 aZn X2 bz
S I 1)
X, = IB +ZO€IJ J A Gz 7 @ S | X bn—l
| anl anz ann—l ann _"_ X | bn _
=1n . .
5 Muitas vezes ao reduzir (1) para
X =p (2) é conveniente que «, ;éaq
L Isto pode ser feito &; =U= +05
k+1 k . 1]
X =h +J§a‘ixl’ k=012, Logo as formulas do metodo
- serao:
a. = O, | = ',n -
1 (17 ) X-O — IBi
= a=-t @
s T g, % ‘ﬂ+2a., k=012 (3)
bl ai? 1)
Método da Iteracdo [ * pi :g & __g’ Gy =~ 1 I=(L--,n)



1.4.1- Convergéncia do Método da Iteracéao
Condicao suficiente para a convergéncia do processo iterativo.

Teorema: Para o sistema reduzido (2) o processo iterativo (3)
converge para sua unica solucado se alguma norma canodnica da
matriz a,.,€ menor que a unidade. Isto €, a condicao suficiente
para a convergéncia do metodo da iteracéo

X =p+a,,x" k=12, 0ol = mex B Jau] (monoeme)
||A nxn||| = m?x Z |aij| (I-norm a)
0 s 7 :
com x° arbitrario & |a|<1. A vl = [ Jaa eenorma)

Prova: Escolha x°e construa as seguintes aproximagcoes
x' = B +“nanO

2 1 0 2 0
x =p+a,..x =p+a_ P+o, x)=E+a, Ip+a X

nxn

2 k-1 k 0
nxn +an><n +“'+anxn)ﬁ+anxnx (*)




1.4.1- Convergéncia do Método da Iteracéao

Nas duas telas a seguir mostraremos um resultado intermediario
importante na prova doteorema ' o! = (E -a,.,) '
1=0

Considere a convergéncia do seguinte processo iterativo:
SejaF,=E-AD,,D, =D,  +D,_F,_ =D _ (E+F_)e |F|<1
logo F, =E-AD, =E-AD, (E+F),),

F,=E-AD,=E-AD (E+F)=E-AD (E+F))[E+F,]|=
E-AD,(E+F)[E+E-(E-F)(E+F,)]=
E-AD(E+F)[E+FJF,)]=E-AD (E+F,+F, +F;),

Fk :E_ADk :E_ADO(E+FO +F02 -|-'°'—|—F0k+1):
k+1 k+1

E-AD, ) F,=E—-(E-F,)) F,,
=0 1=0

jaque AD, =E-F, onde F) =E.



1.4.1- Convergéncia do Método da Iteracéao

Se HF H <1 o processo iterativo anterior converge ¢

lim F, —hm(E AD )=E-AlmD, =0

k > oo k — o
k+1

= limD, =A"E=A".Jaque F, =E—-(E-F;)) F,

k— o

e 0=E - A A" doresultado anterior segue

0=1imF, =E-(E-F,)) FF=E-A A=
=0

k— o

(E-F,)) F,=A A" =E ou ) F =(E-F;)™".
=0

=0

Se F, =a_ 6 segue Z o, =(E-a_. )" Noteque Hu
=0

‘<1

nxn

¢ a hipotese do teorema que queremos provar. Logo, o

resultado acima pode ser aplicado a matriz a



1.4.1- Convergéncia do Método da Iteracéao
Se|e| <1 segue |a*| - 0 quando k — oo, consequentemente

hma = O e llm(E-l-(l +anxn +- +unxn) Zanxn — (E anxn )_1

k—o0

Se passamos ao limite em (*) quando k —> c obtemos
x =limx* =lim[(E+a,__ +0’ +--+a‘)p+a’, x°]

k—o0 k—o00

O -1
—EI_I)TOIO(E-I—(I el - +unxn)l3+&1_1)nanxn =(E-a,_ ) B (*
~~ %K_J

-1
(E+0n.n) Zero

Isto prova a convergéncia do processo iterativo, ou seja, que
existe o limite. Da equacéao (**) segue gque

X = (E — W )_1B ou (E _anxn)X — (E o anxn)(E — W )_1B ou (E _unxn)x = B
oux=p+a,.X que significa que [im X (**) é solucdo do sistema

(2). Como a matriz (E-q__) € nNao singular o sistema (2) tem
uma unica solucao L.



1.4.1- Convergéncia do Método da Iteracéao
Como consequéncia do teorema anterior segue.

Corolario 1: O metodo da iteracao para o sistema (2) converge
se for verificada uma das desigualdades:

1) Ha

nxn ‘m

n
= max Z ‘aij ‘<1 (m-norma) ou
| -
j=1

2) o,

n
‘I = max Z ‘aij ‘<1 (I-norma) ou
] .
=1

n

L= Zn: ‘aij ‘2 <1 (k-norma)
=1

i=1

nxn

3) Ha

. _ _ 1
Em particular se os elementos da matriz (I satisfazem ‘a i ‘ R

~ ; . ~ . . n
entao o metodo da iteracao converge (n € o numero de
Incognitas).



1.4.1- Convergéncia do Método da Iteracéao

Corolario 2: Para o sistema ) a,x,=b, (i=1---,n)

. . =1 .
0 meéetodo da iteracao converge se for verificada uma das
desigualdade abaixo:

1) ‘aii‘ >i‘aij‘ (1=1---,n)

J#i

2) ‘ajj‘>i‘aij‘ g=1---,n)

E

n o, T\, +...+aii=0+...+ain<1
1) Z‘O{ij‘<1 (i:l’...,n) 1‘ ‘ 2‘ ‘ ‘ ‘ ‘
j

di,
a..

_ ain

a..

<1

+ot |y =0+ +

2) Yloy|<1 =t | |

ai1‘+‘ai2‘+“'+‘ain‘ < ‘aii‘

a.-. =——, aii =0

i aula anterior.

n .
a;|> " Jay] Explicado na
j=1

Il j#i



1.4.2- Estimativa do Erro do Método da Iteracao

Sejam x‘"e x“duas aproximacdes sucessivas da solucéo do
sistema linear x=a,,x+p. Para p>1segue

k k k k k+1 k+2 k+p-1 k+p-1
Hx Pox Hz X P x4 (x Y+ (T =X T )+ (X =TT
¢ zero, mas esta manipulacao per;lflite usar a desigualdade triangular
k+1 K k k+p-1
I S [ e I

m+1 m m m-1 m+1 m m m-1
comox =0, X +pex =a, X +Pseguex —-x =a,..(X —-X )

Xm+1 _XmH < Hu

m—k

) xm_lu < Ha

xk+1—ka vym>k>1

nxn nxn

logo de (4) segue x<*P _XkH < ka+1 _Xk‘ JrHX|<+2 _ i +.”+ka+p _Xk+p—1H
o[ x| ot
< 1 ka+1 _xX H
1,

Na tela a seguir mostramos este resultado em detalhes!



1.4.2- Estimativa do Erro do Método da Iteracao

xKP —kaS [1+H0LnXn kel

k
‘- x|

TR Hananp_lﬂ

-
Progressdao  Geométrica

Progressao S (9" _1) a, = qa,_, (razdo)
o E a, = , com L
Geometrica = q- a, (termo 1nicial)

SwzlimSn:iai:ialq“lz % , se |q|<1. Logo,

Nn—oo i i 1_

P :
p-1 _ I
nxn +“.+Hanan ]_ZHanxn‘
g i=1

-
Progressdao  Geométrica

i i 1
ComOZHannHl ZHannHl o

[1+ Ha

a1 {q = Hanan <1 (razdo)
, com .

a, =1 (termo inicial)

, logo

xk+p—kaS[1—|—Hanxn +”’+H“nan ) ]‘xk”—x H<

\ : J Tl

Progressdao  Geométrica

k+1 k H

passando ao limite quando p — « nesta desigualdade obtemos



1.4.2- Estimativa do Erro do Método da Iteracao

i ‘x“l—ka Vk>1 (5 ou

nxn

p—>0

lim x**P :x:>Hx—kaS1

(e
X — Xk < nxn Xk . Xk—

1_‘anxn

1

(6) se |a

1
wenll S > entao segue que

k kK k-1 k k-1
X—X SHX —X logo se Hx —X || <& consequentemente

a1 1-
<le ka —x~ 1H<—q8,

G

entao ‘ X—Xx" H < & e para cada componente ‘Xi — Xik‘ <& (1=1,---,n)

X —X || < &. No caso mais geral, se ( = ‘ LTI

Note que nestes calculos ndo foram considerados erros
devidos a Aritmética de Precisao Finita (round-off errors). Ou
seja, € assumido que os calculos sao exatos.



1.4.2- Estimativa do Erro do Método da Iteracao

Se usamos (6) para estimar a norma da diferenca entre duas
aproximacoes sucessivas segue

o
'] < 7 ©
1,0
coOmo ‘xk”— <ot l1x" —xk‘luﬁuanxn ‘ Xl—XOH substituindo em (6)
k
Hx—xk ‘S . ‘xl —XOH. Como caso particular, se escolhemos
1_Hanxn H

x'=p,entiox' =p+a_ x =Pp+a_Pe Hxl —XOH = Hunxnﬁu < HananHBH.

k+1
< [t

L]

Esta desigualdade permite estimar o erro gue estamos
cometendo na iteracao k. Note que este erro depende apenas
dos dados do problema (a matriz a, , e 0 vetor B).

Portanto, ||x

16l (6



1.4.3- Convergéncia do Método de Seidel

Primeira condicao suficiente para a convergéncia do metodo de
Seidel (Norma m).

Teorema: Se para o sistema X=a,,Xx+p (7) se verifica a

condigéoHanxn ‘m <1 COFT\H()zn><n Hm = max Z ‘a”‘ <] (m-norma)
, entao o metodo de Seidel converge parajéua unica solucéao

x=a,.X+p independentemente da escolha da aproximacao
inicial x°

Note que a prova deste teorema prova como caso particular o
Corolario 1 sobre a convergéncia do método da iteracao.

<, X9a aproximac;éo k do método de

+Zalj j+zalj j 1:"'9”) (8)

. <1lo S|stema (7) tera uma unica solugéo que pode

Prova: Seja x" —(xk X,
Seidel. Ou seja,

Se ||a,.,



1.4.3- Convergéncia do Método de Seidel

ser encontrada pelo metodo da iteracao. Seja x=(X,X%,,*-,X,)a
solucao exata de X = +Z“u )

Subtralndo (8) de (9) segue
X, — X, —Za”(x _ )+Za”(x - X{™) logo

k-1 -~
‘xi —X; ‘ < Z‘O‘UHXJ — X; ‘JFZ‘O‘HHXJ — X; ‘ Lembrando a defini¢do de
j=1 j=i

m-norma HX —Xk

= maX‘X- — X.k‘ segue que ‘X. — X‘.(‘S Hx —x
m I

m

Que substituindo na deS|guaIdade anterior segue

onde p, = Z‘au‘eq, Z‘a”‘ (10)

Denotemos por s=s(k) o valor da componente gue verlflca

< e —x]

m

|

m



1.4.3- Convergéncia do Método de Seidel

A desigualdade (10) é valida para todas as componentes i, logo
é valida para a componente s e segue

e, =)

k-1
X —X

k
X —X

onde p, = ) |a, a
m =1 ]=S
:x—ka_ Sx—xk x—xk_lm ou
‘x —x* -p.)<q.[x —x*Y ou Hx e —— Hx —x*t
m m (1_ ps) m
Se definimos u = miax{(1 qip )} segue da desigualdade anterior
Hx —x x —x7' i (11)

Agora devemos provar que #<|a,..| <1. De fato

Pi +0; = Z‘“u‘ Z‘au‘ Z‘a”‘ o, nH <1 por hipotese do Teorema

=1 j=i i=

Qi x|l — Pi Han nH — B Han nH
lOgO qi = Hananm - b= 1— D, < H 1ﬂ D. 1-— o Hananm




1.4.3- Convergéncia do Método de Seidel
pi‘ < 19 q|‘ < 1 lOgO Hanxnm pi < ‘ pl‘ c Hanxnm pl‘ < Ha‘nan

6 [l =P vl = P

P +0Q; = Ha‘nan <1,

logo 1 = -p- 1-p 1 p = =Hunanm <louu<l
Da desigualdade (11) Hx =N Sy”x -x**|  segue
Hx —x" ) < u" Hx —x° _ e consequentemente %im X“=x [

Note que foi obtido:
X —x° . SHaMHm Hx —x*

para o metodo da iteragao
m

K
X —X < ‘
" H

k-1
X —X nxn Hm

para o método de Seidel com i < ||la
m 5
1-p)
de Seidel converge melhor que o método da iteracdo. Neste
caso € conveniente que a primeira equacao do sistema tenha a
menor soma dos modulos. q, = Z‘ ‘a” D =0

0 método

Isto indica que sob certas condicOes x = max
|




1.4.3- Convergéncia do Método de Seidel

Teoremas e provas semelhantes podem ser construidos se
consideramos em lugar da m-norma (linha) a I-norma (coluna) e
k-norma (Euclidiana).

Teorema: Se para o sistema x=o0_ . x+p . (7) se verifica a
condicéo |a ., H| <1com |a,., H| = max Z ‘aij ‘<1 (I-norma)
i=1

, entao o método de Seidel converge para sua uUnica solucao
x =a,,X+p independentemente da escolha da aproximacgao
inicial x°.

Teorema: Se para o sistema x=a, x+p (7) se verificaa
condicao H“ Hk <1C0M o = S S ey Fe1 (kenorma)

i=1 j=1

nxn

, entao o método de Seidel converge para sua unica solucao
x=a,.X+Pindependentemente da escolha da aproximacéo
. e . 0
Inicial x.



1.4.4- Estimativa do Erro do Método de Seidel
Procedendo semelhante ao descrito para o metodo da iteracao

OPIEMOS [t x|l —x* 7 e fxr —x* < 5 7

x* —x
— U
Passando ao limite qguando p — « nesta desigualdade segue

limx“P=x e consequentemente HX —X H< Hx —x H

p—00 1 ILI

) q
”_m?{a pJ

x —x<
1-u

k

1
Hx — XOH ou por componente

1-u

k

m_ax‘x}—x?‘ se m_aX‘X}—X?‘<
1—p i j 7,

entao ‘x —ka<5.

E




1.4.5- Resumo da Convergéncia e Estimativa do
Erro para o Método da lteracao

Os métodos da Iteracéo e de Seidel convergem se alguma
norma canonica da matriz a,, € menor gue a unidade:

<1

H(l nxn Hm

Estimativa do erro na m-norma;

K
|00

1- Hanxn

Hx —x" H < | Hxl — XOH Método da Iteracdo

. 0 ~
Como caso particular, se escolhemos x° =, entao

Xl — B + anxnxo — B + o, nB c HXI B XOH = HananH < HananHBH

Hk+1

kH H nxn

Portanto, |[x —x
1= oo

‘HﬁH



1.4.5- Resumo da Convergéncia e Estimativa do
Erro para o Método de Seidel

Os métodos da Iteracéo e de Seidel convergem se alguma
norma canonica da matriz a,, € menor gue a unidade:

<1

o

nxn ‘m

Estimativa do erro na m-norma;

b —x <L ' -x|  Método de Seidel

,u:m_ax{ 4 } onde p. =i‘aij‘ e q. :Zn:‘aij‘
| ' J=1 j=i



Frase do Dia

“O objetivo de minha teoria é estabelecer de uma
vez por todas a certeza dos metodos matematicos...
O estado atual das coisas, em gue nos chocamos
com os paradoxos, € intoleravel. Imaginem as
definicOes e os métodos dedutivos que todos
apreendem, ensinam e usam em matematica, 0s
paradigmas de verdade e de certeza, conduzindo a
absurdos! Se o pensamento matematico &
defeituoso, onde acharemos verdade e certeza?”

D. Hilbert, “On the Infinite”, em Philosophy of
Mathematics, de Benacerraf e Putnam.



