METODOS NUMERICOS PARA EQUACOES DIFERENCIAIS PARCIAIS

2- Resolucao de Sistemas
Nao-lineares.

2.1- Método de Newton.
2.2- Método da Iteracao.
2.3- Metodo do Gradiente.




2- Sistemas Nao Lineares de Equacoes

Considere um sistema nao linear de n equagdes com n
Incognitas.

r1:1()(11)(2’”"Xn)20 _fl_ _Xl_
f X,X,"'1Xn :O f X

) 2(1 2 ) ou f(X)=0 comf = _2 EX= .2
kfn(X11X21°"1X):O —fn_ _Xn_

Note que como caso particular podemos ter um sistema
linear de equacdes algébricas:

ffl(xl,xz,---,xn):a11x1+a12x2+---a1n n_b1:O
fz(xpxz"”’xn)23-21X1+3-22X2+"'a X _bz:O

2n“'n

ou Ax—b=0




2.2- Meétodo da Iteracao

Considere um sistema nao linear de n equagdes com n
Incognitas como o seguinte:

r)(1:§01(X1’X2""’)(n) _¢1_ _Xl_

X, = Koy X, X

17 #2 (%, % ) ou X =@(x) Com @ = .(pz ex=|.°| (@
LXI’I :¢n(X1,X2,"',Xn) (Dn Xn

onde as funcfes #.: %, " @, sao reais, definidas e continuas
numa vizinhanca Q de uma solucdo isolada X deste sistema.
Podemos tentar resolver este problema com o Méetodo da
lteracdo escolhendo uma aproximacao inicial x° ~ x.

X" =o(x") (2
Se este processo iterativo converge, entio

& =limx* = limx*"* = lim p(x") = (lim x*) = (%)

k—o0

Ou seja, & é uma raiz do sistema (1). Se x é a Unica raiz deste



aplicado também a sistemas de equacbes na forma:
( fl(xl,xz,...,

fz(xl’xz’...’

Lfn(xl’XZ’”" | 'n | | n
onde f(x) € uma funcéo vetor definida e continua numa

2.2- Meétodo da Iteracao

sistema em Q, entdo &=x. O Método da lteracéo pode ser

X.)=0
X)=0

X)=0

ou f(x)=0 comf =/

f

fl
f2

n

eExX=],

X
X

X

n

(3)

vizinhanca €2 de uma raiz isolada x deste sistema. Entre as

varias maneiras de transformar o sistema (3) no (1)

destacamos a seqguinte. Reescreva o sistema (3) na forma

X = X+ Af(x)

onde A é uma matriz ndo singular. Definindo @(x) = x+ Af(x)
segue que x=@(x) e podemos aplicar o método da iteracao.
Se a funcao f e sua primeira derivada é continua em Q segue

¢'(x) = E+ Af'(X) e pode ser provado que o processo iterativo



2.2- Meétodo da Iteracao

converge rapidamente se a norma de ¢ '(x) é pequena. Logo é
conveniente escolher a matriz A tal que
0'(x)=E+Af'x")=0

e se a matriz f'(x") € nao singular segue que

A=) = o(x) =x~[f' )] X)) = x =x~[f'")] (x)
Aplicando o metodo da iteracao a este sistema segue

XU =x [ O] (4)

Note que (4) coincide com o Metodo de Newton Modificado
para o sistema (3), ja que [f'(x")] " = W(x") " (Jacobiana). Ou

SEJa, Xk+1 _ Xk _ W(XO)—lf(Xk) (4!)

Se a matriz f'(x”) é singular (det(f'(x")) =0), entdo deve ser
escolhida uma aproximacao inicial diferente de x°



2.2.1- Convergéncia do Método da Iteracao
Teorema: Seja um sistema nao linear de equacdes x =@(x) com
funcbes @(x) e ¢'(x)continuas em Q tais que em Q se verifica a
desigualdade |¢'(x)[, <q<1 (q é uma constante) Se todas as
aproximacodes sucessivas x = @(x¥) pertencem a €2, entao
este processo iterativo converge e seu limite € uma solugao do
sistema x=¢(x) em Q.

Ou segja, i!im x‘=x =¢(x).
N 840. (x)

J

Aqui as normas séo [¢'(x)], =max|e'(x)[ e |¢'x)], = maXZ

Corolario: O Método da Iteracao converge se
- |0, (x)

z OX.

j=1 j

<g<1 Vi=1---,nquando x € Q.

Estimativa de erro na aproximacao k para o Método da Iteracao:
k k
< Hxl _ 40

m 1_q

* K
X —X

jaque x = g(x°)

m

— j_(i—qH(p(xo) —x° i



2.3 — Método do Gradiente (Descida mais Ingreme)

Considere um sistema nao linear de n equagoes com n
Incognitas.

rfl()(11)(2"”’)(n):() _fl_ _Xl_

f, (X, X5+, % )=0 f X

4 00, %, ) ou f(x)=0 comf=| “|ex=|."| (3)
Lfn(xl’XZ’”"Xn):O fn Xn

e suponha que as f. sao reais e continuamente diferenciavel
no doml’pio de definicdo comum. Construa a seguinte funcao

U(x) = 2 [F (T = (f(x).£9):

Note que cada solucio do sistema (3) anula a funcéo U (x) e
vice-versa, cada x que anula U (x) é solucdo do sistema (3).
Suponha que (3) tem somente uma solucao isolada que
corresponde ao ponto de minimo absoluto de U (x). Logo o
problema se reduze a encontrar o minimo desta funcao.



2.3 — Método do Gradiente (Descida mais Ingreme)

Seja x a raiz de (3) e x" a aproximagcao inicial. Construa uma
superf|C|e de nivel para U(x)em x?Sex’ esta suficientemente
perto de x"esta superficie de nivel U (X) U (x”) deve se
assemelhar a um elipsoide. Parta de X’ na direcao da normal
da superficie U (x) =U (x")até tocar alguma outras superficie de
nivel tal que U (x)=U (x') <U(x"). Parta de x* na direcéo da
normal da superficie U (x) =U (x*) até tocar alguma outras
superficie de nivel tal que U (x) =U (x*) <U (x}).

A repeticao deste processo nos leva ao ponto
de menor valor de U (x), que corresponde

a raiz do sistema (3).

% origem



2.3 — Método do Gradiente (Descida mais Ingreme)
Lembrando que o gradiente da funcdo U(x) tem a direcdo da
normal n da superficie de nivel em cada ponto x*

U
ox,
oU
VU(x)=| 0%,

oy
_Gxn |

% origem

Logo x**' =x*-A*VU (x*) (k=0,1,---). Resta determinar A"

para cada passo. Para isto considere a funcao que descreve a

variacao continua da superficie de nivel entre o ponto x*e x**

d(1)=U(x"-AVU (x"))



2.3 — Método do Gradiente (Descida mais Ingreme)

O parametro A = A* deve ser escolhido para que ®(1) tenha

um minimo. Ou seja, ) n kU (P
0D(2) _y_ U —AVU (X)) _ le[ (X7 =AVU (x7))]

oA oA oA

Em geral, esta equacéao deve ser resolvida por metodos
numericos. Aqui apresentamos um metodo para determinar de
forma aproximada o parametro 1*. Para isto suponha que A é
pequeno e que potencias deste parametro podem ser
desprezadas se comparada com a parte linear. Logo
expandindo as funcdes f; em potencias de A e retendo
apenas o termo linear segue

(%)

X0 = i —AVU ) = (O + 5 =
f () + 20 (") ox _ f (x)- 23 () vu (x)

ox OA OX



2.3 — Método do Gradiente (Descida mais Ingreme)

Note que na equacao anterior deve ser entendido por

@fi(xk)_ afi(xk) 5fi(xk) afi(Xk)
OX OX, OX, OX,

} (um vetor)

of, (x“)

Logo @(ﬂ)zi(fi(xk)—l VU(XK)] e

oD (A1) B . of (x) <& of (x") ok
= =0 = ZZ[f( )— A - VU ( )j( g VU( )j

ou




2.3 — Método do Gradiente (Descida mais Ingreme)

Como U (x) = Z[ f (O

_a_U_ _Zn: of; (x)
0%, 1 0%
ou Zaf (x)
VU (X) — @XZ :2 -1
ou of. (x)
| OX, | le X
- of, of, of, |
oX, 0X, oX,
of, of, of,
onde W (x) = | 0X;,  0OX, oX,
o, of,  of,
| OX;  OX, ﬁ_

segue que
f (x) of, of, of . |- f(x)
X, 0% 0%,
of, Of of,
f) |58 ) f,(x)
=2| 0X, OX, OX,
of, of of ||
.I: 1 2 n
() OX, OX OX,, i?i—
= — — f(x)

[Wx)]"

€ a Jacobiana da funcédo vetor f(x)



2.3 — Método do Gradiente (Descida mais Ingreme)
Logo VU (x*) =2[WE)]"fx*) e

Z f(x" (af 1CORY (xk)j=[f(xk)]TW(xk)Z[W(xk)]Tf(xk)

OX

Zn“[af‘;;‘ Jvu (xk)j _

=1

2WEHIWEOIT ) | [2WEOIWET 1) |
Portanto — ) o
e [Fx*)]" W )[W (x*)T" f(x*)

) 2[ WEIWEOI ) | [ WEOIWE)] ) |

X7 =x" - g [WEH]T(x*) onde x4 =21% (6)

Note que o parAmetro u* deve ser calculado para cada passo.



2.3 — Método do Gradiente (Descida mais Ingreme)
Resumindo o método, ja que|[W(x*)" f(x*) =[ [f(x*)]" W(x*) |
Xk+1 _ Xk . Ile[W(Xk):Tf(Xk)

e [F()]" W)W ()] f(x*)
| WEOIWEOTTE) || WEOIWE)]T () |

er_ e [IWEOIE) | TIWGEI" ) W] )
[WEOIWEOTTEE) ] [ WEOIW )T ") |

Observe que para otimizar o tempo de computo € conveniente
para cada passo fazer os calculos na seguinte ordem:

1- Calcule f(x*), W(x*) ou [W(x)]"

2- Calcule [W(x)]"f(x") e termine as outras operacdes




2.1.3- Exemplo 2 pag. 462 do Demidovich

Use o Método da Iteracédo e do Gradiente para encontrar a
solucéo aproximada positiva (x2+y2+272=1

2x°+y°—42=0
3X*-4y+2°=0

do sistema de equacoes:

N

comecando com a aproximacao inicial X, = Y, = Z, =0.5.

Visualizacao grafica do problema na préoxima tela.



2.1.3- Exemplo 2 pag. 462 do Demidovich
Visualizacao grafica do problema




Frase do Dia

“... the progress of physics will to a large
extent depend on the progress of nonlinear
mathematics, of method to solve nonlinear
equations ... and therefore we can learn by
comparing different nonlinear problems.”

Werner Heisenberg



