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O PROBLEMA!

EquacOes em Derivadas Parciais (EDP) lineares de segunda ordem
modelam uma variedade de fenomenos fisicos e problemas que
aparecem na engenharia.

A equacao da difusdo conveccao reacao (transporte) € um exemplo de
EDP que modela fenomenos de transferéncia de calor, transporte de
sustancias em meios, etc.

-V DV¢+V Vo + a¢ em ()

H/-‘
leusao Convecgao Reagao Fonte

Usualmente, o método de elementos finito classico (MEF) ou método de
Galerkin é usado para obter solucdes numéricas destes problemas.

Apenas para problemas puramente difusivos a solugao do método de
Galerkin é otima.

-V-DVg=f emQ
Difusdo Fonte




O DESAFIO!

Ha mais de trés décadas se sabe que o método de Galerkin é instavel e
Impreciso para alguns problemas descritos por EDP lineares de
segunda ordem. Sua solucéo apresenta oscilacoes espurias que nao
correspondem com a solucéao exata do problema.

Brooks, A. N. and Hughes, T. J. R., Streamline upwind/Petrov-Galerkin
formulations for convection dominated flows with particular emphasis on
the incompressible Navier-Stokes equations. Computer Methods in
Applied Mechanics and Engineering, 32:199-259, 1982.

A equacao da Difusdo Convecgao Reacao € um exemplo representativo
do deterioro das propriedades de estabilidade e precisao do método de
Galerkin.

Metodo Galerkin
+
Minimos Quadrados
(GLS)

Como alternativa a este metodo tem surgido varias estratégias dentro do
contexto de elementos finitos (GLS, SUPG, CAU, etc).

Desenvolver um MEF cuja solugao numerica seja estavel e precisa para
esta equacao continua sendo um grande desafio para os pesquisadores
nesta area do conhecimento.



EQUACAQ DA DIFUSSAO CONVECCAO REACAO

de Contorno: o

Difusio Adveccao Reacao Fonte

Problema de Valor L(¢)=-V-(DVP)+uU-Vo+ o = f em QQ
N iy J . J —

p=9 eml
DVg-n=q emT,
DVg-Nn+ag=r emlI,

(} Formula¢ao Forte do Problema

ou

Equacao Diferencial Parcial

(EDP)



EQUACAQO DA DIFUSSAO CONVECCAO REACAO

Como passar de uma formulacéao forte do problema para outra formulacéao
mais fraca? (menos exigéncias para as funcdes envolvidas no problema)

Formulacao Forte €= Formulacao Fraca
ou
Equacéao Diferencial Parcial €= Equacao Variacional

Passo 1: Multiplicar a EDP por fung¢6es admissiveis (teste n € C°(Q) ) ¢ integrando
a equacao sobre todo o dominio €.

Passo 2: Integracdo por partes (ou usar a formula de Green) para reduzir o maior
ordem das derivadas parciais presentes na EDP.

j2¢nd9_—j¢ dQ+j¢77n dr

Q |

Passo 3: Usando a condicdo de que as fungdes teste se anulam no contorno o termo
de contorno da formula de Green ¢ eliminado.



EQUACAQ DA DIFUSSAO CONVECCAO REACAO

Formulacdo Variacional: Encontrar ¢ € S que satisfaz a equacéo:

A(¢,77)Ej[DV¢-V77+U-V¢77]dQ+ja¢77 dr

r

:jfndQ+jqndF+jrndFsF(n) VneV
Q r, r,

S={peH'(Q):p=gemT] V={neH' (Q):n=0emT|

Os espacos de fungdes S € V sdo de dimensdo infinita. Ou seja, a solugao exata
deste problema depende de encontrar “infinitas incognitas”, que nem sempre ¢
possivel. Galerkin (1871-1945) estudo a solucdo aproximada do problema em
espagcos de fungdes de dimensdo finita. O método de Galerkin ¢ baseado em
seqiiéncia de subespagos de dimensdo finita {V }" <V,V <V, ,que converge
para o espac¢o V no limite. Pode ser provado, sob certas condi¢des, que a seqiiéncia
de solucoes aproximadas {¢n }::1 , ¢, € S converge para a solugao exata do
problema.



EQUACAQ DA DIFUSSAO CONVECCAO REACAO

Formulacao Variacional Aproximada Correspondente: Encontrar
¢. €S, (ue satisfaz

A($,.n0) = [[DV S, -V, +u-Vén,1dQ+ [agn,dT

Q

r

= [ fn,dQ+ [an,dT + [ rp,dT = F(y,) VeV,
Q r Ly

q

Como 0s espacos sao de dimensao finita N a solucao aproximada pode ser
escrita como combinacao linear das funcdes bases com coeficientes a
determinar

N 1 — Base Global <~ M¢étodo de Galerkin Original

- 2 — Base Local <& M¢étodo de Elementos Finitos de Galerkin

Como resultado transformamos o problema acima em um sistema linear de
equacoes algebricas _ S o

N Ay Agg C, F,
> A,.C,=F,, n=1,. Noy| ! : S EE N
m=1




EQUACAQ DA DIFUSSAO CONVECCAO REACAO

O MEF de Galerkin: Seja M"={Q,,...,Q_}uma particdo de Q . Encontrar

¢"eS™ que satisfaz vp"eV™ :

As(#"n") =3 [ DV -Vl +u-Vglnlld

e=1 Q,

nne

ne

Q=3 [ fn)dQ=F ")

e=1 Q.

¢eh (X,Y,2)= Z ¢eh (Hn.(X,Y,2), onde 7, sdo os Polindmios de Lagrange

=1

Ig

Transformacao
' Isoparameétrica

(s o
' ' Elemento

Padrao

Ig N
Fg — Q e
()

A instabilidade do método
de Galerkin se deve a falta
de controle no gradiente da
solucao.

Quando a CONVECCAO
e/ou REACAO é
dominante o meétodo de
Galerkin apresenta
oscilacoes espurias.
Nestes casos 0 metodo é
Instavel a menos que a
malha seja refinada.



EQUACAO DA DIFUSSAO CONVECCAO REACAO

O MEF Galerkin Minimos Quadrados GLS: Encontrar ¢"eS™ que
satisfaz a equacao vﬂ e\

As ("1™ + As(4".n") = Fe(n™) + Fis (7")
A, = Zj DV4" -V +u-Vg'n'1dQ, F, ijnedg

e=l o e=l
A_S :Z_‘-[_v'(DV¢eh)+u'v¢e ] pe dQea |:LS = J- 1:e pg dQe
e= IQe e=IQe
. z.h, u,| dm &
= V DV V h :2 b . = ! i
LT —=|_v.(DVp)+u-Vy! |, h, b BT e

{‘ C } h,|u,|
7, = max , P, =
C,P, 2D

Problemas 1D a solucao do método GLS coincide com a solucao exata.

Problemas 2D e 3D o método GLS se mostra instavel e impreciso quando
0S termos convectivo e/ou reativo sao dominantes.

Como alternativa aos métodos Galerkin, GLS e SUPG surgiram outras
estratégias dentro do contexto de elementos finitos. Por exemplo, métodos
baseados em operadores de captura como o método CAU.
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Solucoes do método GLS e Exata em Problemas 1D com difusao dominante (C) e

convec¢ao dominante (D).
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Soluc¢des do método GLS em Problemas 2D com convec¢ao dominante.



EQUACAO DA DIFUSSAO CONVECCAO REACAO

O MEF com operadores de captura tipo CAU: Encontrar ¢" € S que
satisfaz a equagao vp" v

AG(¢ 77)+ASUPG(¢ 77)+ACAU(¢ " U):Fg(ﬂh)-l-FSUPG(iyh)
Acnu (" ¢h n")= ZIC(¢ WV -V dQ,

elQe
0, 7,
‘u The
Ce(¢eh):< -
en [ e . cohg
2 | 7.h, |u,| u, z.h,
ue—ve dim
Re(g) =[ ~V-@Vi)+u-v -1, ], he=2E L g 55<ue,—
be 1=l aXJ
u, se
U, =Ve
Ve=1  Re(d) oo e —max 0,1 Clc ) Pe?—he
U, ——5 V!, se|Vef|#0 : 2D
Vel




GLS CAU

8

1.014 1.014
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Solucoes dos método GLS ¢ CAU em Problemas 2D com convec¢do dominante.



1.014 1.014
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GLS CAU

1.014 1.01-
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Solucdes dos método GLS e CAU em Problemas 2D com convec¢ao dominante.



0.951

GLS CAU
Solucdes dos método GLS ¢ CAU em Problemas 2D com convec¢dao dominante.

Brooks, A. N. and Hughes, T. J. R., Streamline upwind/Petrov-Galerkin
formulations for convection dominated flows with particular emphasis on the

incompressible Navier-Stokes equations. Computer Methods in  Applied
Mechanics and Engineering, 32:199-259, 1982.

Galedo, A. C. and Do Carmo, E. G. D., A consistent approximate upwind
Petrov-Galerkin method for convection-dominated problems. Computer
Methods in Applied Mechanics and Engineering, 68:83-95, 1988.



Hughes, T. J. R., Franca, L. P. and Hulbert, G. M., A new finite element
formulation for computational fluid dynamics: VII. The Galerkin-least-squares
method for advective-diffusive equations. Computer Methods in Applied

Mechanics and Engineering, 73:173-189, 1989.

Em problemas 2D e 3D com termos convectivo e/ou reativo dominantes
0S metodos de captura, tipo CAU, se mostram:

- mais estavel quando a solucao exata possui altos gradientes,
- mais impreciso quando a solucéao exata é suave.

Como alternativa surgiram modificacdes dos metodos de captura.

Dutra do Carmo, E. G. and Alvarez, G. B., A new stabilized finite element
formulation for scalar convection-diffusion problems: the streamline and
approximate upwind/Petrov-Galerkin method. Computer Methods in Applied
Mechanics and Engineering, 192:3379-3396, 2003.

Este meéetodo se propGe suprimir as oscilacbes espurias sem uma
excessiva suavizacao das camadas limites. Isto pode ser feito com uma
melhor escolha da funcdo C.(#;) que depende do residuo da EDP Re(d!").



GLS CAU SAUPG
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Solu¢des dos método GLS, CAU e SAUPG para convec¢cao dominante.
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= Outras modificacGes dos métodos de captura tem surgido para:

- manter a estabilidade quando a solucao exata possui altos gradientes,

- manter a precisao quando a solucao exata é suave,
- melhorar a precisdo quando a solucéao exata possui altos gradientes.

* Dutra do Carmo, E. G. and Alvarez, G. B., A non-linear stabilized finite
element method with shock capturing and reduced smearing for advection
problems: the Consistent Shock Capturing with Reduced Smearing Method.
Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, submetido, 2010.

(método CSCRS)

= Este método se propde suprimir as oscilacbes espurias sem uma
excessiva suavizacao das camadas limites. Isto pode ser feito com uma
melhor escolha da funcéo C (¢ ) que depende do residuo da EDP Re(¢ ).



SOLUTION

‘AlxA0 Uniform Mesh™ and "Advective-Field = (2,-1)
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Solu¢des dos método GLS, CAU e CSCRS em Problemas 2D com convecc¢ao
dominante: projecao em x=0.5.



SOLUTION

'A0xA0 Uniform Mesh' and "Advective-Field = (2 -1)
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Solu¢des dos método GLS, CAU e CSCRS em Problemas 2D com convecc¢ao
dominante: projecao em y=0.5.




SOLUTION

‘A0x40 Uniform Mesh” and "Advective-Field = (1,-1)
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Solu¢des dos método GLS, CAU e CSCRS em Problemas 2D com convecc¢ao
dominante: projecao em y=0.5.



SOLUTION

'40x40 Uniform Mesh’ and "Advective-Field = (-y+0.5 x-0.5)

072 1 ] 1 ]

VALUE OF X
Solu¢des dos método GLS, CAU e CSCRS em Problemas 2D com convecc¢ao
dominante: projecao em y=0.5.



O DESAFIO!

= Desenvolver um Meétodo de Elementos Finitos linear ou nao para a
Equacao da Difusao-Convecgao-Reacao com Convecgao e/ou Reacao
Dominante que seja:

- estavel quando a solugdo exata possui camadas limites (grande
derivada),
- preciso quando a solucéo exata e suave (pequena derivada),

- preciso quando a solucao exata possui camadas limites (camadas
pouco suavizadas).

= Este desafio, para os pesquisadores nesta area do conhecimento, € um
problema que continua em aberto atualmente. Prova disto séo a grande

guantidade de:

- Artigos Cientificos publicado sobre o tema,
- Teses de Doutorado e Dissertacbes de Mestrado sobre o tema.
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Conclusao

= Apresentamos para a Equacao da Difusdo-Conveccao-Reacao os
MEF de Galerkin, GLS — Galerkin Minimos Quadrados e CAU -
Upwind Aproximado Consistente.

= Métodos de Galerkin, GLS e SUPG séao lineares, enquanto metodos
de captura como o CAU séao nao lineares.

= Métodos lineares s&o mais instaveis que os metodos nao lineares.

= Métodos lineares sdo menos difusivos que 0s meétodos nao
lineares.

Muito Obrigado.
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