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O PROBLEMA!

EquacOes em Derivadas Parciais (EDP) lineares de segunda ordem
modelam uma variedade de fenomenos fisicos e problemas que
aparecem na engenharia.

A equacao de Helmholtz € um exemplo de EDP que modela os
harmonicos temporais de fendmenos de propagacao e dispersao de
ondas acusticas, elasticas e eletromagnéticas.

—V-Vu—-k’u=f emQ, onde k é o nimero de onda

Usualmente, o método de elementos finito classico (MEF) ou método de
Galerkin é usado para obter solucdes numéricas destes problemas.

Apenas para problemas puramente difusivos a solucao do metodo de
Galerkin é otima.

-V-DVgp= f emQ
Difusdo Fonte




O DESAFIO!

Ha mais de trés décadas se sabe que o método de Galerkin é instavel e
Impreciso para alguns problemas descritos por EDP lineares de
segunda ordem. Sua solucéo apresenta oscilacoes espurias que nao
correspondem com a solucéao exata do problema.

Brooks, A. N. and Hughes, T. J. R., Streamline upwind/Petrov-Galerkin formulations for
convection dominated flows with particular emphasis on the incompressible Navier-Stokes
equations. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, 32:199-259, 1982.

A equacao de Helmholtz € outro exemplo representativo do deterioro
das propriedades de estabilidade e precisdo do método de Galerkin.

le, |, < Ckh+C,k’h*, kh<1 eC,,C, independem dek € h

Bayliss, C.I. Goldstein, E. Turkel, On accuracy conditions for the numerical computation of
waves, J. Comp. Phys. 59 (1985) 396-404.

A.K. Aziz, R.B. Kellogg, A.B. Stephens, A two point boundary value problem with a rapidly
oscillating solution, Numer. Math. 53 (1988) 107-121.

C.l. Goldstein, The weak element method applied to Helmholtz type equations, Appl.
Numer. Math. 2 (1986) 409-426.

Como alternativa a este metodo tem surgido varias estratégias dentro do
contexto de elementos finitos (GLS, QSFEM, DGB, GPR, etc).

Desenvolver um MEF cuja solugao numerica seja estavel e precisa para
esta equacao continua sendo um grande desafio para os pesquisadores
nesta area do conhecimento.



A Equacao de Helmholtz € o modelo matematico linear que descreve
os harmoOnicos temporais de ondas acusticas, elasticas e
eletromagnéticas.

Equacdo da onda para Exemplos: Harmoénico temporal das equacdes
potencial escalar (acustica) de Mazwell (electromagnética)
2 2 E(x,7) = Re(E(x)e ™
0" ¢ e Ag = ¢cp (x.7) e(A(x)e | ) campo elétrico
o1’ £, D(x,) = Re(D(x)e ™)
~ —iw H(x,t)=R ﬁ o
@(x,t) = Re(p(x)e ™) (x:1) e(A (x)e' ) campo magnético
B(x,7) = Re(B(x)e™")
Ap+ip=—~ 0°E
&, — = c’AE =0
P , e ond ot numero de,onda
— numero de onda A~ A~ — W
4 AE+Kk’E=0 k= 4

Equacéo da onda para potencial vetorial (elastica)
N —iw 2
A(x,0) = Re(A(x)e™) TR 2pp -y 02

A 2
J(x,t) =Re(JI(x)e ™) ot =R R __ numero de onda
AA+EA=—p] k:V/
C
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Problema de Valor X
de Contorno: Lwu)=-V-Vu—-ku=f emQ

u=g eml,
Vu-n=q eml

Vu-n+au=r emlI

Formula¢ao Forte do Problema

ou

Equacao Diferencial Parcial

(EDP)
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Como passar de uma formulacéao forte do problema para outra formulacéao
mais fraca? (menos exigéncias para as funcdes envolvidas no problema)

Formulacao Forte €= Formulacao Fraca
ou
Equacéao Diferencial Parcial €= Equacao Variacional

Passo 1: Multiplicar a EDP por fung¢6es admissiveis (teste n e C;°(Q) ) € integrando
a equacao sobre todo o dominio €.

Passo 2: Integracdo por partes (ou usar a formula de Green) para reduzir o maior
ordem das derivadas parciais presentes na EDP.

j2¢nd9_—j¢ dQ+j¢77n dT

Q I z

Passo 3: Usando a condi¢ao de que as fungdes teste se anulam no contorno o termo
de contorno da formula de Green ¢ eliminado.
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Formulac&o Variacional: Encontrar u € § que satisfaz a equacao:

A(u,v) = J-[Vu-Vv—kzuv]dQ + jauvdr
rr

Q
:jfde+qudF+IrvdFEF(v) VvelV
%) r, r,
S:{ueHl(Q):u:gemFg} V:{veHl(Q):v:OemFg}

Os espacgos de fungdes S ¢ V sdo de dimensao infinita. Ou seja, a solucdo exata
deste problema depende de encontrar “infinitas incognitas”, que nem sempre ¢
possivel. Galerkin (1871-1945) estudo a solucdo aproximada do problema em
espagcos de fungdes de dimensdo finita. O método de Galerkin ¢ baseado em
seqiiéncia de subespacos de dimensdo finita {V, }:=1 cV,V cV, ,queconverge
para o espago ¥ no limite. Pode ser provado, sob certas condi¢des, que a seqiiéncia
de solucoes aproximadas {¢n }OO ¢ € §,  converge para a solugdo exata do

problema.

n=1"



EQUACAQ DE HELMHOLTZ

Formulacao Variacional Aproximada Correspondente: Encontrar
u, €S, que satisfaz

A(u,,v, )= J.[Vun Vv —k*uv 1dQ + Iaunvm dl’
9 T,

= | fv,dQ + | gv, dl + | rv, dl' = F(v, ) Vv el
[t f v

q T,

Como 0s espacos sao de dimensao finita N a solucao aproximada pode ser
escrita como combinacao linear das funcdes bases com coeficientes a
determinar

1 — Base Global <~ M¢étodo de Galerkin Original

N
Uy :ZCiBi ) , . .
— — Base Local <~ Meétodo de Elementos Finitos de Galerkin

Como resultado transformamos o problema acima em um sistema linear de
equacoes algebricas _ oo

Y Ay o Ay || @ F,
> 4,,C. =F, n=1,. Noy | : : S | EE
m =1

Ay o Ayy Cn
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O MEF de Galerkin: Seja M ={Q,...Q_} uma particdo de Q . Encontrar
u"eS" que satisfaz W er*

A (u" ") = Z J [Vu! - Vv —Euv'1dQ =
e=l1 Q,

nne

ne

> | fldQ=F,0")

e=1 Q,

u'(x,y,z)= Z u"(i)n.(x,y,z), onde 7. sio os Polindmios de Lagrange

i=1

Ig
Transformacao
' Isoparameétrica
(e O\
' ' Elemento
Padrao
Ig N
— | e
()

A instabilidade do meétodo
de Galerkin se deve a falta
de controle no gradiente da

solucao.

Quando k>30 o meéetodo de
Galerkin apresenta
oscilacoes espurias.

Nestes casos 0 méetodo é
Instavel a menos que a
malha seja refinada.
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O MEF de Galerkin ¢ inadequado para resolver esta equacdo porque a solucdo
aproximada apresenta o conhecido efeito de poluigdo do erro (retardo de fase).

le, |, < Ckh+C,k’h*, kh<1 eC,,C, independedek ¢ h
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Fig. 4. Convergence behavior of the relative errors of contimuous Calerkm method tor 'S acqual to 400 (CC-k 1), 000 (CG-k2) and 40,000 (C0-k3)
compared to the correspondmg error of the contimuows mterpolant (CL): (a) Linorm, ikl H',—s::mimrm.
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O MEF de Galerkin ¢ inadequado para resolver esta equacdo porque a solugdo

aproximada apresenta o conhecido efeito de polui¢ao do erro (retardo de fase).
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Solucao do MEF de Galerkin em 1D do problema homogéneo (k=400
kh=0.5), (k2=4000 kh=0.5), (k2=40000 kh=0.3955).

Como alternativa a este método tem surgido varias estratégias dentro do
contexto de elementos finitos, por exemplo o método GLS.
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O MEF Galerkin Minimos Quadrados GLS: Encontrar ,* ¢ §* que
satisfaz a equagao ' ¢p*!

AG(uh,vh)+ALS(uh,vh) :FG(vh)+FLS(vh)

A, = . [Vu! - VW' —ku"'1dQ, F, = Z j ' dQ
e=l g.ze e=l Q,

A :Z .[—V-Vuf _kuf]pf dQ,, Fj :Zj.f;pf dQl,
e=1 g.ze e=1 Q,

pl=t,|-V-VV -k |

Te:iz 1_64—COS§1_COSé/z_ZCOSglzCOZSQIZ , glzthOS/ﬁ, ézzzkhsi%
k (2+cosd)(2+cosC, )k h

Problemas 1D a solucao do método GLS coincide com a solucao exata.

Problemas 2D e 3D o método GLS se mostra instavel e impreciso quando
k>30 e a onda plana tem direcao diferente de teta.

Para problemas 2D e 3D nao existe um metodo de elemento finito com
funcoes base lineares livre de poluicdo para todas as possiveis direcoes da
onda plana.
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Relacao de dispersao para kh=1 e kh=2, Galerkin Continuo (CG),
Galerkin Minimo Quadrado (GLS) e Exata em problemas 2D.

(&) +(&) =(kh)?, & =khcos® e & =khsind Exata

1+cos(&,)cos(&, )+ cos(&,)+cos(S,) =0, Galerkin
1+ 7{cos(& ) cos(&, ) +cos(é, ) +cos(é,)]=0, Galerkin Minimo Quadrado

O GLS elimina a poluicao (retardo de fase) apenas na direcao de onda «9:18z



|. Harari, T.J.R. Hughes, Galerkin/least squares finite element methods
for the reduced wave equation with non-reflecting boundary conditions in
unbounded domains, Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 98 (1992)
411-454.

|. Babuska, F. Ihlenburg, E.T. Paik, S.A. Sauter, A generalized finite
element method for solving the Helmholtz equation in two dimensions
with minimal pollution, Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 128 (1995)
325-359.

O meétodo Quasi Stabilized FEM (QSFEM) minimiza a poluicdo do erro.
Porém, € um método sem formulacao variacional, ou seja, baseado em
diferencas finitas. Sua relacéo de disperséo é:

1+ 17 [cos(&,)cos(E, )]+ 7,[cos(& ) +cos(E,)]|=0, QSFEM

7, = (rn—r) 1, = cos( kh cos %) cos( kh sin %)
(1"2W1 — 7'1W2) r, = C()s(kh COS ?i_g) COS(kh Sin_?i_g
7, = (W, —w) w, = cos(kh cos %) + cos(kh sin %)

(r,w, —rw,) w, = cos(khcos3Z) + cos(khsin %



G.B. Alvarez, A.F.D. Loula, E.G. Dutra do Carmo, F.A. Rochinha, A
discontinuous finite element formulation for the Helmholtz equation,
Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 195 (2006) 4018—4035.

O metodo Galerkin Discontinuo FEM (DG) minimiza a poluicdo do erro.
Porém, o método surge de uma formulacao variacional, ou seja, baseado
em elementos finitos. Entretanto, o método introduz mais graus de
liberdade que os metodos continuos.

— [, (contmuity) L~ T, (discontmmity)

i,
Completely continuous FEM Completely discontinuous FEM
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relative ewor

(a)

Fig. 4. Convergence bechavior of the rclative crrors of continuous CGaalerkin method bor B cgual o SHED POCE-K 1), Sy (CO0-k2) and <00y (OO0 -k32)
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A.F.D. Loula, G.B. Alvarez, E.G. Dutra do Carmo, F.A. Rochinha, A
discontinuous finite element method at element level for Helmholtz
equation, Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 196 (2007) 867—-878.

O meétodo Galerkin Descontinuo com Bolha (DGB) minimiza a poluicéo
do erro, surge de uma formulacéo variacional (baseado em elementos
finitos). Sua relacao de dispersdo € equivalente a QSFEM, ou seja,
minimiza a poluicdo do erro. O método introduz menos graus de
liberdade que o método DG e equivalente aos meétodos continuos.
Porém, precisa do uso da técnica de Condensacéao Estatica dos graus de
liberdades correspondentes as descontinuidades.

T
B o %‘,;:QEE—‘IE e
[ soninin
<
3. \“‘\__,f—\_) "

g
E
Completely discontinuous FEM Discontinuous FEM at element level
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Relacao de dispersao para kh=2, Galerkin Continuo (CG), Galerkin
Minimo Quadrado (GLS), Exata e DGB em problemas 2D.

(&) +(&) =(kh)?, & =khcos® e & =khsind Exata
1+cos(&,)cos(&, )+ cos(&,)+cos(S,) =0, Galerkin

14 7{cos(< ) cos(&, ) +cos(é, ) +cos(&,)]=0, GLS
1+ 7,[cos(&,)cos(E,)]+ 7,[cos(&,)+cos(E,)]=0, QSFEM e DGB
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= E.G. Dutra do Carmo, G.B. Alvarez, A.F.D. Loula, F.A. Rochinha, A
nearly optimal Galerkin projected residual finite element method for
Helmholtz problem, Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 197 (2008)
1362-1375.

*O método GPR minimiza a polui¢céo do erro,

= Surge de uma formulacéao variacional continua (baseado em elementos
finitos),

= Sua relacao de disperséo é equivalente a QSFEM (minimiza a poluicéo
do erro),

= O método tem os mesmos graus de liberdade que o0s métodos
continuos.

= Considerando um teorema de Babuska, que indica que & impossivel
construir um metodo de elementos finitos continuos com funcbes bases
lineares livre de poluicdo do erro, o melhor que se pode ter € um método
linear continuo que minimize a poluicao do erro. O método GPR faz isto.



Resultados Numéricos em 2D

Considere a equacdo de Helmholtz num dominio quadrado de lados unitarios, f=0 ¢
condigoes de contorno de Dirichlet, tais que a solucdo exata ¢ u=cos/k(xcos G+ysin 6)].

1.010 ﬂ (\
0.505 -
0.000 |1 A

o |:[i |ta2|n] |04 7 0 otoas i ] i
-0.505 :
-1.010 U

EXACT

Solucdes DGB/GPR e GLS do problema homogéneo em duas dimensdes na segao x=0.35,
k=100 com malha 160x160, 0=(m/4).
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relative error in L2-nori

12

relative error in H1-seminor

0 22.5 45 67.5 90

Erro relativo das solu¢cdes DGB/GPR comparado com o interpolante continuo (CI), GLS e Quasi
Stabilized Finite Element Method (QS) na norma L? e seminorma H’ como funcao da direcao 6
para k=100 com malha 760x160.



Exemplo similar ao anterior, mas agora a solugdo exata ¢ dada por uma
superposicao de n ondas planas monoenergéticas que se propagam em # diregoes

diferentes ¢: u(x,y) = Z cos( k(xcos 8, + ysin 0.))
i=1

3.5

-1.5

Solugcdes DGB/GPR e GLS do problema homogéneo em duas dimensdes na se¢cao x=0.5, k=100
com malha 7/60x160, trés ondas planas que se propagam nas diregoes

6,=0,0,==,6,==



Exact

4
Solu¢cdes DGB/GPR e GLS do problema homogéneo em duas dimensdes na se¢ao y=0.5, k=100
com malha 7/60x160, trés ondas planas que se propagam nas diregoes

6,=0,0=%,0=

/4
4.
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1.0 -
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00 !
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-2.0 -

3.0 - L
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Exact

-5.0

Solugcdes DGB/GPR e GLS do problema homogéneo em duas dimensdes na se¢cao x=0.5, k=100
com malha 7/60x160, seis ondas planas que se propagam nas dire¢oes

9 0‘9 20»‘93_17:)»‘94 32759‘95._59‘96:%



8.0

6.0

-6.0 -
Exact

-8.0

Solugcdes DGB/GPR e GLS do problema homogéneo em duas dimensdes na se¢ao y=0.5, k=100
com malha 7/60x160, seis ondas planas que se propagam nas dire¢oes

9 0‘9 20»‘93_17:)»‘94 32759‘95._59‘96:%



O DESAFIO!

Desenvolver um Meétodo de Elementos Finitos para
a Equacao de Helmholtz que seja linear ou nao,
continuo ou hao:

- estavel para numero de onda médio e alto
(freqgUéncia media e baixa),

- preciso para numero de onda meédio e alto
(frequéncia media e baixa).

Este desafio, para os pesquisadores nesta area do
conhecimento, € um problema gue continua em
aberto atualmente. Prova disto sao a grande
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Conclusao

= Apresentamos para a Equacao de Helmholtz os MEF de Galerkin, GLS
— Galerkin Minimos Quadrados e outros métodos estabilizados.

= Metodos de Galerkin, GLS e GPR sé&o continuos, enquanto métodos
estabilizados como DG, DGB séao descontinuos.

= Metodos continuos demandam menos esforco computacional que
metodos descontinuos.

= E impossivel eliminar a poluicdo do erro com funcbes bases lineares e
formulac&o continua.

= O método GPR minimiza a poluicdo do erro e mostra grande potencial
para problemas 3D.

Muito Obrigado.
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