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Resumo

Neste trabalho serao apresentados Métodos de Volumes Finitos em uma dimensao
espacial, que se baseiam nas idéias de esquemas centrais em uma dimensao espacial para
obter solugoes numeéricas aproximadas de leis de conservacao lineares e nao lineares, atra-
vés do algoritmo REA (Reconstruct, Evolve, Average), proposto por Godunov [19].

Sera realizada uma abordagem do Método de Diferengas Finitas Lax-Wendroff [26],
trabalhando com a ideia de se obter um Método de Diferencas Finitas Lax-Friedrichs [17]
de segunda ordem. Porém, este esquema de segunda ordem, produz oscilacoes espiirias na
presenga de descontinuidades. Com isso, o método de Lax-Friedrichs [17|, originalmente
de diferencas finitas, é reescrito como Método de Volumes Finitos segundo a abordagem do
algoritmo REA. Em seguida, apresenta-se o Método de Volumes Finitos Nessyahu-Tadmor
[31], de segunda ordem, como a extensao do método de primeira ordem Lax-Friedrichs [17],
a partir do algoritmo RFEA. E finalmente, serd apresentado o Método de Volumes Finitos
Kurganov-Tadmor |23|, também de segunda ordem, a partir da substituigao, idealizada
por Rusanov [36], de uma velocidade de propagacdo global, empregada nos esquemas
numéricos Lax-Friedrichs [17] e Nessyahu-Tadmor [31]|, por uma velocidade calculada
localmente em cada Problema de Riemann.

Os quatro métodos numéricos, Lax-Friedrichs [17], Lax-Wendroff [26], Nessyahu-
Tadmor [31] e Kurganov-Tadmor 23], serao aplicados para aproximar solu¢oes numéricas
de leis de conservacao lineares e nao lineares, onde surgem alguns problemas quando se
reduz o passo de tempo.

Palavras-chave: esquemas centrais, leis de conservacgao, velocidade local de propa-
gacao, algoritmo RFA, difusao numérica.
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Abstract

In this paper we present a finite volume methods in one spatial dimension, which are
based on the ideas of central schemes in one spatial dimension to obtain numerical solu-
tions of linear and nonlinear conservation laws through the REA algorithm (Reconstruct,
FEvolve, Average) proposed by Godunov [19].

There will be an approach to the Lax-Wendroff [26] Finite Difference Method, wor-
king with the idea of getting a Lax-Friedrichs [17]| Finite Difference Method of second
order. However, this second-order scheme produces spurious oscillations in the presence
of discontinuities. Thus, the Lax-Friedrichs [17] method, originally of finite difference, is
rewritten as a finite volume according to the RFEA algorithm approach. Then we present
Nessyahu-Tadmor [31] finite volume method, of second order, as the extension to the
Lax-Friedrichs [17] method of first order, from the REA algorithm. And finally, is shown
the Kurganov-Tadmor [23] Finite Volume Method, also of second order, from the repla-
cement, designed by Rusanov [36], of a propagation speed of global numerical schemes
used in the Lax-Friedrichs [17] and Nessyahu-Tadmor [31], for a speed calculated locally
on each Riemann problem.

The four numerical methods, Lax-Friedrichs [17], Lax-Wendroff |26], Nessyahu-Tadmor
[31] and Kurganov-Tadmor [23|, will be applied to approximate numerical solutions of li-
near and nonlinear conservation laws , which arise in some problems by reducing the time
step.

Keywords: central schemes, conservation laws, local speed of propagation, RFA
algorithm, numerical diffusion.



Programa de Pds-Graduacdo em Modelagem Computacional em Ciéncia e Tecnologia - UFF 03/12/2012.

CFL
CPU
EDO
EDP
GRACE
KT

LLF
LW

LxF
MDF
MUSCL
MVF
NT

PR

PVI
REA
RUSA

SMR

(zlossario

Courant, Friedrichs e Lewy

Central Processing Unit

Equagao Diferencial Ordinéria

Equacao Diferencial Parcial

GRaphing, Advanced Computation and Fxploration of data
Kurganov-Tadmor

Local Lax-Friedrichs

Laz- Wendroff

Laz-Friedrichs

Método de Diferencas Finitas

Monotone Upstream-centered Schemes for Conservation Laws
Método de Volumes Finitos

Nessyahu-Tadmor

Problema de Riemann

Problema de Valor Inicial

Reconstruct, Evolve, Average

Rusanov

Rankine-Hugoniot

Solucao aproximada para uma malha bem refinada



Programa de Pds-Graduacdo em Modelagem Computacional em Ciéncia e Tecnologia - UFF 03/12/2012.

Sumario

Lista de Figuras

Lista de Tabelas

Lista de Simbolos

Introdugao

1 Leis de Conservagao

1.1 Problemas de propagacao . . . . . . . . . . . . ...
1.2 Derivagao e interpretacao fisica . . . . . . . . . ... ... .. ... ...
1.3 Curvas caracteristicas . . . . . . . .. ..o
1.3.1 Leis de conservacao lineares . . . . . . . ... ... ... ......
1.3.2 Leis de conservacao nao lineares . . . . . . . . ... ... ......
1.4 Formacao de choque . . . . . . . . . ...
1.5 Problema de Riemann . . . . ... ... ... ... 0oL
1.6 Solucoes Fracas . . . . . . . . . ..
1.7 Solucoes Descontinuas . . . . . . . . . . . ... .
1.8 Condi¢ao de Entropia . . . . . . . ...
1.8.1 Condicao de Entropia I - Fungao de Fluxo Convexa . . . . .. . ..
1.8.2 Condicao de Entropia Inc - Fungao de Fluxo Nao Convexa . . . . .
1.9 Difusao . . . . .

1.9.1 Transporte de massa e estados da matéria . . . . . ... ... ...

xiv

XV

17

19



Programa de Pds-Graduacdo em Modelagem Computacional em Ciéncia e Tecnologia - UFF 03/12/2012.

Sumario viii
1.9.2 Fluxodedifusao . . . .. .. .. . .. ... 39

1.10 Escoamento Bifasico . . . . . . .. ... o oL 39

2 Esquemas centrais em 1D 45
2.1 Introducao . . . . . . .. 46
2.2 Método dos Volumes Finitos . . . . . . . . . .. ... o0 46
2.2.1 Discretizacao do espago . . . . . . . ... o o 47

2.2.2 Discretizando a equagao . . . . . . .. ... 48

2.2.3 Lei de conservacao na forma integral . . . . .. .. ... ... ... 50

2.3 Meétodo de Godunov - Algoritmo REA . . . . . . .. ... .. ... .... 52
2.4 Condigao de CFL (Courant, Friedrichs e Lewy) . . . . .. ... ... ... 53
2.5 Método de Lax-Friedrichs (LxF) . . . ... ... ... ... .. ...... 54
2.5.1 Meétodode Rusanov . . . . .. .. ... oo 25

2.5.2  Método de Lax-Wendroff . . . . . . ... ..o 56

2.6 Lax-Friedrichs (LxF) - Algoritmo REA . . . . . ... ... ... ...... 57
2.7 Meétodo de Nessyahu-Tadmor (NT) . . ... ... ... ... ... .. ... 60
2.8 Método de Kurganov-Tadmor (KT) . . ... ... .. ... ... ..... 66
2.9 Solucao da equagao de conveccao-difusao . . . . .. .. ... L. I
2.9.1 Equacao de conveccao-difusao unidimensional . . . . . . . .. ... 7

2.9.2 Meétodo KT com Diferencas Finitas para a Difusao . . . . . .. .. 7

2.9.3 Método KT com Médias Harmonicas para Difusao . . . . . . . . .. 79

2.10 Método de Runge-Kutta . . . . . ... ... .. ... L. 80

3 Resultados Numéricos 82
3.1 Equacao de conveccao com fluxo linear . . . . .. ... ... .. ... ... 84
3.1.1 Equagao Linear . . . . . . . . . . ... 84

3.2 Equacao de conveccao com fluxo nao linear . . . . . . .. ... ... ... 85



Programa de Pds-Graduacdo em Modelagem Computacional em Ciéncia e Tecnologia - UFF 03/12/2012.

Sumdério ix
3.2.1 Equacao de Burger’s . . . .. ... ... oo 89

3.2.2 Equacao de Buckley-Leverett . . . . ... ... ... ... ..... 98

3.3 Equacoes de conveccao-difusao com fluxo nao linear . . . . . .. .. .. .. 100
3.3.1 Equacao de Burger’s . . . .. ... ... 0o 101

3.3.2 Equacao de Buckley-Leverett . . . . ... .. ... ... ...... 102

4 Conclusoes e Trabalhos Futuros 105
4.1 Conclusoes . . . . . . . . . 105
4.2 Trabalhos Futuros. . . . . . . . . . .. .. ... .. 106
Referéncias 107
Apéndice A - Exemplos do Capitulo 1 110
Apéndice B - Codigos Computacionais 123



Programa de Pds-Graduacdo em Modelagem Computacional em Ciéncia e Tecnologia - UFF 03/12/2012.

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

1.9

1.10

1.11

1.12

1.13

1.14

2.1

2.2

2.3

Lista de Figuras

Problema Hiperbolico - movimento de quatro moléculas de um produto

quimico em uma direcao preferencial com velocidade v. . . . . . . . .. .. 20

Problema Parabolico - movimento de quatro moléculas de um produto qui-

mico, em um mesmo recipiente fechado em trés instantes de tempo distintos. 20

Problema Hiperbolico-Parabdlico - movimento de quatro moléculas de um

produto quimico em uma direcao preferencial com velocidade v. . . . . . . 21
Liquido ou gés fluindo através de um tubo com uma velocidade v(zx,t). . . 22
Curva caracteristica. . . . . . . . . .. L 26
Nlustracao da condigao inicial para o problema de Riemann. . . . . . . . .. 31
Solucao do problema de Riemann no plano z-t comv >0. . ... .. ... 31
Esbogo da solu¢ao, Thomas [44]. . . . . . . . ... ... ... ... ..., 34
Gréfico da fungao de fluxo f(s) no problema de escoamento bifasico. . . . . 40

Escoamento bifasico em meio poroso, Tanque de Provas Numérico da USP
[1]. . 41

Gréfico da derivada da fun¢ao de fluxo f(s) no problema de escoamento

bifasico. . . . . .. e 41
Triple valued solution, do problema unidimensional de escoamento bifasico. 42
Intersecao de area da posicao do choque. . . . . . . . . ... ... ... .. 42

Representacao do choque vertical conectado a parte de cima da curva com

o estado direito, Sg. . . . . .. . L 43
Malha computacional. . . . . . . ... ... .. ... 48
Aproximacao constante por partes. . . . . . . .. .. ... 49
Aproximacao linear por partes. . . . . . . .. ..o 49



Programa de Pds-Graduacdo em Modelagem Computacional em Ciéncia e Tecnologia - UFF 03/12/2012.

Lista de Figuras xi

2.4 Tlustracdo da lei de conservacao (2.7), mostrando o balanco dos fluxos nu-
méricos de saida Fj”+1 /2 € entrada an,l /o DA célula original ;. . . . . . . .. 52
2.5 Esquema Godunov explicito totalmente discreto. . . . . . . . . .. ... .. 52
2.6 Estimativa da velocidade de propagacao global. . . . . .. ... ... ... 55
2.7 Esquema LxF em malha nao deslocada. . . . . .. ... ... ........ 58
2.8 Deslocamento da malha original em AX/2. . . . .. .. ... ... ... .. 59
2.9 Esquema LxF em malha deslocada. . . . ... .. ... ... ........ 60
2.10 Construgao do método de Nessyahu e Tadmor [31]. . . . .. ... ... .. 65
2.11 Construgao do método de Kurganov e Tadmor [23]. . . . . .. ... .. .. 76

3.1 Efeitos da difusdo numeérica, mostrando: (a) A solugao exata; (b) O erro
de dissipacao; (¢) O erro de dispersdo, Anderson [3|. . . . . . ... ... .. 83

3.2 Solucao aproximada da Equacgao Linear usando o esquema numérico LxF
para condicoes de C'F'L diferentes. . . . . . . .. . .. ... .. ...... 86

3.3 Solucao aproximada da Equacao Linear usando o esquema numérico LW
para condicoes de C'F'L diferentes. . . . . . . ... .. ... .. ...... 86

3.4 Solucao aproximada da Equacao Linear usando o esquema numérico NT
para condicoes de C'F'L diferentes. . . . . . . .. . .. ... .. ...... 87

3.5 Solucao aproximada da Equacao Linear usando o esquema numérico KT
para condicoes de C'F'L diferentes. . . . . . . ... .. ... .. ...... 87

3.6 Solucao aproximada da Equacao Linear usando os quatro esquemas numé-
ricos LxF, LW, NT e KT para condicao de CFL =0,45. . . ... ... .. 88

3.7 Solucao aproximada da Equacao Linear usando os trés esquemas numeéricos
LxF, NT e KT para condicao de CF L =0,20. . . . .. .. .. ... .... 88

3.8 Solucao aproximada da Equacao Linear usando os trés esquemas numeéricos
LxF, NT e KT para condicao de CFL=0,05. . . . .. .. .. ... .... 89

3.9 Solugao aproximada da equagao de Burger’s usando o esquema numérico
LxF para condicoes de C'F'L diferentes. . . . . . . . . . .. .. ... .... 91

3.10 Solugao aproximada da equagao de Burger’s usando o esquema numeérico
LW para condicoes de CFL diferentes. . . . . .. . .. ... ... ..... 91



Programa de Pds-Graduacdo em Modelagem Computacional em Ciéncia e Tecnologia - UFF 03/12/2012.

Lista de Figuras

xil

3.11

3.12

3.13

3.14

3.15

3.16

3.17

3.18

3.19

3.20

3.21

3.22

3.23

3.24

3.25

3.26

Al

A2

Solugao aproximada da equacao de Burger’s usando o esquema numeérico

NT para condicoes de CFL diferentes. . . . . . .. .. ... ... .....

Solugao aproximada da equacao de Burger’s usando o esquema numeérico

KT para condi¢oes de C'F'L diferentes. . . . . . . ... ... ... .....

Solugao aproximada da equacao de Burger’s, com a condicao inicial des-

continua, esquemas numeéricos LxF, NT e KT, CFL =0,45. . . . ... ..

Solucao aproximada da equagao de Burger’s, com a condicao inicial des-

continua, esquemas numeéricos LxF, NT e KT, CFL =0,20. . . ... ...

Solucao aproximada da equacao de Burger’s, com a condicao inicial des-
g

continua, esquemas numeéricos LxF, NT e KT, CFL =0,05. . . ... ...
Solucao aproximada da equacao de Burger’s, esquema numérico LxF.

Solugao aproximada da equacgao de Burger’s, esquema numérico NT. . . . .
Solugao aproximada da equagao de Burger’s, esquema numérico KT. . . . .
Aproximacao da equacao de Burger’s, LxF, NT e KT, CFL =0,60. . . . .
Aproximacao da equacao de Burger’s, LxF, NT e KT, CFL =0,20. . . . .
Aproximacao da equacao de Burger’s, LxF, NT e KT, CFL =0,05. . . . .

Solucao aproximada da Equacao de Buckley-Leverett usando os esquemas

numéricos NT e KT . . . . . . . . . s

Solucao aproximada da Equacao de Buckley-Leverett usando os esquemas

numéricos NT e KT . . . . . . . . . s

Solugao aproximada da equacao Burger’s usando o esquema KT e coefici-

entes difusivos Dy, Do, Dy e Dyg. . . . . . . o o o oL o

Solucao aproximada da Equacao Buckley-Leverett usando o esquema KT

e coeficientes difusivos Dy, Do, Dy e Dyy. . . . . . . . . ... ...

Solucao aproximada da Equacao Buckley-Leverett usando o esquema KT

e coeficientes difusivos Dy, Do, Dy e Dy . . . . . . . . ... .. ...

Grafico da condigao inicial so(x) = sin(27x) e das curvas caracteristica

com inclinagago ——, Thomas [44]. . . . . . .. ... ... ... ... ..

So()

Solucao no tempo t =1. . . . . . . . .. ..

92

92

93

93

94

95

95

96



Programa de Pds-Graduacdo em Modelagem Computacional em Ciéncia e Tecnologia - UFF 03/12/2012.

Lista de Figuras xiii
A.3 Solucao triple valued function, notempot=2.. . .. ... ... .. .... 113
A.4 Curva caracteristicas associadas com o problema de valor inicial (A.2)-

(A7), Thomas [44]. . . . . . .. .. 115
A5 Curva caracteristicas associadas com o problema de valor inicial (A.2)-
(A.7), Exemplo 5, Thomas [44]. . . . . ... .. ... ... ... ...... 115
A.6 Curva caracteristicas associadas com o problema de valor inicial (A.2)-
(A12), Thomas [44]. . . . . . . . . 116
A.7 Curva caracteristicas associadas com o problema de valor inicial (A.2)-
(A.12), Exemplo 6, Thomas [44]. . . . ... .. ... ... ... ... .. 117
A.8 Curva caracteristicas associadas com o problema de valor inicial (A.2)-
(A.15), Exemplo 7, Thomas [44]. . . . ... .. ... ... ... ... ... 119
A.9 Curvas Caracteristicas para o Exemplo 9, Thomas [44]. . . . . .. ... .. 121
A.10 Solugao Geométrica do Exemplo 9. . . . . . . . ... ... 122



Programa de Pds-Graduacdo em Modelagem Computacional em Ciéncia e Tecnologia - UFF 03/12/2012.

2.1

3.1

3.2

3.3

Lista de Tabelas

Método de Runge-Kutta para os esquemas de segunda e terceira ordem no

Tempo de processamento para aproximagao da Equacao de Burger’s, re-

presentada pela Figura 3.24. . . . . . . . . .. ... ... ... ... 101

Tempo de processamento para aproximacao da Equacao de Buckley-Leverett,

representada pela Figura 3.25. . . . . . . . . .. .. ... ... L. 103

Tempo de processamento para aproximacao da Equacao de Buckley-Leverett,

representada pela Figura 3.26. . . . . . . . ... ... ... ... ... ... 104



Programa de Pds-Graduacdo em Modelagem Computacional em Ciéncia e Tecnologia - UFF 03/12/2012.

tTL

QCFL

n
a5_1/2

n
Tit1/21

n
Tit1/2,r

Co
sup p(¢)

Lista de Simbolos

Posicao espacial.

Tempo discreto para equacao.

Numero de Courant ou C'F'L.

Tempo de quebra ou ruptura.

Representa a solucao analitica da quantidade conservada.
Estado a esquerda (Left) do Problema de Riemann.
Estado a direita (Right) do Problema de Riemann.
Funcao de fluxo linear ou nao linear.

Coeficiente de difusao.

Solucao aproximada de s na malha original.

Solucao aproximada de s na malha deslocada.

Fluxo numérico na fronteira x;_;,2, no tempo n.
Velocidade de propagagao de onda x;_1/2, no tempo n.
Limite a esquerda de w;41/2, no tempo n.

Limite a direita de x;4,/2, no tempo n.

Célula ou volume de controle na malha unidimensional.
Célula centrada em x; na malha unidimensional.
Célula deslocada centrada em x;,;/; na malha unidimensional.
Massa.

Velocidade.

Velocidade constante.

Conjunto das funcoes testes ¢.

Suporte de ¢.



Programa de Pds-Graduacdo em Modelagem Computacional em Ciéncia e Tecnologia - UFF 03/12/2012.

Lista de Simbolos

XVl

Atcfl
Atgrg

R+
1D
2D
3D

Dominio espacial.

Dominio computacional.

Malha computacional.

Interior de I.

Interior de W.

Fronteira de [.

Fronteira de W.

Fecho de I.

Fecho de W.

Dimensao de uma célula na malha espacial unidimensional.
Passo de tempo.

Passo de tempo restrito a condicao C'F'L.

Passo de tempo restrito a condigao TRK.

Pequena variacao, vizinhanca.

Média em célula em I; no tempo n.

Reconstrugao polinomial da solugao no tempo n.

Derivada numeérica na direcao .

Valor intermediario & direita, em uma dimensao espacial.
Valor intermediario a esquerda, em uma dimensao espacial.
Médias das solugoes em uma malha nao uniforme no futuro.

Funcao caracteristica de z.

Fluxo numérico semi-discreto na fronteira ;1o para convecgao.

Fluxo numérico semi-discreto na fronteira ;4,2 para difusao.
Funcgao teste.

Curva parametrizada para o método das curvas caracteristicas.
Conjuntos dos niimeros inteiros.

Conjuntos dos nimeros reais.

Conjuntos dos niimeros reais nao negativos.

Espago constituido por uma dimensao (R).

Espaco constituido por duas dimensoes (R?).

Espaco constituido por trés dimensoes (IR?).
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Neste trabalho serao apresentas leis de conservacao escritas como uma classe de equa-
coes diferenciais parcias de primeira ordem. Estas leis de conservacao avaliam a mudanca
no valor de uma substancia fisica, contidos em uma regiao unidimensional, analisando o
fluxo da substancia fisica nas fronteiras desta regidao. De acordo com Thoe [42|, Leveque
[28] e De Azevedo [14], as leis de conserva¢do modelam diversos fendomenos fisicos, como
por exemplo, a dinamica dos fluidos, dinamica dos gases, actstica, geofisica, biomecanica

e engenharia de trafego.

Durante a solucao destas leis de conservacao é comum o surgimento de descontinui-
dades conhecidas como choques ou ondas de rarefagdao. A solugao ou captura destas
descontinuidades é o grande desafio enfrentado pelos métodos numéricos. Com isso, neste
trabalho sera realizado o estudo de equacoes mais simples como a equacao de conveccao
com fluxo linear e a equacao de Burgers, que tem um papel muito importante tanto no en-
tendimento das propriedades das leis de conservacao quanto na aproximacao das solucoes

pelos métodos numéricos.

Deve-se sempre analisar os resultados numeéricos fornecidos pelo computador em re-
lagao a solucao fisica do problema. Erros de programagcao ou de condigoes iniciais podem
conduzir uma simulagao a fornecer resultados visualmente plausiveis, mas fisicamente

incompativeis com o problema, Vista [45].

Segundo Maliska [29] em 2004, o método dos volumes finitos ou método dos volu-
mes de controle, destaca-se dos demais métodos numéricos para aplicacao em problemas
de dindmica dos fluidos computacional. Isto ocorre devido & sua capacidade de tratar

adequadamente as nao linearidades presentes nesses fendémenos.

De acordo com Schneider [39] em 2007, o processo de obtengao da solu¢do numérica
neste método pode ser dividido nas seguintes etapas: formulagao do problema, discreti-
zagao do dominio de célculo, discretizacao do modelo matematico e obtengao da solugao

numérica.

Germer [18] em 2009, estudou a verificagdo de fungdes de interpolacao na Equagao
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de Adveccao-Difusao Unidimensional utilizando o Método de Volumes Finitos. Oliveira
[32] em 2010, apresenta alguns métodos numeéricos nao oscilatorios aplicados as leis de

conservacao hiperbolicas unidimensionais.

Essa dissertagao esta dividida em quatro capitulos e dois apéndices:

e No Capitulo 1, serao apresentadas propriedades matematicas para a aproximacao
da solucao de equacoes na forma conservativa, ou forma divergente, essenciais para

o desenvolvimento e aplicacao dos métodos numéricos;

e No Capitulo 2, serao apresentados métodos numéricos para sistemas de equagcoes,
baseados na discretizacao das equacoes por volumes finitos, que sao uma extensao

dos métodos de Godunov [19];

e No Capitulo 3, serao aplicados os quatro esquemas numéricos estudados no Capi-
tulo 2, Lax-Friedrichs [17], Lax-Wendroff [26], Nessyahu-Tadmor [31] e Kurganov-
Tadmor |23|, para aproximar solugbes numeéricas de leis de conservagao lineares e

nao lineares. Finalizando, o Capitulo 4 com as conclusoes e trabalhos futuros;

e No Apéndice A, serao apresentados 09 (nove) exemplos teoricos extraidos de Thomas

[44], com objetivo de ilustrar alguns conceitos abordados no Capitulo 1;

e No Apéndice B, serdo apresentados 03 (trés) codigos computacionais na Lingua-
gem (', utilizados para calcular e plotar solu¢oes aproximadas de uma Equacao de

Conveccao com a funcao de fluxo linear apresentada no Capitulo 3.
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Leis de Conservacao

Neste capitulo serao apresentadas propriedades mateméticas para a aproximacao da
solucao de equacoes na forma conservativa, ou forma divergente, essenciais para o desen-

volvimento e aplicagao dos métodos numéricos, Thomas [44].

Na primeira Secao, 1.1, serdo apresentados alguns conceitos sobre os fendmenos de
propagacao, que envolvem a variacao temporal das grandezas fisicas de interesse em uma
direcao preferencial, ou seja, estao associados ao tipo de fenémeno fisico e podem ser
identificados de acordo com as equacoes diferenciais parciais que regem esses fendmenos.
Na segunda Secgao, 1.2, utiliza-se um problema de dinamica dos fluidos unidimensional com
a apresentacao da forma integral basica das leis de conservagao e sua forma diferencial. Na
Secao 1.3, discute-se o método das curvas caracteristicas, com exemplos de aplicacao para
leis de conservagao lineares e nao lineares, isto €, para a fun¢ao de fluxo f(s) linear e nao
linear. Na Secao 1.4, identifica-se o tempo para o qual as caracteristicas se interceptam
primeiro, t = T}, onde o ponto de interse¢ao é denominado como o ponto de quebra (ou
ruptura), em uma aplica¢do que serd abordada no Capitulo 3, Resultados Numéricos. Nas
Secoes 1.5, 1.6, 1.7 e 1.8, serao apresentadas as propriedades matemaéticas para solucao
de equacoes diferenciais parcias, que modelam as leis de conservacao com uma condicao

inicial descontinua, além de alguns exemplos de aplicacao.

Finalmente, nas Secoes 1.9 e 1.10, apresenta-se a nocao do transporte de massa e dos
estados da matéria, seguido do escoamento que envolve duas fases, o 6leo e a dgua, exem-

plificado pela equacao de Buckley-Leverett, como um modelo deste tipo de escoamento.
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1.1 Problemas de propagacao

Os problemas de propagacao envolvem a variacao temporal das grandezas fisicas de
interesse em uma direcao preferencial, ou seja, estao associados ao tipo de fenomeno fi-
sico e podem ser identificados de acordo com as equacoes diferenciais parciais que regem
esses fenomenos, Bortoli [10]. Os fenémenos de propagacao sao modelados por Equa-
coes Diferenciais Hiperbolicas, Equacoes Diferenciais Parabolicas e Equacoes Diferenciais
Hiperbolicas-Parabolicas. Quando apresentam mecanismos de dissipagao de energia (por
exemplo, na difusdo de calor e no escoamento de fluidos viscosos), os fenomenos ditos
dissipativos sao descritos por Equacgoes Paraboélicas. Por outro lado, sao representa-
dos por Equacoes Hiperbdlicas que estao relacionadas a problemas de vibragao ou de
convecgao, em que os fenomenos dissipativos (difusivos) sdo minimos ou podem ser des-
prezados, Boyce |7] e Zill [47|. As Figuras 1.1, 1.3 e 1.2, ilustram exemplos de propagacao

para problemas Hiperbolicos, Parabolicos e Hiperboélicos-Parabélicos, respectivamente.

0 0 0 0 0
» :::::-::>::;=:>= o
0 0 0 0 0
l |
/ Vi

Figura 1.1: Problema Hiperbolico - movimento de quatro moléculas de um produto quimico
em uma direcao preferencial com velocidade v.

Y
U
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Figura 1.2: Problema Parabdlico - movimento de quatro moléculas de um produto quimico,
em um mesmo recipiente fechado em trés instantes de tempo distintos.

A solucao fisica da Equacao Hiperbolica é o limite da solucao da Equacao Parabolica
quando a difusao tende para zero. Um exemplo classico de Equacao Hiperboélica é a Equa-
¢ao da Onda, onde uma leve perturbacao numa regiao leva algum tempo para ser sentida
em regioes mais distantes. No Capitulo 3, Resultados Numéricos, serao apresentados as

solugdes aproximadas de exemplos de Equagao de Conveccao (Equagao Hiperbolica) e da
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Equacao de Convecgao-Difusao (Equacao Hiperbolica-Parabdlica).

1 0 '|
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Figura 1.3: Problema Hiperbolico-Parabolico - movimento de quatro moléculas de um
produto quimico em uma direcao preferencial com velocidade wv.

1.2 Derivacao e interpretacao fisica

Para mostrar que as leis de conservagao tém origem em principios fisicos, considere
um problema bem simples de dinamica dos fluidos, em que um liquido ou gas flui através
de um tubo unidimensional com uma velocidade conhecida v(x,t), que varia apenas com

a distancia x ao longo do tubo e com o tempo t, Figura 1.4.

Em problemas tipicos de dinamica dos fluidos deve-se considerar o movimento do
fluido, isto é, a funcao velocidade v(zx,t), como parte da solu¢ao. No entanto, nos exemplos
deste trabalho, assume-se que este campo de velocidades ja é conhecido a priori e se deseja
simplesmente modelar a concentragao ou densidade de alguma espécie quimica presente no
fluido (presente em pequenas quantidades que nao afetam a dinamica do fluido), Leveque
[27].

Seja s(x,t), s : R x RT — R, a densidade de fluido no ponto (x,t) que se deseja

determinar. A densidade é medida em unidade de massa por unidade de volume.

Seja 2 um dominio espacial. Sabendo-se a densidade de massa do fluido s(z,t) no

dominio €2, a massa total m(€2,t) do fluido é dada pela integral da densidade:

m(Q, 1) = /Qs(x,t)dv. (1.1)

No caso unidimensional, quando 2 = [z, 23], a massa total no tempo ¢ é:

/x s(z, t)da. (1.2)

Considerando que as paredes do tubo sao impermeaveis e que a massa é conservada,
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Figura 1.4: Liquido ou gas fluindo através de um tubo com uma velocidade v(z,1t).

a lei de conservagao de massa garante que:

A wariagao de massa em Q € igual a menos o fluro de massa que atravessa Front(€)),

onde Front()) representa a fronteira de €2, isto é, x1 e x5, Leveque [27].

Seja F;(t) (com i = 1,2) o fluxo de particulas que atravessa a fronteira de €. Por
convengao, F;(t) > 0 corresponde a um fluxo para a direita e F;(t) < 0 significa um fluxo
para a esquerda, Leveque [27]. Uma vez que a massa total no intervalo [zy,xs] varia
apenas devido ao fluxo em x; e x5, pode-se escrever:

d [

i), s(x,t)dx = —[Fy(t) — Fi(1)]. (1.3)

A Equagao (1.3) é a forma integral basica da lei de conservagao, onde a taxa de
variacao da massa total é devida apenas aos fluxos através dos extremos. Para dar con-
tinuidade, é necessario determinar como as funcoes de fluxo Fj(t) estdo relacionadas com
s(z,t), de forma que se obtenha uma equagao que possa ser resolvida para s(z,t). No caso
de escoamento de fluido, o fluxo em cada ponto x no tempo ¢ é simplesmente o produto

da densidade s(z,t) pela velocidade v(z,t):

f(z,t) =v(x,t) - s(x,t). (1.4)

A velocidade v(z, t) diz como as particulas estao se movendo e se ela é dada em centimetros
por segundo, a densidade s(z,t) informa quantas gramas de um composto quimico um
centimetro de fluido contém. Entao o produto, medido em gramas por segundo, é a taxa

de passagem do composto quimico por este ponto, Leveque |27].

Se v(z,t) é uma fungao conhecida, pode-se escrever a fungao fluxo como f(s,x,t):

f(s,x,t) = v(z,t) - s(z,t). (1.5)

Em particular, se a velocidade é independente de x e ¢, entdao v(z,t) = U, onde T é alguma

constante. Logo, pode-se escrever:
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f(s)=1-s(x,t). (1.6)

Neste caso o fluxo em qualquer ponto e tempo pode ser diretamente determinado a par-
tir do valor da quantidade conservada naquele ponto e nao depende explicitamente da

localizag¢do do ponto no espago e no tempo, Leveque [27].

Para uma funcao de fluxo f(s) que dependa apenas do valor de s(z,t), a lei de

conservagao (1.3) pode ser reescrita como:

d [
il

O lado direito desta equacao pode ser reescrito usando a notacao padrao do calculo,

s(x, t)de = —[f(s(w2, 1)) = f(s(21,1))]. (1.7)

Leveque [27]:

d [ e

g ) s@hde=—f(s@n)| . (1.8)

O objetivo é achar uma funcao s(z,t) que satisfaga a Equagao (1.8) para quaisquer
valores de ;7 e x5. Uma forma mais simples de resolver este problema ¢ transformar esta
equacao integral numa equacao diferencial parcial que possa ser tratada pelas técnicas
usuais. Para tal efeito, considere as fungoes s(z,t) e f(s(x,t)) suficientemente diferencia-
veis. A derivada temporal serd passada para dentro do integrando, transformando o lado
direito numa integral via Teorema Fundamental do Calculo, definida por:

/m %s(w,t)dx _ —/” % (s(x, 1)) dz. (1.9)

x1 1

Arrajando-se a Equagao (1.9) dentro de uma tnica integral, obtém-se:

/: {%S(x’t) * a%f (S(W))] dz = 0. (1.10)

Uma vez que esta integral deve ser nula para todos os valores z; e 9, tem-se que
o integrando deve ser identicamente zero. Finalmente, isto fornece a equagao diferencial

parcial:
0

0
55 t) + o f (s(x,1)) = 0. (1.11)

A Equagao (1.11) é chamada a forma diferencial das leis de conservagao. Pode ser

reescrita na forma:

s(z,t), + f (s(x,t)), = 0. (1.12)
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Em particular, para a fungao de fluxo (1.6), f(s) =7 - s, a lei de conservagao (1.12) se
torna:

St +v-8, =0, (1.13)

uma lei de conservacao linear e escalar.

1.3 Curvas caracteristicas

Nesta secao serao usadas curvas no plano z-t, denominadas curvas caracteristicas
para resolver equagao do tipo (1.12), para leis de conservagao lineares e nao lineares, com
uma condi¢ao inicial s(x,0). A geometria das solugoes geradas por curvas caracteristicas
permite resolver a equagao do tipo (1.12) mesmo nos casos nao lineares que, em geral, sao

de tratamento dificil.

1.3.1 Leis de conservacao lineares

Para leis de conservagao lineares, isto é, com o fluxo f(s) linear, rescreve-se a equacao

(1.12) na forma nao conservativa:
S+ f(8)s 8, =0, (1.14)

d
Como f(s)s = %f(s) = 7, para a fun¢ao de fluxo (1.6), f(s) =7 - s, pode-se escrever a

equacao (1.14) como a equagao (1.13):
St +U-8, =0, (1.15)

onde v é uma velocidade constante, independente de x e t.

Esta equagao é chamada de equagao de conveccao, uma vez que ela modela a conveccao
de uma substancia quimica, presente em pequenas concentracoes na massa fluida, de
maneira que a magnitude da concentracao nao tenha essencialmente qualquer efeito sobre

a dinamica do fluido.

A equagao (1.15) no dominio —oo < z < oo, t > 0 em conjunto com a condi¢do
inicial
S(.CE, O) - SO(£)7

pode ser escrita como um “Problema de Cauchy” , que consiste em solucionar o sistema
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S + U5, =0
, —oo<r<oot>0. (1.16)
s(x,0) = so(x)

A equagado (1.16) é uma Equacao Diferencial Parcial (EDP) escalar, linear, de coefici-
entes constante do tipo hiperbolica, cuja solucao pode ser obtida pelo método das curvas

caracteristicas, que sera descrito logo abaixo.

Seja y(t) = s (z(t),t) uma curva parametrizada com um ponto inicial (z¢,0) sobre o
eixo-z. Se restringirmos a fungao s(z,t) a curva y(t), isto é, se considerarmos a fungao

s (z(t),t), tem-se que a variacao de s(z,t) ao longo da curva y(t) sera dada por:

d d
ZA(t) = s (@(t),1). (1.17)

Usando a regra da cadeia obtem-se:

%s (x(t),t) = st (x(t),t) + su (x(t),t) ix(t) (1.18)

Comparando o lado direito desta equagao com a equagao (1.16) obtem-se %v(t) =0,
ou seja, Y(t) = s(x(t),t) = constante. Logo, o valor de s(z(t),t) em cada ponto desta
curva é o mesmo de s(z,0). Entdo s(x,t) é constante ao longo de trajetorias z(t) que se
propaga com a velocidade caracteristica v = Ex(t)

Como %x(t) = 7, as trajetorias (1) sdo retas, logo, s (z(t),t) é constante sobre essas

retas. Essas trajetorias sao chamadas curvas caracteristicas da equacao diferencial parcial
(1.16).

Desse modo, a construcao geométrica da solucao de um problema de valor inicial,

como a equacao (1.16), pode ser obtida através do estudo das curvas caracteristicas.

Com isso, pode-se obter uma forma da solu¢ao do problema (1.16), onde zy é a
interseccao da curva caracteristica que passa pelo ponto (z,t) com o eixo-z. Assim,
considerando que no caso linear a inclinagao de todas as caracteristicas é constante, igual

1
a —, a solugao s(x,t) satisfaz:
v

s(x,0) = so(xg)
(1.19)
t =

S

(r—x0)©x9=0—-7-1
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Figura 1.5: Curva caracteristica.

Logo, a solucao geral do problema (1.16) pode ser representada por uma fungio suave da
forma:

s(x,t) =so(r —v-t),z€R, t>0. (1.20)

Com isso, & medida que o tempo evolui, os dados iniciais se propagam sem deformacao
para a direita (se ¥ > 0) ou para esquerda (se v < 0) com a velocidade constante v. A
solucdo s(z,t) é constante ao longo de cada reta © = xg + T - t, que s@o conhecidas como

as curvas caracteristicas da equacao.

Verifica-se entao, que as caracteristicas sao as curvas no plano x-t que satisfazem as

d
equacoes diferenciais ordinarias ax(t) = v, (0) = zy. Derivando s(x,t) ao longo de
uma destas curvas para encontrar a taxa de variagao de s(x,t) ao longo da caracteristica,

descobre-se que:

%s(x(t),t) = %s(w(t), t) + %s(m(t), t)- %x(t) (1.21)
=8+ 8,-0V
=8 +7U- S,
=0,

confirmando que s(z,t) é constante ao longo destas curvas caracteristicas, Thomas [43]
e [44]. No Exemplo 1 do Apéndice A, serao encontradas as curvas caracteristicas no

tempo ty = 0 para uma equacao de convecgao com a funcao de fluxo linear.
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1.3.2 Leis de conservacao nao lineares

Para leis de conservagao nao lineares, o seguinte resultado analogo ao obtido em (1.20).

Se s(x,t) é uma solugao suficientemente suave do problema de valor inicial:

ss+ f(8)s, =0,z €R, t>0

s(x,0) = sp(x), z € R

entdao s(z,t) satisfaz:

s(x,t) = so(x — f'(s(x,t))t), x € R, ¢t > 0. (1.22)

De fato, diferenciando s(x,t) ao longo de uma caracteristica,
ds 0s dx n Os dt
dt Ox dt ot dt
= Sar'f/ (S) + 5
= 0,

isto é, s é constante ao longo das curvas caracteristicas.

Observacao 1.3.2.1: Como s é constante ao longo de qualquer curva caracteristica

e as curvas caracteristicas devem satisfazer

d
—a(t) = [ (s(z(t),1)),
dt
entdo as caracteristicas sao retas com equagao z(t) = f'(sg)t + xo, onde sy é o valor

constante que s assume nesta caracteristica, Thomas [44].

Observacao 1.3.2.2: Para ambos os casos linear e nao linear, as curvas caracterfs-

ticas sao retas, Thomas [44].

Observacao 1.3.2.3: No caso linear, a inclinacao de todas as curvas caracteristicas
sao constante e iguais a = No caso nao linear, as inclinacoes serao m para cada valor
de sp, isto é, as inclinagoes serao diferentes. Considera-se entao a eauagéo nao-linear
escalar:

s+ f(s), =0, (1.23)

onde f(s) é uma fungao nao-linear de s. Assumindo que f(s) é convexa com f”(s) > 0,

para todo s (ou, igualmente, f é nao convexa com f”(s) < 0, para todo s), Thomas [44].

2

1
O modelo mais famoso é a equagao Burger’s, em que f(s) = 53 . Entao pode-se
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escrever a equagao (1.23) como:
Lo
St + 53 =5, +s-5, =0. (1.24)

Note que esta equacao é similar a uma equagao de convecgao (1.15), s; +7 - s, = 0, onde

v foi substituida por s. As caracteristicas entao satisfazem

d
%x(t) = s(z(t),1) (1.25)

e ao longo de cada caracteristica, s(x(t),t) é constante, ja que

d 9, 0 d
Es(x(t),t) = Es(x(t), t) + %s(x(t), t)- Ew(t)
=S+ S-S,

d
Além disso, pela equagao (1.25), a inclinagao Ex(t) também é constante. Assim, as

caracteristicas sao linhas retas, determinadas pelos dados iniciais.

Se os dados iniciais sao suaves, entao estes podem ser usados para determinar a solucao
s(z(t), t) para t suficientemente pequeno, de maneira que as caracteristicas nao se cruzem.
Nos Exemplos 2 e 3 do Apéndice A, serdao determinadas as caracteristicas para o caso

nao linear.

Na proxima secao serd determinado o tempo para o qual as caracteristicas se inter-

ceptam pela primeira vez.

1.4 Formacao de choque

A solucao de uma lei de conservacao pode ser suave em todo o dominio ou apenas em
parte dele. O surgimento de descontinuidades pode estar relacionado aos dados iniciais
descontinuos ou a inclusao de efeitos nao lineares na equacao ao longo do tempo. Esse

efeito é conhecido como a formagcao de choque, Thomas [44] e Bezerra [6].

Para grandes valores de t da equagao de Burger’s (1.24) pode nao haver uma solugao
tnica. Isso acontece quando as caracteristicas se interceptam (ou cruzam), uma vez que

s(z,0) pode ser negativo em qualquer ponto.

O tempo para o qual as caracteristicas se interceptam primeiro serd denotado por

t = Ty, onde o ponto de interse¢ao é denominado como o ponto de quebra (ou ruptura).
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Para encontrar o caso geral para Ty, serao usados os resultados obtidos na Secao 1.3,

onde defini-se a seguinte curva caracteristica:
x(t) = v(xg) - t + xo.

Considera-se entao, duas curvas caracteristicas que partem da vizinhanga de xy € (zg —

d, 9+ 0), V6 > 0. Entao pode-se escrever:

z1(t) =wv(xg+0) -t+ (zo+9)
(1.26)
xo(t) =v(wg—19)-t+ (xg—0)

O choque ocorre quando x1(t) é igual a z5(t), ou seja, quando as duas curvas carac-

teristicas da equagao (1.26) se interceptam. Logo,

21(t) = 2(t) & (1.27)
v(xg+9) - t+ (zo+0) =v(rg—0) -t + (xg —0) &
[v(xg+0) —v(zg —0)] - t=-2-0 &
-2-0
[v(zg+d) —v(xg — )]

t

Tomando o limite, em ambos os lados da equacao (1.27), quando § — 0, tem-se

—2-9

limt = li 1.28
550" 850 [0(x0 + 0) — v(zo — 0)] (1.28)
i —1
o 6%0 [v(z0+6)—v(z0—d)]
2-

[v(zo + 0) — v(wg — 9)]

Das diferengas centradas, tem-se que v'(xg) = lims_o ¢ 53 . Subs-
tituindo v'(zo) em (1.28) obtem-se:
1
t=— 1.29
?)/(.TO) ( )
1
T
’ min v’(x)

No Exemplo 4 do Apéndice A, serd determinado o tempo Tj, em que ha formacao de

choque.

O resultado desta intersecao das caracteristicas é que nesse ponto a solucao tera mais
de um valor. Com isso, quando ocorre a formac¢ao do choque, nao se tem solugao classica

ao longo da curva de descontinuidade da EDP.
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Por outro lado, se nao houver o cruzamento das curvas caracteristicas e existir regioes
do plano z-t onde essas curvas caracteristicas nao estao definidas, ocorrerd o fenémeno
conhecido como ondas de rarefacao. Quando ocorre a formacao do leque de rarefacao o

problema em questao possui infinitas solu¢oes, Thomas |44].

Com os Exemplos 6 e 7 do Apéndice A, verifica-se que é possivel preencher o espaco

sem caracteristica no minimo de duas maneiras diferentes, Figuras A.7 e A.8.

1.5 Problema de Riemann

Segundo Rispoli [34], Riemann no meio do século XIX fez um experimento utilizando
um tubo cilindrico, longo e fino, contendo dois gases separados por uma membrana bem
fina, onde esses gases deveriam ter pressoes e densidades diferentes de ambos os lados
da membrana. Com esse experimento, ele pretendia determinar o movimento dos gases
quando a membrana fosse rompida. Este tipo de problema ficou conhecido como Problema

de Riemann.

O Problema de Riemann consiste da equagdo (1.12) em conjunto com a condigao

inicial s(z,0) = so(z),

s(z,t)+ f(s(x,t), =0 ,ze€R t>0
(1.30)
s(x,0) = so(x) , x €R,

onde
s, se x <0

s(x,0) = so(x) = (1.31)
sgp se x>0,

veja Figura 1.6.

A forma da solucao do Problema de Riemann dependera da relacao entre os estados

a direita, sg, e a esquerda, s;, Thomas [44] e Bezerra [6].

s, se x—vt<0
s(x,t) = so(z —vt) = (1.32)

Sgp se x —ut > 0.

A condicdo inicial acima (1.31) tem uma descontinuidade em = = 0 que se propaga

para o interior do dominio x > 0 percorrendo uma distancia d = vt depois de um tempo
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so(x)

SR

Figura 1.6: Ilustracao da condigao inicial para o problema de Riemann.

t. Esta curva caracteristica particular x = vt separa as curvas caracteristicas a esquerda,
nas quais a solucao tem valor sy, daquelas curvas a direita, nas quais a solugao tem valor

Sg, veja Figura 1.7.

t Caracte\ristica
\\\‘
x-vt<O0

SL x-v.t>0

SR

X

Figura 1.7: Solucao do problema de Riemann no plano z-t com v > 0.

Observe que a fung¢ao (1.32) nao pode ser solugao de (1.16) em todo o plano x-t, por
nao ser diferenciavel ao longo da reta x = vt. A uma funcdo da forma de (1.32) que
satisfaz a equagao diferencial em parte do dominio chama-se de solugao fraca de (1.16).

E uma funcao que satisfaz (1.16) em todo o dominio chama-se de solugao classica.

A solucgao é procurada em todo o dominio e nao apenas em parte dele, logo a analise
matematica do choque formado envolve a generalizagao da solugao da lei de conservagao
ao longo da descontinuidade. Surge entdo a teoria das solugoes fracas, Thomas [44] e

Bezerra [6].
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1.6 Solucoes Fracas

Uma maneira natural de definir uma solucdo geral da equacao (1.12) que nao requer
diferenciabilidade, é voltar para a forma integral da lei de conservagao, e dizer que s(x,t)

é uma solucao generalizada, se

/:/zlz [%s(m,t)—l—%f(s(a:,t)) dxdt =0

é satisfeita para todos x1, s, t; e t2, Thomas [44].

Existe uma outra abordagem que resulta em uma formulagao integral, que muitas
vezes € mais conveniente para trabalhar. Esta é uma técnica matemética que pode ser
aplicada de modo mais geral para reescrever uma equacao diferencial numa forma em que

nao se exige tanta diferenciabilidade para se definir uma solugao, Thomas [44].

A idéia basica é multiplicar a EDP por uma fungao teste ¢ suave (diferenciavel),
integrar uma ou mais vezes ao longo de algum dominio, em geral o dominio da funcao
teste ¢, e depois usar a integragao por partes para passar as derivadas da funcao s para a
funcao de teste suave ¢. O resultado ¢ uma equacao onde se exige menos diferenciabilidade

em sS.

Considerando a equagao (1.12) com a seguinte condi¢ao inicial,

s(x,t)y+ f(s(z,t)), =0 ,z€R, t>0
(1.33)
s(x,0) = so(x) ,x €R

Definindo o conjunto das funcoes testes, C&, como
Co={0€C" :[(z,t) e Rx[0,00) : ¢(x,t) # 0] C [a,b] x [0,T] para algum a,be T} .

Assim, ¢ é continuamente diferenciavel e anula-se fora do retangulo [a, b] x [0, T], no plano
z-t. Pode-se dizer que ¢ tem suporte compacto em R x [0,00). O suporte de ¢, pode ser
escrito por sup p(¢), é o conjunto sobre a qual ¢ # 0. Multiplicando a EDP (1.12) por

d(x,t) € C} e depois integrar no espaco x, de —oco a 0o, e no tempo ¢, de 0 a 0o, obtem-se:

/000 /_00 [s¢ + f (s),) o(z,t)dzxdt = 0. (1.34)
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Como ¢ € C} e tem suporte compacto, segue que
T b
| [ s £ 6ot ot o
0 a

= /ab /OT si¢(x, t)dtdr + /OT /abf (s), ¢(x,t)dxdt = 0.

Integrando por partes a equacao acima obtem-se,

0 = /ab { [sgzﬁ(a:,t) E:Z — /OT sqbt(x,t)dt} dx (1.35)

- ' { o] - [ He)ota, t)dx} i,

~0 = /abs(x,T)gb(x,T)dx—/abs(x,())gb(x,O)dx—/ab/Ongbtdtdx
+ [ o~ [ eotand [ [ s

Uma vez que ¢(x,T) = ¢(a,t) = ¢(b,t) = 0, a equagao (1.34) pode ser escrita como:

/OO /00 [sé¢ + [ (8) bp] dxdt + /OO Sopodx = 0, (1.36)
0 —00 —00

onde sg = s(z,0) é a condi¢ao inicial e ¢y = ¢(x,0). Note que o suporte de ¢ esta contido

em [a,b] x [0,T] e é definido em R x [0, 00) logo, ¢(x,0) ndo precisa ser zero.
Com isso, prova-se que se s ¢ uma solugao classica para o PV I (1.33) entao s satisfaz

(1.36) para todo ¢ € C, Thomas [44] e Bezerra [6].

No Apéndice A, serao apresentados os Exemplos 5, 6 e 7, onde uma determinada

funcao é a solucao fraca de um problema de valor inicial.

1.7 Solucoes Descontinuas

No presente trabalho hé& o interesse em solugbes s = s(x,t) que sejam suaves, com
excessao de uma ou mais curvas no espaco x-t com saltos de descontinuidades. Dessa

forma, tem-se:

Proposigao 1.7.1: Seja C' uma curva suave no plano z-t (R x R), zc = z¢(t), na

qual s, uma solucao fraca para o problema de valor inicial

ss+ f(8): =0, xeRet>0
(1.37)
s(x,0) = so(x), = €R,
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tem um salto de descontinuidade. Seja P(zo,%o), to > 0, um ponto em C, v = axc(to),

e sr, Sg os valores de s a esquerda e a direita de P, respectivamente. Entao:

d

(sL, — sgr) e = f(st) — f(sr), (1.38)

Thomas [44].

Demonstragdo: Seja B uma bola centrada em P que nao contém o ponto (z¢(0),0).

Seja By e By as partes de B em cada lado da curva C, veja Figura 1.8, Thomas [44].

Figura 1.8: Esbogo da solu¢ao, Thomas [44|.

Como s é uma solugao fraca para o problema (1.37), s deve satisfazer a equacao (1.36),

/0°° /_Z (s + [ (s) dp] dxdt + /_Z sododz = 0,

para todo ¢ € C§. Para uma fungdao ¢ com suporte em B, obtem-se:
0 = ¢ o) dzdt 1.39
| ool (139
_ / / (560 + f () 6] dadt + / / (560 + f () 6] dadt,
B By

onde o segundo termo (¢t = 0) da equagao (1.36) nao foi incluido porque ¢y = 0 em B.
O fato de s ser uma solucao fraca e classica em By e em B implica que s é uma solucao
classica no interior de ambos B; e By (isto é, s satisfaz s; + f(s), = 0 no interior de B e
de B;), Thomas [44].

Aplicando-se o Teorema de Green, veja Guidorizzi [20], a equacao (1.39) pode ser

escrita como

0= / - ¢ |—sdx + f(s)dt] +/ - ¢ [—sdx + f(s)dt]. (1.40)
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Se considerarmos:

sp(t) = (wlitggo s(z,t)
(m,;t)EBl

sr(t) = (xlgr—lm s(x,t)
(z,t)EB2

lembrando que z = xz¢ em C, e usando o fato de que ¢y = 0 em 9B (o contorno de B e

By), pode-se reescrever a equagao (1.40) como
Q2 Q2
0= ¢ [—srdx + f (sp)dt] — ¢ [—srdx + f (sr)dt], (1.41)
Q1 Q1

onde o sinal negativo na frente da segunda integral é devido a integral de linha ao redor
de B na equacao (1.40) ser na diregio oposta da primeira integral. Como dx = x(t)dt,

pode-se escrever a equagao (1.41) como:

0= /?2 ¢ [— (sL — sr) d;:_tc +(f(s) = f (SR))] dt.

Como ¢ é uma fungio arbitraria (em Cj), obtem-se:

d
(5L — sg) axc = (f(sz) — f (sr))
para cada ponto em C.
d
Chama-se v = —x¢c de velocidade de propagacao da descontinuidade. Se [-] for

dt
definido como salto em C' (em geral, [f] = fL — fr), pode-se escrever a equagao (1.38)

comao:

v-[s]=[f(s)],
oy = [f[S)]. (1.42)

A equagao (1.42) é chamada de condigao de salto ou condi¢ao de Rankine-Hugoniot (R-H).
Nota-se que a condigao de salto Rankine-Hugoniot (R-H) é uma condi¢ao que as solugoes
fracas para um problema de valor inicial tal como (1.37) devem satisfazer sobre um salto
de descontinuidade. Esta condicao nao escolhe a solucao fraca que se procura, com isso,
as solugoes fracas que nao sao fisicas também satisfazem a condigao de salto, Thomas [44]

e Bezerra [6].

Nos Exemplos 8 e 9 do Apéndice A, serao apresentadas as condig¢oes de salto para
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equacao de Burger’s que podem ser utilizadas para obter informacoes da solucao.

1.8 Condicao de Entropia

Nas duas ultimas secoes, verificou-se que as solugoes fracas para leis de conservacao
podem conter descontinuidades que podem surgir da descontinuidade na condicao inicial

ou da intersecao de curvas caracteristicas, Thomas [44].

Neste trabalho pretende-se calcular numericamente as solugbes (incluindo as descon-
tinuidades) para leis de conservacao. Uma maneira de escolher a solugao fisicamente
correta, é decidir pela solu¢ao viscosa. Esta solucao é definida pelas funcoes sP(x,t),

quando D — 0. Portanto, s”(x,t) é solucao da equacio viscosa:

sP+ f (SD)JC = Ds? (1.43)

com condi¢ao inicial s?(z,0) = sP(z), Thomas [44].

Existem varias razoes para escolher a solucao viscosa como a correta. Uma delas é
que as equagoes que estamos resolvendo modelam situagoes fisicas que incluem algum tipo
de dissipacao. Uma das caracteristicas mais importante da solugao viscosa é o seguinte

resultado, Thomas [44].
Proposicao 1.8.1: Se uma solucao viscosa existe, ela € uma solucao fraca.

Demonstragao: Considerando a equagao viscosa (1.43). Multiplica-se esta equagao
por uma funcio teste pertencente a C? (onde ¢ e ¢, sao nulas fora de algum retangulo
fechado [a,b] x [0,T]) e realizando a integra¢ao como na equagao (1.36), vista na Segao

1.6, com mais duas integragoes por partes no termo viscoso, obtem-se:

_/OOO /Z [s20 + f (57) u] dxdt—/z S()ngodm:D/Ooo /Z (7 ] dadt.

Fazendo D — 0, considerando por hipotese s” — s e f(sP) — f(s), verifica-se que a

solugdo viscosa é uma solugao fraca para equagao (1.12)

s(x,t); + f (s(x,1)), = 0.

Para situacoes fisicas estaveis, sabemos que, em geral, devemos ter solugao tnica.
Se o modelo matematico nao tem uma solugao tnica, devem ser adicionadas algumas

informacoes fisicas para determinar a solucao fisicamente correta, Thomas [44].
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1.8.1 Condicao de Entropia I - Funcao de Fluxo Convexa

A solucdo para a equagado (1.36), contendo uma descontinuidade propagando com

velocidade v ¢ dita satisfazer a Condicao de Entropia I se:

f'(sz) >v > f'(sr),

onde s; e sp sao os valores da solugao s a esquerda e a direita da descontinuidade,

respectivamente, Thomas |44].

Observacgao 1.8.1.1: Para a equacao de Burgers, qualquer salto de s; para sz com
sg, > sg que satisfaz a condigao de salto ou condi¢do de Rankine-Hugoniot (R-H) devera
satisfazer a Condicao de Entropia I. Além disso, qualquer salto de sy, para sg com s;, < Sg
que satisfaz a condicao de salto ou condi¢ao de Rankine-Hugoniot (R-H) nao satisfaz a

Condi¢ao de Entropia I, ver a demonstracao em Thomas [44].

Observagao 1.8.1.2: De uma maneira geral, para qualquer funcao de fluxo f(s)
convexa, ou seja, f’(s) > 0 ou f'(s) crescente, para todo s, qualquer salto de s; para
Sp com S, > Sp que satisfaz a condicao de salto, satisfaz a Condi¢ao de Entropia I, e
qualquer salto de sy, para sg com sy, < sr que satisfaz a condicao de salto, nao satisfaz a
Condi¢ao de Entropia I, Thomas [44].

Observacao 1.8.1.3: A principal dificuldade das leis de conservagao nao é a exis-
téncia de solugoes, mas a unicidade delas. Segundo demonstrado por Smoller [38], para

uma fungao de fluxo f(s) convexa de um PVI do tipo (1.30)

s(x,t)e+ f(s(x,t)), =0 ,2€R t>0
(1.44)
s(x,0) = so(x) , v € R,

a solucao s satisfaz a Condicao de Entropia I sobre os saltos. Com isso, a solucao s é a
tinica solugao para o PV (1.44) que satisfaz a Condi¢ao de Entropia I e é uma solugao

viscosa para este PV I, Thomas [44].

1.8.2 Condicao de Entropia Inc - Funcao de Fluxo Nao Convexa

Existem exemplos de leis de conservagao em que a fungao de fluxo f(s) nao é convexa,
ou seja, f”(s) < 0ou f’(s) decrescente, para todo s. Um exemplo é a equagao de Buckley-

Leverett que abordaremos mais a frente na Secao 1.10.
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A solugao para equagao (1.36),

/0°° /_Z (s + f (5) dp] dxdt + /_Z sododz = 0,

com a funcdo de fluxo f(s) ndo convexa, contendo uma descontinuidade, satisfaz a Con-
dicao de Entropia Inc se:

f(s) — f(s) > f(sr) — f(sL)

S, — S - SR — ST,

(1.45)

para todo s entre s, e sg, onde sy, e sg sao os valores da solucao s a esquerda e a direita

da descontinuidade, respectivamente, Thomas [44].

Como no caso em que f(s) é convexa, no caso nao convexo, a solugao s é tnica, sendo
uma solucado viscosa se s satisfaz a condigao de entropia definida pela equagao (1.45) sobre

todos os saltos, Thomas [44].

Finalizando esta se¢ao, segundo Thomas [44], se a fungao de fluxo f(s) é convexa, a
solu¢do do Problema de Riemann é um choque ou uma onda de rarefagdo. Quando f(s)

nao é convexa, a solugao pode ser uma combinagao de choques e rarefagoes.

1.9 Difusao

Robert Boyle (1627-1691) [35] foi o primeiro a reportar que um solido (zinco) penetrou
em uma moeda de cobre e formou um material dourado (latdao = liga cobre-zinco). Porém,
o fendmeno da difusao em soélidos foi formalmente comunicado em 1896 por Sir Roberts-

Austen, estudando a difusao do ouro em chumbo, Barr [5].

1.9.1 Transporte de massa e estados da matéria

Da mesma forma que a corrente elétrica estd associada ao transporte de cargas elétricas
através de um fio condutor quando este esta sujeito a uma diferenca de potencial elétrico,
a difusao esta associada ao transporte de massa que ocorre em um sistema quando nele
existe diferenga de potencial, por exemplo, termodinamico (que pode ser proporcional a

diferenca de concentragio quimica, quando o sistema esté em equilibrio térmico).

Governada por diferentes mecanismos e manifestando-se com magnitudes bastante
distintas, a difusao ocorre no interior de solidos, liquidos e gases. Uma gota de tinta que

se dilui na 4gua, é um exemplo de difusao no interior de um liquido.
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1.9.2 Fluxo de difusao

Considere que o fluxo do liquido ou gas do tubo, citado na Secao 1.2, nao esta escoando

e possui velocidade zero. Entao, de acordo com a equagao de convecgao (1.16),
St +v-8, =0, (1.46)

s; = 0 e a condigao inicial s(z,0); = 0, ou seja, nao sofrerda mudangas com o tempo.
Todavia, se s(x,0); ndo é constante no espago, entao havera uma tendéncia de mudanga

devido a difusao molecular.

As moléculas individualmente se agitam e pulam em diferentes direcoes, ou seja, vai
existir um fluxo de movimento da regiao onde a concentracao ou densidade é maior para

as regioes onde ela ¢ menor.

Este fluxo é determinado segundo definicao do cientista francés J.B.J. Fourier, em
1882 [30], a "Lei de Fourier da condugao de calor” (que difine a difusao de calor, em
grande parte, da mesma forma que a difusdo da concentragao de produtos quimicos), que
diz que o fluxo difusivo é simplesmente proporcional ao gradiente de concentragao de s,

que no espaco unidimensional é simplesmente a derivada s,. Com isso,
fluxo difusivo de s = f(s,) = —D - s, (1.47)

onde D > 0 é o coeficiente de difusao que depende da velocidades das particulas. O sinal
negativo em (1.47) é necessaria uma vez que o fluxo difusivo ocorre da maior para a menor

concentragao, ou seja, no sentido oposto ao fluxo positivo devido a convecgao.
Substituindo (1.47) na equagao (1.12), s;(x,t) + f (s(x,t)), = 0, obtem-se:

s =D - Syz, (1.48)

que é conhecida como a equagao da difusao para f(s,) como definido em (1.47), Leveque

27].

1.10 Escoamento Bifasico

Como foi visto na Segao 1.8, se a funcao de fluxo f(s) é convexa, a solugao do Problema
de Riemann é um choque ou uma onda de rarefacao. Quando f(s) ndo é convexa, a solucao
pode ser uma combinagao de choques e rarefagoes. Um exemplo deste fenémeno, onde f(s)

nao é convexa, ¢ a equacao de Buckley-Leverett. Esta equacao modela um escoamento
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bifasico em um meio poroso, Leveque [28].

Uma aplicacao classica do escoamento bifédsico em um meio poroso é a simulacao de
reservatorio de petroleo. Em um primeiro estigio, chamado de recuperagao primaria, o
reservatorio é perfurado permitindo que o 6leo saia do reservatorio apenas devido a grande
diferenca de pressao. O fator de recuperacao de petroleo durante a fase de recuperacao

priméria é tipicamente 5% a 15% do volume total do reservatorio, Leveque [28].

Apos este estagio, existe ainda uma quantidade muito grande de 6leo no meio poroso.
O método padrao de recuperacao secundaria é injetar 4gua dentro do reservatorio atraveés
de pocos de injecao. Esta dgua tem o objetivo de empurrar o 6leo para fora do reservatorio
através dos pocos de produgao. A Figura 1.10 ilustra um escoamento envolve duas fases,
o 6leo e a agua. A equacao de Buckley-Leverett é um modelo simples deste tipo de

escoamento. Em uma dimensao espacial, a equagao é:
se+ f(s)z =0 (1.49)

com

52

fls) = s2+a-(1—s)?

onde a < 1 é uma constante. Aqui s representa a saturacao da agua, isto é, 0 < s < 1.

(1.50)

1 T T T
T

S

Figura 1.9: Grafico da funcao de fluxo f(s) no problema de escoamento bifésico.

Considerando um meio poroso saturado, isto é, completamente tomado de fluido, a solugao

s da equagao (1.49)-(1.50) nos diz a saturacao do o6leo sp =1 — s.
Note que a fun¢ao de fluxo (1.50) é nao convexa com um tnico ponto de inflexao. A

Figura 1.11 mostra a velocidade caracteristica

2-a-s-(1—s
(52 +a-(1- s

f(s) = (1.51)
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Figura 1.10: Escoamento bifasico em meio poroso, Tanque de Provas Numérico da USP

[1].

que tem um méximo no ponto de inflexao.

Considere o Problema de Riemann com estados iniciais s;, = 1 e sg = 0, onde L
indica esquerda e R indica direita. Seguindo as caracteristicas, pode-se construir a “triple
valued solution”, isto é, uma solugao com trés valores em cada ponto, Leveque [28]. Note
que as velocidades caracteristicas f'(s), sao decritas pela equagao (1.51). Desta forma, a

solugdo no tempo t é apenas o grafico de "t - f'(s)"rotacionado, veja Figura 1.12.

f'(s)
T
L

05— -

Figura 1.11: Grafico da derivada da fungao de fluxo f(s) no problema de escoamento
bifasico.

Como o problema a ser modelado é fisico, espera-se encontrar uma solucao fisicamente
correta. Para achar o valor e a posicao do choque, usa-se a regra da igualdade de &rea.
Esta regra diz que as regides A e B da Figura 1.13 devem ser iguais para garantir a

conservacao de massa.

Passa-se agora a descrever de forma reduzida a aplicacao da regra da igualdade de

area que pode ser vista com mais detalhes em Whitham [46] e Guinot [21].

Como foi afirmado acima, existe apenas um valor de x para cada valor de s entre de

sy, e sg. Portanto, a solugao é melhor representada na forma de z = z(s). Nesta forma,
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Figura 1.12: Triple valued solution, do problema unidimensional de escoamento bifasico.

S

X

Figura 1.13: Intersecao de area da posicao do choque.

o Problema de Riemann é

z(s,0) =z, para sg < s < sg.

Depois de um pequeno intervalo de tempo At, um ponto do perfil de saturagao s se
desloca a uma distancia AX = f/(s) - At. Portanto, aplicando diretamente o método das

caracteristicas tem-se a seguinte solugao para qualquer tempo ¢ > 0.

z(s,t) =xo+ f'(s)- At , para sp < s < sp.

O perfil resultante desta solugao é mostrado na Figura 1.14 abaixo pela linha vermelha.

A regra da igualdade de area consiste em substituir a parte da solucdo que assume
trés valores por um choque vertical conectado a parte de cima da curva com o estado

direito, sr, do Problema de Riemann, veja Figura 1.14.
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St

St

SR

Figura 1.14: Representacao do choque vertical conectado a parte de cima da curva com
o estado direito, sg.

A solucao correta portanto é:

zo+ f'(sf) - t, sp<s<sy

xo+ f'(s)-t, sp<s<sp

onde s; é a saturacao do choque, devendo ser encontrada pela regra da igualdade de area,
por ser desconhecida. Esta regra da igualdade diz que a area a esquerda do novo perfil
com choque, B, deve ser igual a 4rea a esquerda do perfil original, A. Uma vez que os dois
perfis representam a mesma solucao para sg < s < sy, é suficiente impor a igualdade das
areas para partes inferiores dos perfis, isto é, para sp < s < s¢. A igualdade das éareas é

escrita abaixo:
sy sy
/ f'(sf) -t - ds (com choque) = / f'(s) - t - ds (original). (1.52)
SR SR

A integral no lado esquerdo da equacao (1.52) representa a area, B, a esquerda do perfil
com o choque, enquanto a integral a direita representa a area, A, & esquerda do perfil
original. Como ¢ é independente da varidvel de integragao, pode ser colocado para fora da
integral e ser cancelado em ambos os lados da equagao (1.52). Note também que, f'(sy) =

constante. Desta forma, a equagao (1.52) simplifica-se:
/ *f !
(s sm) £'sp) = [ 7).
SR

Usando o Teorema Fundamental do Célculo, veja Guidorizzi [20], obtem-se
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(s —sr) - f'(sy) = f (sp) = f (sR)-

Quando sz = 0, obtem-se a expressao

f(sy)
! f’(sf) ( )
Usa-se o método de Newton para encontrar o valor de sy, Leveque [28]. A velocidade do

choque para este caso, pode ser encontrada usando a condicao de Rankine-Hugoniot

f(sg) — f(sr) _ f(sg)

V= =
Sf — SR Sf

A interpretacao fisica da solugao do perfil com o choque sy diz que assim que a dgua é
bombeada para dentro do reservatorio, ela desloca imediatamente uma por¢ao sy de 6leo.
Atras do choque, existe uma mistura de dgua e 6leo com cada vez menos 6leo a medida

que o tempo ¢ evolui, e no pogo de produgao (digamos x = 1) obtem-se petroleo.

No Capitulo 3 serao apresentados dois exemplos para aproximacao da solucao da
equacao de Buckley-Leverett, com uma condi¢ao inicial descontinua. O primeiro exemplo
com a funcao de fluxo f(s) igual a citada acima (1.50),

52

0= ora—sr

(1.54)

e o segundo exemplo com a fungao de fluxo f(s) dada por

f(s) = (—M> : (1.55)

24+ (1—s)?



Programa de Pds-Graduacdo em Modelagem Computacional em Ciéncia e Tecnologia - UFF 03/12/2012.

Capitulo 2

Esquemas centrais em 1.D

A tarefa de um esquema numeérico é transformar as derivadas de uma ou mais equacoes
diferenciais em um conjunto de equacoes algébricas que contenham a varidvel dependente,

ou incognita, Schneider [39].

Ao se fazer a aproximacao numérica da equacao diferencial, espera-se obter o valor da
variavel dependente em um nimero finito de pontos no dominio, ou seja, de forma discreta.
A medida que o niimero de pontos aumenta, é de se esperar que o valor numérico obtido
aproxime-se do valor exato da variavel. O nimero de pontos do dominio deve ser escolhido
de modo a haver um equilibrio entre o erro numérico tolerado e o esforco computacional

permitido, Schneider [39].

Neste capitulo, serao apresentadas as idéias basicas do Método de Volumes Finitos
(MVF) em 1D, para obter solu¢oes numéricas aproximadas de leis de conservagao lineares

e nao lineares através do Algoritmo REA (Reconstruct, Evolve, Average), proposto por
Godunov [19].

Vamos iniciar o estudo pelo Método de Diferencas Finitas Lax-Friedrichs (Lax [25] e
Friedrichs [17]), publicado em 1954, que é um esquema central de primeira ordem, e base
de todos os outros esquemas centrais. Serao apresentadas duas abordagens diferentes com
o objetivo de reduzir o erro numérico do método Lax-Friedrichs. A primeira, proposta
por Rusanov [36] em 1961, baseada na idéia de calcular a velocidade de propagacao da
onda em cada Problema de Riemann e a segunda, por Lax e Wendroff [26] em 1960,
trabalhando com a idéia de se obter um esquema Lax-Friedrichs de segunda ordem. Em
seguida, o método de Lax e Friedrichs, originalmente de diferencas finitas, é reescrito
como MVF segundo a abordagem do Algoritmo REA. Em 1990, Nessyahu e Tadmor [31],

apresentaram o Método de Volumes Finitos Nessyahu-Tadmor, um esquema numérico de
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segunda ordem como a extensao do Método de Diferencas Finitas Lax-Friedrichs, a partir
do Algoritmo REA. Em seguida, no ano de 2000, Kurganov e Tadmor [23] apresenta-
ram o Método de Volumes Finitos Kurganov-Tadmor, originalmente derivado do Método
de Volumes Finitos Nessyahu-Tadmor, a partir da substituicao, idealizada por Rusanov
[36], de uma velocidade de propagagao global, empregada nos métodos Lax-Friedrichs e
Nessyahu-Tadmor, por uma velocidade calculada localmente em cada Problema de Rie-

mann.

2.1 Introducao

As leis de conservacao, tratadas neste trabalho, serao escritas como Fquagoes Dife-

renciais Hiperbdlicas do tipo (1.11) :

0 0
Es(xj) + %f (S(Ivt)) =0, (2'1)

e posteriormente, como Equacoes Diferenciais Hiperbolicas-Parabdlicas

0 0 0 Os(z,t)
sujeitas a condicao inicial,
s(x,0) = so(x), VzeR, (2.3)

onde s = s(z,t) : R x Rt — R é uma quantidade conservada tal como densidade, massa

e energia, f(s) é chamada funcao de fluxo e o D(s(z,t)) é coeficiente de difusao.

Na Secao 2.9 serd aproximada a solucao da equacao de conveccao-difusao utilizando
o esquema numérico de Kurganov-Tadmor com Método de Diferencas Finitas e Médias
Harmonicas para a Difusao. Finalmente, na Secao 2.10 ser& apresentado um método nu-
mérico iterativo para resolver uma Equagao Diferencial Ordinéria (EDO) em cada volume

de controle, o Método de Runge-Kutta.

2.2 Método dos Volumes Finitos

O Método dos Volumes Finitos (MVF) tem recebido uma especial aten¢ao da comu-
nidade cientifica devido a sua propriedade conservativa e principalmente pela qualidade

dos resultados alcancados, os quais serao discutidos nesta secao.

Durante a solucao iterativa de problemas do tipo (2.1)-(2.3) e (2.2)-(2.3), as equagoes
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que governam estes fenomenos fisicos sao discretizadas e resolvidas. A discretizacao pode
ser resumida como a transformacgao de uma equacao diferencial parcial em uma equagao
algébrica. Neste trabalho sera utilizado o Método dos Volumes Finitos (MVF) em uma

dimensao espacial.

O MVF é baseado na realizacao de balancos de massa, de quantidade de movimento
e/ou de energia sobre um volume de controle determinado, onde os fluxos das variaveis
em questao atravessam as faces do volume. O MVF é usado com bastante sucesso para
aproximar solugoes de uma grande variedade de leis de conservagao do tipo (1.7),

d [

gt . @ de = f(s(@nt) = f(s(a 1), (2.4)

como na Mecanica dos Fluidos e em muitas outras areas de engenharia onde a teoria
é governada por sistemas conservativos escritos na forma integral sobre um volume de
controle. Segundo Bortoli [10] todos os métodos de discretizacao utilizados para resolver

escoamentos tendem para os seguintes objetivos:

e solucao de escoamentos em geometrias complexas;
e conservacao das propriedades do fluido localmente;

e reducao do tempo computacional utilizado.

Em uma dimensao, o MVF é caracterizado por subdividir o dominio espacial em
intervalos de tamanhos finitos nao sobrepostos, que sao os volumes de controle, e calcular
uma aproximagao da lei de conservagao na forma integral, do tipo (2.4), em cada um
destes volumes de controle, onde em cada passo de tempo atualiza-se estes valores usando

aproximacoes das integrais do fluxo f(s).

2.2.1 Discretizacao do espaco

Para resolver numericamente uma lei de conservacao serao utilizados esquemas que sao
derivados da discretizagao da equagao (2.4) sobre uma regiao do plano z-t em um conjunto
de pontos separados entre si por uma distancia AX na direcao = e At na direcao t. A

esse conjunto de pontos chama-se malha.

Em MVF, deve-se primeiro dividir o dominio computacional ¥ C R x R™ em uma

cole¢do de volumes de controle I, com dimensdo finita (volumes finitos), ou seja, criar
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uma malha computacional cujo dominio sera denotado por Z, com I € 7 .

JT-7,

Iez
onde I = Int(I) U Front(I) e ¥ = Int(V) U Front(¥).

Para dois volumes de controle distintos I; e I;, a interse¢cao ¢ no maximo um ponto,
quando o dominio esta contido em uma dimensao espacial, ou um lado de um retangulo,

por exemplo, quando o dominio esta contido em um espago de duas dimenoes.

A malha contera células do tipo I; := (xj_1/2,%j41/2) de largura fixa AX = ;117 —
Tj_1/2 e um passo de tempo At = t"*! — " Veja a Figura 2.1. Chama-se esta malha de

original ou nao deslocada e define-se os seus pontos (x;,t") da seguinte forma:

zj=j-AX, j=..,-101,...
t" =n- At, n=12...

t
At
AX
n " - » X
-1 j j+1
I

Figura 2.1: Malha computacional.

Para definir a malha deslocada, basta fazer um deslocamento de AX/2 para a direita
nas células da malha original. Desta forma, as células serdao do tipo Ii1/2 := (2, 2;41)

cujo centro é z;41/2 = =; + AX/2, ponto de fronteira das células da malha original.

2.2.2 Discretizando a equacao

A solugao sp(x) sera aproximada por uma func¢ao polinomial g(x,()) constante por

partes em cada célula [;, para os esquemas de primeira ordem,

so(z) = s(x,0) = g(x,()) ~ Zgj(a:) - x;(z) = Zgj -x;(x), Vzelj,
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onde
—n 1 Tj+1/2

i = Ax s(z,t")dx,

Tj—1/2

Xj(z) =1se x € I; e x;(x) =0, caso contrario. Veja a Figura 2.2. Para os esquemas de

1S(x,0)

X

Figura 2.2: Aproximacao constante por partes.

segunda ordem, serao utilizadas aproximacoes de segunda ordem lineares por partes do
tipo MUSCL (Monotone Upstream-centered Schemes for Conservation Laws), Ribeiro
[33], reconstruidas a partir de valores constantes por partes, através de uma expressao da
forma

s(z,0) ~ Zgj(x) (@) =[S+ (Sa)j - (x—ap)] - x5(w), x € (2.5)

J

onde x;(z) =1se z € I; e x;(z) =0, caso contrario. Veja a Figura 2.3. Os valores (S;);

sao aproximacoes das derivadas s(x;,0). Sua precisao de segunda ordem ¢ garantida

dx

se a derivada numérica satisfaz a condicao

_ Os

(Sz); = O + O(AX).

r=x;,t=0

15(x,0)

X

Figura 2.3: Aproximacao linear por partes.
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Um conceito fundamental ligado ao MVF para resolver numericamente equagoes do
tipo (2.1)-(2.3) e (2.2)-(2.3), é o de média em célula. Para cada I; € Z obtem-se:

—n 1 Tj+1/2

N s(z,t")dx, (2.6)

Tj—1/2

que representa o valor médio da solucao s(z,t"), onde x € I;.

2.2.3 Lei de conservacao na forma integral

Existem duas boas razoes para considerar a forma integral das leis de conservacao,

Bezerra [6]:

e A derivacao das equacoes modelo é baseada em principios de conservacao fisicos,

expressos como integrais em volumes de controle;

e A formulagao integral exige menor regularidade da solugao, expandindo a classe de

solucoes possiveis, podendo incluir solugoes descontinuas.

Escrevendo a lei de conservagao (2.1) na forma integral, onde a taxa de variacao da
quantidade total de uma substancia com massa especifica s(z, t) em um volume de controle
fixo I; é igual ao fluxo total da substancia através da fronteira de I; := (2;_1/2,Zj11/2).

Assim, obtem-se:

% 1/2 s(z,t)de = f(s(xj_1/2,t)) — f(s(zj11/2,1)). (2.7)

Tj-1/2

Integrando no tempo de t" a t"*! a equagao (2.7) fica:

Tj+1/2 Tjt+1/2
/ s(z, ") dr — / s(z,t")dx = (2.8)

Tj-1/2 Tj—1/2
tn+1 tn+1

— [ Fstamtndi— [ f(s(apnn )i
tn tn
Com isso, dividindo toda a equagao (2.8) por AX, pode-se reescrever as integrais

espaciais em termos do conceito de médias em células (2.6),

tn+1 tn+1

(s(xj_1/2,t))dt — (s(xj41/2, t))dt] . (2.9)

tm tm

—n+1 —n 1

As integrais do fluxo nao podem ser calculadas de forma exata, uma vez que os valores

de s(xj11/2,t) variam com o tempo ao longo das fronteiras = ;11,2 de cada célula, pois
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sao solucoes do Problema de Riemann

—=n
Sj, Tj—1/2 < T < Tjy1/2
s(z, t") =

—=n

Sittr Tiy12 < T < Tjygp

Porém, pode-se aproximar estas integrais numericamente, estimando um valor médio

Fﬁ:l/m tal que
tn+1

F = 7 Jin F(s(jo1y2,1))dt
(2.10)
n tn+1
Fly = A% o f(8(Tjq1/2,1))dt

Para problemas hiperboélicos, como a informacao se propaga com velocidade finita, é

A mn n , 1. ,
razoavel supor que os valores de Fj_l/2 e Fj+1/2 dependam apenas das médias das células

. . —-n - n
vizinhas, S, S

j—1 >

- n /"N .
e S;, S;i1, respectivamente. Logo,

an—1/2 = F(§;—1a§?) € ;11/2 = ]:(g;l»_?ﬂ)a

onde F é um fluxo numérico entre as respectivas células.

O esquema explicito totalmente discreto para a lei de conservagao (2.1),

s(a,t) + f (s(x, 1)), =0,

é dado por:
—n—+1 —n At n n
S =85 = x¢ Five = Fitage] (2.11)
—n t =N Fn —n —=n
= Sj - E []:<Sjusj+1) _]:<Sj—lasj>] .

Este ¢ um método explicito totalmente discreto (discreto no espago e no tempo). Em um
método explicito, o valor da variavel dependente na etapa seguinte é calculado usando os

valores das etapas anteriores.

A Figura 2.4 ilustra este método explicito totalmente discreto, onde as funcgoes de
fluxo numérico, por exemplo, F},, , = F (?7,?7 1) sdo obtidas da solugao de problemas

de Riemann locais,
—_n
Sj) Tj—172 < T < Tjy1/2
s(x, t") =
- n

Sj+17 Tjt1/2 < T < Tjt3/2
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n+l
Sj
Tt - >
> |
| -
-2 [ R
o -
o o
tn > | >

n , n . n
S i-1/2 X112 Sj Xi+12 S j+1

Figura 2.4: Tlustragao da lei de conservagao (2.7), mostrando o balango dos fluxos numé-

: ' n n A L )
ricos de saida Fjﬂ/2 e entrada Fj_1/2 na célula original ;.

2.3 Meétodo de Godunov - Algoritmo REA

O método de Godunov [19] ¢ um método conservativo da forma (2.11), que exige
a solucao exata de uma sequéncia de problemas de Riemann para o calculo do fluxo
numérico. O problema é que esta solucao exata a cada passo de tempo, na pratica, tem
um alto custo computacional, devido a necessidade da utilizacao de pacotes de Riemann

Solvers. Veja a Figura 2.5.

t

X

X X

X.
1 112 j j+112 Xis1

Figura 2.5: Esquema Godunov explicito totalmente discreto.

Para evitar a solucao de problemas de Riemann locais, nestes esquemas abaixo,
desloca-se a malha em AX/2, obtendo uma solugdo em malha deslocada. O novo vo-

lume de controle entdo serd [z;,x;41] x [t", t"T1].

Uma base para a construcao de diversos esquemas numéricos do tipo de Godunov
para leis de conservagdo é o Algoritmo RFEA (Reconstruct, Evolve, Average), Godunov

[19]. Esta abordagem consiste basicamente nas seguintes etapas:
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Reconstruct (reconstrugao): Aproxima-se a solugao no tempo t", s(z,t"), por uma

fungao polinomial §"(:U, ") por partes, em cada célula I; no tempo t".

Evolve (evolugao): Evolui a Equagdo Hiperbolica (2.1) de forma exata ou aproxi-
mada com os dados iniciais estabelecidos no passo anterior e obtem s(x,t"*!') com os

dados iniciais do passo R.

, s 1 . L. , —n+1
Average (calculo da média): Finalmente calcula-se as novas médias em célula .5

sobre cada célula fazendo
<ontl 1 n+1
S, = X /Ij s(x, " ) dx.

Repete-se entao, sucessivamente este algoritmo até o instante de tempo final. O Algoritmo
REA seré aplicado na contrugao dos Métodos Lax-Friedrichs [17], Nessyahu-Tadmor [31]
e Kurganov-Tadmor [23].

2.4 Condigao de CFL (Courant, Friedrichs e Lewy)

Nesta se¢ao sera apresentada a condicao de estabilidade de C'F'L utilizada neste tra-
balho pelos métodos Lax-Friedrichs [17], Nessyahu-Tadmor [31] e Kurganov-Tadmor [23].
Richard Courant, Kurt Friedrichs e Hans Lewy em um artigo escrito em 1928 [12], com
uma tradugdo em inglés em 1967 [13], usaram o método de diferengas finitas como uma
ferramenta analitica para provar a existéncia de solugoes de determinadas equacoes dife-

renciais parciais.

A ideia basica do trabalho deles é definir uma sequéncia de solucoes aproximadas,
provar que elas convergem quando a malha é refinada, e entao mostrar que a funcao li-
mite deve satisfazer a equacao diferencial parcial, obtendo a existéncia de uma solucao.
No momento em que Courant, Friedrichs e Lewy estavam provando a convergéncia des-
sas sequéncias eles identificaram que uma condicao necessaria para estabilidade é que o
dominio de dependéncia do esquema numeérico deve conter o dominio de dependéncia da

equagao diferencial parcial quando se diminui os passos At e AX, Leveque [27].

Segundo Leveque [27], a condi¢do de C'FL exige que a distancia percorrida durante

um intervalo de tempo, deve ser menor do que uma célula, ou seja, |f'(s) - At| < AX. A

(s et
AX
CFL. Uma condicao necessaria para que um método numeérico explicito, como o ilustrado

2

é conhecido como numero de Courant ou nimero

quantidade acp;, = max

na Figura 2.5, seja estavel é que o nimero de C'F'L seja no maximo 1. Neste trabalho, o
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nimero de C'F'L sera definido por:

’ Atcﬂ
FORY

Qorpr — IMmax <1. (212)

onde Aty é um passo de tempo restrito & condicao C'F'L.

2.5 Método de Lax-Friedrichs (LxF)

Reconhecido como prototipo dos esquemas centrais, o Método de Diferancas Finitas
(MDF) de Lax-Friedrichs é um esquema central canonico de primeira ordem que possui

estrutura simples e de facil implementacao, Lax-Friedrichs [17].

O método LxF tem a grande limitacao de ser um método de primeira ordem com erro
de truncamento O((AX)?/At), bastante difusivo, principalmente quando é necessario

diminuir o passo de tempo, Leveque [27].

Na sua forma classica o método explicito de Lax-Friedrichs pode ser escrito como

g+ _ Sici+ 81 Atep

e com fluxo numérico definido por
F(851,55) = 5 [F(S50) + F(S)] = 5 Atcﬂ( ) (2.14)

Na Figura 2.6 pode-se observar que Lax e Friedrichs fizeram uma estimativa muito
grande da velocidade de propagagao da onda, um valor global maior que o maximo de
todas as inclinacoes caracteristicas.

AX
Ary 2 ety o))

Como a velocidade global é maior ou igual a todas as velocidades caracteristicas, segue
que o passo de tempo fica muito reduzido. Devido & precisdao de O((AX)?/At), segue que

quanto menor o passo de tempo, maior o erro numerico introduzido.

Duas abordagens diferentes foram implementadas com o objetivo de reduzir o erro
numérico do método Lax-Friedrichs [17|. A primeira, proposta por Rusanov [36], baseou-
se na idéia de calcular a velocidade de propagacao da onda em cada Problema de Riemann.
Na segunda, Lax e Wendroff |26] trabalharam na idéia de se obter um esquema Lax-

Friedrichs [17] de segunda ordem. A seguir, serdo apresentadas estas duas abordagens.
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- iy max (f'(Si_y)l, If(S;1)
S' A
/ v
v
Xj-1/2
| - &
AX S, e
’ .\.‘«'_'{ )

i iu+l

At

Figura 2.6: Estimativa da velocidade de propagacgao global.

2.5.1 Método de Rusanov

Rusanov [36] propés uma pequena modificagao no método de Lax-Friedrichs, conse-
guindo reduzir o erro numérico, agora da ordem de O(AX), que nao cresce quando se

torna necessario reduzir o passo de tempo.

Supondo, por simplicidade, que a funcao de fluxo é convexa e considerando o Problema
de Riemann
ST il <x < Tji1p
s(z,t") = ;
S,
segue da condi¢ao de C'FL (2.12) que:

AX
Aty

Tj—1/2 < T < Tjy1/2

> max{| f'(S;_)|, 1/ (S)I} = afy o (2.15)

Entao, Rusanov substituiu a velocidade de propagacao global AX/At.p no fluxo numé-
rico (2.14), do método de Lax-Friedrichs, pela velocidade local aj_, , estimada em cada
Problema de Riemann, obtendo o novo fluxo numérico,

[FS) + F(5))] - 225 -5 ).

J

‘F(E;thgn) =

J

N | —

Por esta razao, o método de Rusanov também ¢ conhecido como método de Lax-
Friedrichs Local ou LLF, do inglés " Local Laz-Friedrichs”. Este novo esquema pode ser

escrito na forma semi-discreta, onde somente a varidvel espacial é discretizada, Kurganov

e Tadmor [23].
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2.5.2 Método de Lax-Wendroff

O método de Lax-Wendroff [26] para a equagao (1.15),
St +v.s, =0,
é baseado na expansao da série de Taylor no tempo t:

1
s(x,tys1) = s(x, t,) + At - sy, t,) + 3 (A1)? - sy (z,t,) + .. . (2.16)

A partir da equagao (1.15) tem-se que:
Sg = —U - S;.
Diferenciando em relacao ao tempo tem-se:

— )
St = —U - Sgt =V« Sga

onde

Syt = Stz = (—@ : Sx)x-
Usando estas expressoes para s; e si em (2.16) obtem-se:
1
s(z,tpe1) = s(z,t,) — At -0 - sp(,t,) + 3 (A1)? -2 - spp(T,t) + oo (2.17)

Mantendo apenas os trés primeiros termos do lado direito e substituindo as derivadas
espaciais por aproximacoes de diferencas finitas centradas, obtem-se um método explicito

de segunda ordem, chamado método de Lax-Wendroff |26]:

At 1/ At)?
S?H:S”— @'( i 37'11)Jr ( ) '62'( ;L+1_2S?+S;Lfl)' (2.18)

i 9AX 2\ AX

Esta derivacao do método é baseado em uma interpretacao de diferencas finitas, sendo
o valor pontual s(z;,t,) aproximado por 3?. No entanto, pode-se reinterpretar o esquema,
(2.18) como um MVF

1At

mn n —1 n n n n n
it o= S - “5( J+1 T j—l)_§ﬁv (S} — 28] +Sj—1)}

VN 2N A S U\ S . 1. 1A,
= S Ay K%Sﬂl—gﬁv ( j+1—5j)) - (”5 1 oA ? (57— S
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com a funcao de fluxo definida como:

Fla= U357 — 5ax0 (Sf = 57)
(2.19)
Fﬁ% - E%S]n—l - %AA_;(EQ (S]T'l N S;l_l)

Note que o fluxo (2.19) pode ser considerado como um fluxo médio com adi¢do de um
fluxo difusivo. Observe que para obter o método explicito de segunda ordem Lax-Wendroff
(2.18), combina-se os trés primeiros termos da série de Taylor (2.17), cujo erro dominante

pode ser expressado pela equagao

_ =3
Siee = —U - Sgag

Segundo Anderson [3], a solugdo obtida por um esquema de diferencgas finitas possui
erros dissipativos se o termo principal do erro local de truncamento possui ordem par. Se
este erro possui um termo principal com ordem impar, entao o esquema passa a ter erros
dispersivos. Os erros dispersivos normalmente produzem oscilagoes nos resultados junto
a ondas ingremes, o que pode provocar instabilidade numérica. Com o intuito de corrigir

esta falha, utiliza-se normalmente limitadores de fluxo ou uma viscosidade artificial.

Como neste esquema numérico o erro possui um termo principal com ordem impar,
este esquema de segunda ordem, produz oscilagoes espurias na presenca de descontinui-
dades, sendo necessario adicionar uma difusdo numeérica (ou viscosidade artificial) para

eliminar essas oscilagoes, Leveque [28|.

2.6 Lax-Friedrichs (LxF) - Algoritmo RFEA

Diante da falha do método Lax-Wendroff [26], Tadmor [31] teve a ideia de fazer um
novo tipo de extensao do método Lax-Friedrichs [17] de segunda ordem, mas agora usando

um Lax-Friedrichs reformulado para MVF.
Reescrevendo o método Lax-Friedrichs aplicando o Algoritmo RFEA obtem-se:

Passo R (reconstrugao): Em um esquema de primeira ordem, aproxima-se a solu-

¢ao no tempo t", s(x,t"), por uma func¢ao polinomial g”(x, ™) constante por partes,
s(z,t") = ZS?(x) - x;(z) = Z?; -x;(x), Vrel,
J J

onde x;(z) =1se x € I; e x;(z) =0, caso contrario.
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E importante ressaltar que esta reconstrucio respeita a conservacio de massa, isto ¢,
! S™(z)dx =S
AX 9 J A

Passo E (evolugao): Deseja-se encontrar a solugao s(x,t"*!) no futuro em cada

célula ;. Para isso, integra-se a lei de conservagao (2.1),
St('xa t) + f (S(ﬂf,t))x = 07

sobre o volume de controle [2;_1/2, Tj11/2) X [t", "],

Apos o célculo das integrais espaciais, divide-se toda a equagao por AX e obtem-se a
nova média em célula no futuro:

. 1 tn+1 tn+1
S;H_ _ §;L -+ E (S(xj_l/g, t))dt — (S(l‘j+1/2, t))dt] . (220)

tm t

A Figura 2.7 mostra a construcao da solugao §;LH.

t

X
Xj+1

X,
Xjy Xis1p j Xisap2

Figura 2.7: Esquema LxF em malha nao deslocada.

O conhecimento de s(xj_1/2,t) e s(z;11/2,1), definido em (2.20) exige a solugao nu-
mérica de um Problema de Riemann. Para evitar sua solucao, desloca-se a malha em
AX/2, obtendo uma solu¢cdo em malha deslocada sobre um novo volume de controle
[z, 2;101] x [t", "], Veja a Figura 2.8.

Repete-se os passos da evolugdo como na equagdo (2.20) com um novo volume de

controle e um novo passo de tempo At., sujeito & condigdo C'F'L em malha deslocada,

Atcﬂ
AX

max| f'(s)| < (2.21)
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T T T T T T T
Xz Xj1 X1z Xj o Xape Xi#a X432

Figura 2.8: Deslocamento da malha original em AX/2.

chega-se ao esquema de Lax-Friedrichs em malha deslocada:

1 Tjt1 T4t 1 gntl
E/ s(z, ") dz = AX/ s(x, t")dr + — A% f(s(xjry2,t))dt  (2.22)
Y 1 ¢+l
TAX ), f(s(xjr1y2,1))dt
Tjq1 1 tntl .

AX/ s(x t”)dx+AX f(S;)dt
| L

T AY f(S41)dt.

Da média em célula (2.6),

—n 1 Tj+1/2
S = A_/ s(x, t")dz,

Tj—1/2
pode-se escrever a equagao (2.22) como:

—n+1 1 —n —=n Atc —n —n
Sjj:l/z = 5[53' +Sj+1] + A—)? [f(Sg) - f(S]H)] .

A Figura 2.9 ilustra a construcao da solucao ??Jﬁﬂ.

Passo A (projecao ou calculo da média): Com as solu¢bes em malha deslo-
cada, obtem-se as solucoes aproximadas E?H na malha original. A solucao s(z,t"™!) é

aproximada por uma funcao polinomial por partes,
1 1
s(z, 1) ZS;L/z “Xjr1/2(2).

onde Xjt1/2(x) = 1 se x € Ij 179 € Xj1/2(x) = 0, caso contrario. Como o método de LxF

é de primeira ordem, usa-se a funcao polinomial constante em cada célula

n —n—+1
S o ( ) Sj+1/2‘

j+1/2

. ) —ntl i .
Logo, a solugao aproximada S;-H , no tempo t"*1, projetada na malha original sera dada
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por
—n—+1 1 i —n+1 Tit1/2 —n+1
x]’*l/Q Z 5
—n+1 —n+1
Sic1j2 T 954170

2
1 ,—n —n —=n A'[/Lc an Q"
=1 (Sj_l +2S5; + Sj+1) + K; [f(Sj—i-l) - f(Sj—l)] :

%Ml
|
| A |
| o |
: \ | I
: \ : ! : n+1
l XL 'Sj s12
n+l | Wy |
| v k !
]—1/2 i 1 | I
I
A | | ‘
T T { | |
| | | | |
| \ | B I . I
| vy : [ :
1 Vi \ .- !
! AN ! Vo !
| NIV ! Vi, !
! Nt L 1, !
| % v |
n |
I ) I
n 5 ‘
31 i
| | | | | |
T t t t t X
X, X X. X
-1 =12 i Xt X1

Figura 2.9: Esquema LxF em malha deslocada.

Seguindo o Algoritmo RFEA, a extensao do método LxF a esquemas de segunda ordem
como 0os MVF Nessyahu-Tadmor [31] e Kurganov-Tadmor [23] se torna bastante simples e
natural, prevenindo que oscilacoes nao fisicas aparecam na presenca de descontinuidades
ou valores altos dos gradientes das solugoes. Consideremos dois esquemas de segunda
ordem, que serao apresentadas em seguida, sao nao oscilatorios, conservativos e de facil

implementacao.

2.7 Meétodo de Nessyahu-Tadmor (NT)

Uma alternativa para reduzir a excessiva dissipacao numérica do esquema LxF, de
ordem O((AX)?/At), é o emprego de esquemas de alta ordem, tal como o desenvolvido
por Nessyahu e Tadmor [31], em 1990, onde as aproximacoes de primeira ordem constantes
por partes do esquema LxF sao substituidas por aproximacoes de segunda ordem lineares
por partes reconstruidas a partir de valores constantes, através de uma expressao da

forma,
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5]"(95) ~ S+ (S:)7 - (x —xj),

J

Do esquema numérico LxF em malha deslocada, Figura 2.9, constroi-se o esquema

numeérico N'T, com o volume de controle definido por

U nxipem et (2.23)

i=j, j+1
Pode-se escrever s(x,t+ At), em termos de sucessivas solugoes de Problemas de Riemann
(Generalized Riemann Problems), sem mutuas interse¢oes, Nessyahu e Tadmor [31]. Veja

a Figura 2.10.

s(x,t+ At) = GR(z,t + At; Lj(x,t), Ljyi(x,t)), x5 <x < xjqq.

Seguindo os passos do Algoritmo REA:

Passo R (reconstrugao): Aproxima-se a solu¢ao no tempo t" usando fungoes poli-

nomiais lineares por partes,

s, t") & Y SH@) xi(@) =D S+ (S (@ —x)) - x(x), €L (2.24)
J J
onde x;(z) = 1se x € I; e x;(x) = 0, caso contrario. Aqui, os valores (S,)7 sdo
aproximagoes das derivadas a—s(xj, t).
T

A escolha da derivada numérica é uma das etapas mais importantes na implementacao
dos métodos discutidos neste trabalho, porque ela vai determinar a ordem de precisao do
método bem como garantir a propriedade nao oscilataria do mesmo, Ribeiro [33]. Para
garantir uma precisao de segunda ordem, o vetor de derivadas numéricas (S;)7 deve

satisfazer a condicao:
(S2)7 = s5(z;,t") + O(AX). (2.25)

J

De forma analoga, as derivadas numéricas (f.)} devem satisfazer a condicio:
(fo)] = f(s(z;,1")): + O(AX). (2.26)

Segundo Ribeiro [33], a familia de derivadas discretas parametrizadas pelo parametro 6
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com 1 < 6 < 2, pode ser escrita como:

n 1 —_n —_n —=n
(S.)) = MM@E{Sj_l,Sj,SjH}

AS? AST |, — AST AS?
. Jj+1/2 j—1/2 j+1/2 j—1/2
o MM@ AX 2AX A )

(2.27)

onde AS?., , denota a diferenca centrada, AST,, , = g;-lﬂ - g;, e MM representa o

limitador nao linear MinMod definido por

min;{¢;}, se ¢; >0 Vj,
MinMod(q1, 2, .,q.) = { max;{g;}, se ¢ <0 Vj,

0, caso contrario.

As derivadas (f(5).);] podem ser calculadas da mesma forma ressaltando que Af(S)}, 5 =

n —n

JnJrl - fjn = f(§j+1) - f(Sj)'
Define-se as derivadas numeéricas no futuro em malha deslocada usando o limitador
MM:
n —n+1 —n+1 n —n+1 —n+1
(S2)itl ) = MM(AS; ™, AS ), (Sx)jj}/2 =MM(AS; ,AS; ), (2.28)

onde Agfﬂ = g;-fll/z — 5?:1/2 parat =7 — 1, j, 7+ 1. Um outro exemplo de limitador

de inclinacao ¢ o UNO, definido em func¢ao do limitador MM

1 —-—n —n 1 —_n —_—n
(S.)1 = MM {ASJT-‘_ + §MM(AQSJ-_1, A?S),AST — iMM(AZSj : A25j+1)} :

O limitador de inclinacao UNO é o menos difusivo, quando comparado ao MM. A
sua desvantagem é o uso de um conjunto grande (5 pontos) para o calculo das derivadas
numéricas quando comparado com o conjunto de 3 pontos usado pelo limitador MM,
Ribeiro [33].

E importante ressaltar que estas reconstrucoes lineares respeitam a conservacao de

massa,

1 [ = o

Passo E (evolugao): Deseja-se encontrar as solugdes no futuro em cada célula I;.

Integrando a lei de conservagao (2.1),

si(x,t) + f(s(z,t)), =0,
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sobre cada volume de controle (2. 23) e dividindo toda a equacao por AX, obtem-se as

—n+1
novas médias em célula no futuro S] 1/2 e S;11/2- Com isso, pode-se definir:

o [1;_q,2;] x [t", "] para obter g;jll/Q:

1 1 T-1/2 ey
Sjirl/2 =A% / STy (v)dz + / S (x)dx] (2.30)
Tj—1 Tj—1/2
1 tn+1 tn+1
- — fs:z;-,tdt—/ f(s(x;_1,t)dt]| .
x| a0 plea

Aplicando a regra do ponto do meio, pode-se aproximar as integrais temporais:

t"+1
t’n

F(s(xy,t)dt = f(S7T?) At

J (2.31)

tn+1

U F(s(xon, tyde = (ST A

7j—1
substituindo as equagoes (2.24) e (2.31) em (2.30) obtem-se:

Tj-1/2 _, Tj_1/2
/ S;_qdr + (Sx)?_l/ (x —xj_q)dz
i1 T

j—1

/ g?dx + (S’z);‘/ (x — xj)dx]

j—1/2 j—1/2

PSR+ £ )]

—n—+1 1
Si-12 = Ax

L1
AX

Atcﬂ
AX

+
entao,

5= 5+ T+ S5 — (50 )

Jj—1 8 Jj—1 J

St sy 4 p(sp ]

TAX

e [z, x50 x [t",#"+1] para obter S} y:

J AX . J S J
1 tn+1 tn+1
- — f(s(x; ,tdt—/ f(s(xz;, t)dt| .
A | feand= [

Novamente aplicando a regra do ponto do meio, aproxima-se as integrais temporais,

n+1 .
ttn f(s(@jpr,t)dl = f(Sj_:-ll/Q)At

(2.34)
t"+1

O Fsay, tdt = F(STTY) AL

J
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substituindo (2.24) e (2.34) em (2.33) obtem-se,

—n—+1 1 Ti+1/2 —n n Ti+1/2
S].H/QzE /xj Sidr + (S,)] /x]- (x — z;)dz
1 /Ijﬂ S (S,) Tj1 ( \d ]
4+ — i1 x + ﬂvﬂJrl/ T — Tjq1)ax
AX Tjt1/2 ’ ’ Tjt+1/2
Aty n1/2 n+1/2
+ AX [f(sj )+ f(Si )}
entao,
—n+1 1 —n —n AX n n
Siyie = §(Sj +5541) + ?[(Sx)j — (S2)} 4] (2.35)
AtC mn n
+ A—)? fS; +1/2) + f(Sj-:—llﬂ) )

onde o valor médio Sfﬂ/ ? ¢ determinado combinando a série de Taylor no tempo com a
equagao (2.1),
St<x7tn> = _f (S(Qi,tn))m :

Logo,

At, A\’

s(x,tyi1/2) = s(x,t,) + 2fl si(x,t,) + (7> Sy (x,t,) +
At,
= s(z,tn) — zﬂ f(s(x,tn)), + O(AL).
Com isso, A
n n Le n
Sj+1/2 — 57— Tfl (f <S)a:)j ,

" representa um valor aproximado da derivada numérica da funcao

onde o termo (f (S5),)’

de fluxo f(s(x = z;,t")) em relagdo a variavel x e satisfaz a condigao

s,y =29 oax)

r=x;,t=t"

para garantir a precisao de segunda ordem do método.

Passo A (projegao): Com as solugoes em malha deslocada, obtem-se as solugoes
aproximadas E?H na malha original inclinando as médias no futuro, obtidas em (2.32) e
(2.35). Como o método NT é de segunda ordem, novamente usa-se a aproximacao linear

por partes em cada célula
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~ —n+1
S?jf/g(x) ~ 81+ (S2)] T (@ = wjoap2)

(2.36)

an ontl n

Sj:-rll/z(x) ~ St + ()] o — xj410)
Projetando E;LH na malha original, pode-se escrever:

n+l L [T ntl
Tj—1/2
1 Y G T s
- / §1 (@) + / gl (@)de |
xj—l/Q .CEJ'
Substituindo as reconstrugoes lineares (2.36) na equagao (2.37) obtem-se:
_ S p+ S AX
n+1 1/2 +1/2 n n+1

E agora, substituindo as equagoes (2.32) e (2.35) na (2.38) obtem-se a solugao média E?H,

no tempo t"*!

discreto de Nessyahu-Tadmor [31]:

, projetada na malha original do esquema de segunda ordem totalmente

—n+1 (gn_ + 2§7~L + §" ) AX . i
Gl . i+ 1o L85t = (S2)j] (2.39)
AX o . At, . )
+ ?[(Sx)jfll/g — (Sm)jj:ll/Q] + 2A)f(l [f(sjj11/2) _ f(Sj:/Q)] '

A ¢ Srj1+1

} } } } } =
X1 Xjaz X X2 X4 X

Figura 2.10: Construgao do método de Nessyahu e Tadmor [31].

Para finalizar, se subtrair E;L, em ambos os lados, e depois dividir toda equacgao por
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At.s obtem-se a seguinte equagao:

—n+1 —=n —=n —=n —=n
(577" -5 (Si,-25+S.) AX . .
At 40t g + 16At .5 ()1 = (Se)j (2.40)
AX n+1 n+1
+ 8A—tcﬂ |:<Sﬂ?)jj1/2 - (Sw)j-tl/2i|
1 mn n
+ IAX [f(sjjllm) - f(Sle/z)} .
Em seguida calcula-se o limite quando At.;; — 0
(S =5 (S", —25"+5".)
lim ~—~——9° — lim -1 CEAE R (2.41)
Ater1—0 Atcfl Ator;—0 4Atcfl

) AX n n
+ lim {16A—tcﬂ [(S:v)j—l - (S;p)jﬂ]}

Ater—0

. AX n+1 n+1
+ Atlclfrzn—m { 8At.p [(Sx>j—1/2 N (Sm)j“/z}

g - s b

B Atlclfrln—m { 2AX [

Analisando a equagao (2.41) acima, pode-se verificar que o lado direito diverge quando

At.sp — 0. Logo, o esquema NT nao admite formulacao semi-discreta.

A seguir, serd abordado o esquema apresentado por Kurganov e Tadmor [23|, que
utiliza uma formulacao semi-discreta, com maior precisao das informacoes sobre as velo-

cidades de propagacao nas fronteiras de cada célula.

2.8 Método de Kurganov-Tadmor (KT)

Seguindo a abordagem feita na secao 2.7, pode-se escrever o esquema de Kurganov e
Tadmor [23] que utiliza uma formulagao semi-discreta, onde somente o espago é discreti-

zado, com um erro numérico da ordem de O((AX)3?).

Sem a excessiva dissipagao presente nos métodos LxF e NT, quando passos de tempo
pequenos sao empregados, no esquema numérico KT passa-se a calcular o passo de evo-
lugdo nao sobre as células da malha (de dimensdo fixa), mas sim sobre novas células,
de tamanho proporcional ao passo de tempo em cada volume de controle, Kurganov e
Tadmor [23].

Idealizada por Rusanov [36], a substituigao da velocidade de propagagao global fixa
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AX/At.p, empregada nos métodos LxF e NT, por uma velocidade a% iy calculada lo-
calmente em cada Problema de Riemann, garante esta mudanca. Da condi¢ao de C'FL

(2.12), pode-se escrever:

AX Jp— e n
Aty > max{|f (ijl)|7 |f (S])‘} =05_1/2 (2.42)
‘ A
X 1 an 1/ an n
At > max{|f (Sj)|’ |f (Sj+1)|} = Qjy1/2- (2.43)

n . .
Chama-se por ijil/Q o comprimento do leque de Riemann em torno de x;+;/2 no

tempo t". Das equagoes (2.42) e (2.43), tem-se:

Ax?—f—l/Q = $?+1/2,r - ZU;'L+1/2,Z
= (xj+1/2 +af - Atcfl) - (xj+1/2 — 515 Atcfl) (2.44)

Por simetria, facilmente chega-se a Az}, , = 2a} , ,Atcn. No esquema KT, utiliza-se

volumes de controle menores, onde em cada passo de tempo, integra-se sobre os intervalos

{[575?—1/2,1’ 95?—1/2,r] U [$?—1/2,r> m?+1/2,l] U [95?+1/2,za 95?+1/2,r]} x [t tn+1]-

Seguindo os passos do Algoritmo REA:

Passo R (reconstrugao): Como no esquema NT, aproxima-se a solugdo no tempo

t"™ usando funcoes polinomiais lineares por partes,
s(x, t") ~ ZS]”(QJ) -xj(x) = Z?? +(S2)j - (x —5) - x5(x), € (2.45)
J J

onde x;(z) = 1se x € I; e xj(x) = 0, caso contrario. Novamente, como no esquema
. L . 0 -
N, os valores (S;)% sdo aproximagoes das derivadas a—s(xj, t). Sua precisao de segunda
x

ordem é garantida se a derivada numérica satisfaz

0s
(Sx)? = 5 + O(AX).

T=xj,t=t"

A caracteristica nao oscilatéria dos esquemas centrais reside na escolha apropriada

destas aproximacoes das derivadas. Como na secao anterior, a derivada numérica (Sx);1 =
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Sz(z;,t") sera aproximada usando a definicdo de MinMod (2.27):

(52)f = MMQA—X{ j-1:95 55}
A AS” — AS” AST
o J+1/2 —-1/2 j+1/2 —-1/2
= MM (9 AX 2AX 9 AX ) (2.46)

A equagao (2.46) é representada pela fungao:
- minmod (int j, double s[ 1)

no codigo computacional "Kurganov-Tadmor"do Apéndice B. Em particular, para a
. - n+l n+ / ‘s .
derivada numérica (Sz);); 5 = Su(2 Tiyist 1), é necessario calcular o comprimento dos

intervalos de:

n+1 [1

n
o wily,awil: (25 1200 T y3724]

= ng+1/2,1>37?+3/2,1]’ = ($?+3/27l - -75?+1/27l) (2.47)
(#1572 — afyspn - Dtest) = (250170 — @Gy jo - Atept))

= ((#Fa2 = ¥f11y2) + (af11)2 — afyapa) - Dlepi)

= AX+ (a?+1/2 - “?+3/2) - Ates;

o W't a w1, =

J— n n
i j+1/2° 25 1200 T 41 /20)

= H-T?—1/2,r733?+1/2,r]| =AX + (a?+1/2 - a?—l/Z) - Ategi. (2.48)

onde o comprimento (2.48) foi determinado de maneira aniloga ao (2.47), Kurganov e
Tadmor [23]. E importante, novamente ressaltar, que esta reconstrucdes lineares respei-

tam a conservacao de massa, por exemplo,
j+1/2
e S (a)dz =S
AX J
Tj—1/2

Passo E (evolugdo): Novamente deseja-se encontrar as solugoes no futuro "' em cada
célula I;. Estima-se as velocidades locais de propagacao da onda nas fronteiras de cada

célula. Da equacao (2.15),

max{|f( i)l 1f'(S )|}_a3 1/2>

pode-se escrever,

@y = max { £S5 1)l (Sl
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onde o termo S;’_l /9 denota o valor da solugao s(x,t) sobre a reconstrucao linear por partes
gjn(x) no ponto (z;-1/2,t") e S;_, 5 o valor da solugao s(z,t) sobre a reconstrugao linear
por partes S} ;(x) no mesmo ponto (z;_1/2,%"). Estes termos sao valores intermediarios a
direita e a esquerda de x;_1 /7, respectivamente. Estes valores intermedidrios sao calculados

sobre as recontrugoes lineares por partes (2.45) da seguinte maneira

SF 1 =53+ (S} (50— ) -1

— §;‘ + (Sy)7 - (_A_X)

2
o AX
=5} - ==(5.);

2
—n AX N
=St = (5)ja
De forma andloga:
— AX " _ -  AX n
SJJ'F+1/2 = Sj41— T(Sw)jﬂ € Sj+l/2 =55+ T(Sﬂﬁ)j'

Estes valores intermediarios estao representados na Figura 2.11.

. ~  —Fn+l L, .
Desta maneira, para se obter a solugdo S;  no proximo passo de tempo, deve-se

integrar a lei de conservagao em cada volume de controle:

)
[ 1o X100 X ", ¢

(251 o] X [ (2.49)

L [$?+1/2,17x?+1/2,7~] x [t

. ~ . n n
Na Figura 2.11, observa-se que a solucao é suave no intervalo [xj_l/“, xj+1/2’l] e que oS

1 1 1 n n n n
leques de Riemann se localizam nos intervalos [z, o), 2% | n ] € [2],)/5,, 275, ], onde
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( n n n
Liq/20 = Lj_1/2 aj—l/QAthl
Ty g, = Tyt a?—1/2Athl
(2.50)
Tiaj2r = Ty T G pBlen
| Thi1ye, = T T A pAlep

~ —n+1 —n+1 —n-+1
Para calcular as solu¢oes no futuro Wi g, W e W o,

Conservagao em cada volume de controle (2.49). Através da aproximagao linear por partes

deve-se integrar a lei de

pode-se escrever:

1 [ i 1/2,
—n+1 n+1
Wy = s(x, t" ) dx (2.51)
’ ij—1/2 L7210
1 [ Tj-1/2 L TE o o
v / Sj_1(z, t")dx +/ Sj(m,tn)dx]
:Ej*l/Q REZEPY Tj—1/2
1 tn+1
[ )~ fsymami(e)] d
j—1/2 Jin
gﬁil + ?n AX — a’[l/QAtcfl n n
= 5 T+ J4 [(Sﬂﬂ)jfl - (va)j]
1 tn+1
o [ simar0) = Fsyate)] dr
j—1/2 Jin
1 1 Tir1/20 ~ N
W= A /n Sj(x, t")dx (2.52)
J T 19
1 tn+1
N [f (8551720 (2)) = f(sj-1/2,(2))] dt
i Jim
—n Atc l n n n
- Sj + 4f (ajfl/Z - aj+1/2) (Sw)j
tn+1

a Ai:" /t [f(sj120(8)) = f(sj-1/2.-(1))] dt

j n
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e
—n+1 1 iz n+1
Tiii/e = Aqn x, ") dx (2.53)
12 [0
1 J+1/2 ~ T2~
= X / (x,t") d:z:+/ Sit1(z, t")dx
xj+1/2 LY Tit+1/2, Tj+1/2
1 7§n+1
o [ ) = fsram(®)] d
j+1/2
gn + gﬂ 1 AX +1/2Atcfl n n
= 9 I + J4 [(SLB)j - (Sfc)j—l-l}
1 tn+1
o [ e ) = fspaaa)] v
Jj+1/2

Se a condi¢ao de C'F'L em malha deslocada

Atcfl ,
— . <
max |f'(s)]

é satisfeita, entdo as fungoes f(s;jy1/2,(t)), f(Sj41/24(t)

Z N

, f(sj—1/20(t)) € f(sj-1/24(t)) s@o

diferenciaveis em t. Desta forma, as integrais temporais podem ser calculadas numerica-

mente usando a regra do ponto do meio:

(et n+1/2
p J(S(Tjp1/2,,t)dt f(Sjrl//Zr)Athl

Q

tn+1

tn f(S(xj+1/2,la t>dt ~ f(S;lel//QQ’JAtcfl

t"+1
tn

F(S(j 190, )t = F(STT2 Y ALy

ji—1/2,r

75714»1

L tn f(S(xj—l/Q,lJ t>dt =~ f(S;lel//QZ’l>Atcfl
Substituindo (2.54) em (2.51), (2.52) e (2.53) obtem-se:

. ST ST AX —a | Aty . .
wjj—ll/QZ : 12 t+ J4 / [(S2)}-1 = (S2)7]

1

2a] 1/2

[f(Sj—1j2(t + Ategi/2)) = f(Sj1j20(t + Ategi/2))]

(2.54)

(2.55)
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" —n Atcﬂ o .
+1 S (a5 1/2 7 j+1/2) (52)7 (2.56)
Atcfl
AX
Atcfl

ai_y a5 )

(Sj41/24(t + Atcfl/Z)) F(Sjz1y2.0(t + Atep/2))]

. St g AX —a?, | 0 Aty ., .
Tl = =g (89— (8] (2:57)

[ (Sjarjoa(t + Ategi/2)) = f(Sjs1jan(t + Atei/2))] -

2a]+1/2

Passo A (projegao): Uma vez conhecidas as solugoes sobre as células da malha
deslocada, geradas a partir de informacgoes sobre as velocidades de propagacao nas extre-
midades de cada volume de controle, realiza-se a projegao sobre a malha original /; para

L. . —n+1 ~
se obter um valor médio aproximado S;" " da solugao s(x,t"*).

Inclinando as médias no futuro, obtidas em (2.55), (2.56) e (2.57), através da aproxi-

macao linear por partes em cada célula tem-se:

( ~n+1 —n+1
w; Jr1/2( ) = w]+1/2 + (Se )j+1/2( — T 12)

oyt (z) = wit : (2.58)

~n-+1 —n+1
. wjfl/a(x) = w]j-_l/Q + (e )]+1/2< — Tjs1/2)

Observe que nao serd necessario inclinar @7“ de (2.58), ja que a solugao é suave no

. . ~ , 4. antl . ..

interv. e T 2] m isso, solu média 5 r na m rigin
tervalo |z z" Com isso, solucao média S ojetada na malha o al

serd dada por

Tj—1/2,r 4 Tj41/2,0 4 Tjt+1/2 I
~n ~n ~n
/ T (@)ds + / T ()de + / T (@)da
x i—1/2,r z

Com a reconstru¢ao no futuro em (2.58), pode-se escrever (2.59) como
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—nt1 1 Tj—1/2,r . n
S, = X {/ [wjfll/z + (Sm)jfllﬂ(x - a:j,l/Q)] d:):} (2.60)
Tj—1/2

1 Tit+1/2,0 .
+ _X {/ [wj“]dx}
Tj—1/2,r

1 EARE —n n
+ ﬁ {/ [wji_ll/2 + (S$)j:11/2(l‘ — l’j+1/2)]dl’} .

J+1/2,1

>

Substituindo os valores de (2.55), (2.56) e (2.57) em (2.60), subtraindo ?? e dividindo por

At.g;, ambos os lados, obtem-se:

1 o+l an Aji1/2
At,p (S J Sﬂ) - 2AX { 2
azi_y - AX " —n AX "
o {fr- 2 ] - o}

~ gz LS + SSRE] = [ + )]}
)

onde:

F(Sjmapa(t+ Atep/2)) = F(SIT3)

F(Sirjar(t + Atep/2)) == F(ST2 )

F(Sierjpalt + Dtep/2)) = F(SEEYT)

n+1/2
L f(SjJrl/?ﬂ"(t + Atcfl/2)) = f(SjJrl//Q,r)
Usando a formula de Taylor no passo de tempo t"*'/2 em conjunto com a lei de conservacio

(),
St(x7t) +f (S($,t))x =0= St(xwt) =—f (S(:L‘,t))x

pode-se escrever:

At
n+1/2 n n
Sj+1//2,l = Syt 7( 120t + O(A?)
At
n+1 2 n mn
= Sj+1//z,z¢: /2 5] (S7s1/20)e + O(AF)
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onde, da formula de Taylor e da equacao (2.50), x?+1/2,l = x?+1/2 + a?H/zAtcfl, chega-se

a relacao para S”

J+1/2,00
o = §7 + (87 (2F - $?+1/27l)
= S = §;L +(S2)7 (957 - ($?+1/2 + CL?+1/2Atcfl))
. —n o [ AX n
= Tray20 =55+ (52)] (T - aj+1/2Athl)
n —n AX n Atcfl n.n
= 412, = Sj + T(Sx)j + ( AX ) ((Sff)j aj+1/2AX) .

Logo:
n+l/2 __ on A n
Sj+1/2,l T RP41/20 T th(Sj+1/2,l):v + O(A?)
: (2.62)

n . an n At, n n
Spryna = 55+ A58+ (350) (8207 - - AX)

e as demais equagoes podem ser determinadas de maneira andloga a equagao (2.62),
( n+1/2 . Qn At n 2
Sj+1/2,r T Sj+1/2,r - 7f<5j+1/2,r)w + O(At )

)

" _an A n At n n
[ Sz = S — S (Se)j + (A_)?l> <(S”3)j+1 REASTEE AX)

( ontl/2 . om n
ijl/Q,l =S50~ %f(sjfl/zl)x + O(A?)

)
n

n . al n A c n n
| s = S = 559+ (5 (8500010 2X)

n+1/2 n
Sjjl//2,r = Sj—1/2,r - %f(sy—l/z,r)w +O(A?)

n . an" A n At n n
Sirjar =55 = 5 (Sa) + <A_§l) <(Sx)j F2 AX)
Agrupando os termos semelhantes, calcula-se o limite quando At.; — 0 na equagao
(2.61),

150 = 220 (5,00 - S5 50,00) - (s:0+ S 60,0) | o)

E J
4l [(sjm - ATX@»@)) - (Sj—ﬂt) + ATXWJ‘““))}

1 .
T 2AX Atlclflrio [(f(

— (F(Sjerjoalt 4+ Ateg1/2)) 4 f(Sj—1jo0(t + Atesi/2)))] -

Sivr21(t + Atei/2)) + f(Sji1j2,0(t + Ateni/2)))
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Como supoe-se que a funcao de fluxo f é continua, os limites sao calculados usando

a continuidade:

A,
hfrln—m {SjJrl/Q,l(t) - ;ﬂf((SjJrl/?,l)x(t))})

lim 0f(Sj+1/27l(t + Atcfl/Q)) = f

Atcfl—)

i 5500+ AX - (80,0 (5 - ka0 )
— 1 (30 + 5560 = £ (8570,0)

i f (St + At/2) = £ (@-H(t) - A%(Sx»ﬂ(t)) = £ (S50).

Atcfl—>

Substituindo os limites em (2.63), pode-se escrever:

C5,(0) = s [(FSuapa®) + F(570,500) = (FS 1) + 7S50
(2.64)

CL‘+1/2(7§) _ a‘_l/g(t> B
N [8an® = Siap] = Fo (871,00 = 871,,0)]

onde, os passos da evolugao sao calculados sobre as reconstrugoes lineares

(. n+1/2 a n
lima, ;-0 Sj_s—-://zr = S;‘L+1/2(t) = Sji(t) — ATX(SZ)J'H(t)

. n+1/2 — rad n
im0 ST 7= Sip1j(t) = S5(t) + B5(S,)2 (1)

. n+1/2 | o+
limay, ;0 Sj—l/Q,r = Sj_1/2

(t) = 5;(t) — SH(So)7(t)

. n+1/2 — ral n
limar, 0 S5t ey = Sy (1) = S (t) + A5 (Sa)2 4 (#)

Estes valores intermediarios estao representados pelas funcoes:

- smaisfrente(int j, double s[ 1),
- smenosfrente(int j, double s[ 1),
- smaisback(int j, double s[ 1),

- smenosback(int j, double s[ ]),

respectivamente, no coédigo computacional "Kurganov-Tadmor"do Apéndice B.
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Em cada célula I;, resolve-se uma equacao diferencial da saturagao no tempo. Com

os novos fluxos numéricos convectivos definidos por:

f(S;_UQ( )) + f( ]+1/2< )) aj+1/2( ) (

Hi1/o(t) = ; - TS (St = Shap®)  (269)

f(S+ 1/2( ) + (5] j— 1/2< ) B aj—1/2( ) (

H:_,(t) =
J 1/2() 2 2

S = Siya(®)) . (2:66)

obtem-se o esquema KT [23] na forma conservativa. Substituindo (2.65) e (2.66) em
(2.64), obtem-se:

d B [Hjﬂ/z(t) - Hj—1/2(t)} _ (2.67)

@Sj(t) = AX

Estes fluxos numéricos (2.65)-(2.66) estao representados pelas fungoes:

- Hmais(int j, double s[ 1),

- Hmenos(int j, double s[ ]),

respectivamente, no cédigo computacional "Kurganov-Tadmor"do Apéndice B.

n n : n
120 Napr Xapy o Xapr X3l
— . i ; — .
Xija Xj-1/2 Xj Xj+1/2 Xj+

Figura 2.11: Construgao do método de Kurganov e Tadmor [23].

Os Leques de Riemann estao dentro do dominio onde se calcula cada média, nao ne-
cessitando de Riemann Solvers, Jacobianas e Decomposicao Caracteristica, Ribeiro [33].
Com isso, as médias sao tomadas sobre leques de Riemann de tamanhos variados pro-

porcionais ao passo de tempo, o que permite escrever o esquema central (2.67) na forma
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semi-discreta como um sistema de equacoes diferenciais ordinarias, que pode ser acoplado
a um método para resolucao de sistemas de Equacoes Diferenciais adequado. Na Secao

2.10 sera apresentado o Método de Runge-Kutta para resolver estes sistemas de EDO.

2.9 Solucao da equacao de conveccao-difusao

Nesta secao, sera apresentada a equagao de conveccao-difusao unidimensional. Em se-
guida, sera abordada a utiliza¢do do esquema numérico KT [23] para aproximar a solu¢ao
de uma equacao puramente convectiva em conjunto com Método de Diferencas Finitas
e Médias Harmonicas, respectivamente, para aproximar a solucao de uma equagao pura-

mente difusiva.

2.9.1 Equacao de conveccao-difusao unidimensional

No fendémeno da gota de tinta que se dilui na agua, citado na Subsecao 1.9.1 do
Capitulo 1, a conveccao tem um papel maior que a difusao no transporte de massa. Se
fosse somente a difusao, levaria muito tempo para perceber colorir a dgua. Porém, nos
solidos, por exemplo, nao existe a conveccao e pode-se afirmar que o transporte de massa

é tipicamente por difusao.

Com isso, num escoamento de fluido mais geral deve ocorrer simultaneamente o feno-

meno de conveccao e de difusao. Desta forma, este fluxo serd expresso por
f(8,8:) =0-8—D - sy,

e a lei de conservacao torna-se
s+ (T-s—D-s,), =0.

Assumindo D constante, resulta na equacao de convec¢ao-difusao:

St +TV-8, =D - Spp. (2.68)

2.9.2 Meétodo KT com Diferencas Finitas para a Difusao

Considere a parte difusiva

sy — (D(s)ss), =0, (2.69)

onde D(s) = D sera considerado constante, em particular D = 1.
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Através da expansao da Série de Taylor para derivada segunda no espaco obtem-se:

S =5 +(AX) <§)n+(u)2 (625>n+

(Ax)* (633)"+

L (ax) (@%)”

oz ; 21 ox? i 3! ox3 i m) ox™ i
(2.70)

e
- =n ds\" (AX)? [9%s\" (AX)® [3s\" (AX)™ [(9ms\"
(2.71)

Somando (2.70) e (2.71) pode-se escrever:

n - n —nNn

— (AX)% [9%s\" (AX)4
entao,
(AX)2 (25\" w0 wn gen o (AX)
J

que implica em,
n - n

(%): PG, 9 <8m5>n,

Ozt m)!

i“s n_ _2(AX)m ams\"
ort i m! ox™m j’

S — gj—1)

J

2
6.Z‘j

(2] -

(2.72)

Em cada célula [;, resolve-se uma equagao diferencial da saturacao no tempo. Esta

equagao pode ainda ser escrita na forma conservativa, onde o fluxo numérico difusivo pode

ser aproximado por,

Sia(t) — S;(t
Proyolty = 21 S0 (2.73)
’ S S
() — 512
Pi_1p(t) ~ i )AXJ 1t) (2.74)
Substituindo (2.73) e (2.74) em (2.72) obtem-se:
828 " P‘+1/2(t> — P‘_l/g(t>
(7)< [Ban)= Prntt] o7
J
Juntando a parte convectiva (2.67),
d— H; t) — Hj_1o(t
—95(t) :_{ /2 )AX -2 )}, (2.76)

e a difusiva (2.75), obtem-se o esquema conservativo semi-discreto do método de segunda

ordem KT com Diferencas Finitas para a Difusao

5;(t) = -

dt AX

d— {Hj+1/2(t) - Hj—lﬂ@)} n

[ijz(t) - Pj_m@} L@

AX
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2.9.3 Meétodo KT com Médias Harmonicas para Difusao

Considere novamente a parte difusiva (2.69),
sy — (D(s)ss), =0,

e substituindo Q(s) = D(s)s,, pode-se escrever

ds 0 — (@ i1/ — QF_1)2)

% or [Q(s)], =’ =~ AX ‘ (2.78)

Para o célculo das Médias Harmonicas M7, j+1/2 € MIZj—l/2 serao utilizados os vizinhos

—~n

[D(gg?),D(gyﬂ)] e [D(??_l),D(Sj)], respectivamente,

[ ( 2 ) _ (2.D(§§).D(§j+1)>
T s teen /) \DE) + DS

Siy) | D(5y)

(

(2.79)
. 2 2.D(S,_,).D(S7)
MH,j_1/2 = 11 = D(E" )+D<§n)
. D(S7) ' D(S;_)) j—1 j
onde,
' 5., -5
Ty N (Mg,j+1/2>((5$)?+1/2) ~ (M j41/2) (%)
(2.80)

n ~ n n ~ n i B
j—1/2 ™~ (MH,j_1/2)((S$)j—1/2) ~ ( H,j—1/2) ( : AX] )

\

Substituindo (2.80) e (2.79) em (2.78) pode-se escrever:
2.D(5)).D(5.,,)
(S5) + (S AX
) _

) (
(S))\ (S; = Sis
(57) AX

2.D(5)).D(S},1)\ (Sji =S, \]
(o) (557)
2.D(S;_).D(SH\ (S; =S 1\]
<D<§?1>+D<§?>)< AX )

Esta equacao pode ainda ser escrita na forma conservativa, onde o fluxo numérico difusivo

|
%[Q(S)]t:t" ~ AX

@L—@‘)

1 2.D(S;_,).D
AX |\ D(S;_))+D

Portanto, pode-se escrever:

P\
6x2jNAX
_ 1
AX
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pode ser aproximado por,

(2D(E,(1)-DE51) (Spalt) = 5,0
Pt (s ) (a2 281
) . ((2:D(Sj-1(1)-D(S;(t) \ (S;(t) = Sj-1(t)
Pt~ (55 2 paay) (e ). e
Novamente, juntando a parte convectiva (2.67),
d— Hji1)0(t) — Hj1/0(t)
=5(t) = - [ TS } , (2.83)

obtem-se 0 esquema conservativo semi-discreto do método de segunda ordem KT, agora
com Médias Harmonicas para a Difusao

%Ej(t) _ {Hj+1/2(t)A—XHj1/2(t)} N {Pjﬂ/z(t)A—Xij(t)] '

(2.84)

2.10 Meétodo de Runge-Kutta

Nesta secao sera apresentado um método numérico para resolver Equacgoes Diferenciais
Ordinarias (EDO), a partir das formulagoes semi-discretas (2.77) e (2.84), descritas nas

duas secoes anteriores.

O método de Runge-Kutta pode ser entendido como um aperfeicoamento do método
de Euler com uma melhor estimativa da derivada da funcao, que busca uma melhor

estimativa da derivada, Kurganov e Tadmor [23].

Um método de Runge-Kutta de ordem n possui um erro da ordem de O((AX)"*1),

enquanto o método de Euler possui um erro da ordem O(AX).

A partir das formulagoes semi-discretas (2.77) e (2.84), resolve-se numericamente uma
Equagao Diferencial Ordinaria (EDO) em cada célula ;. Para isso, esta EDO sera discre-
tizada introduzindo um passo de tempo, através do método de Runge-Kutta com precisao

de segunda ou terceira ordem.

O passo de tempo introduzido para resolver numericamente esta EDO sera denotado
por Atgrk, onde RK sao as iniciais de Runge e Kutta, que para os exemplos numéricos
unidimensionais, é suficiente exigir a restri¢do, Shu [40], Shu e Osher [41] e de Butcher

[11]:
At gy

AX

- max |f'(s)] < TRK, (2.85)
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onde 1 < TRK < 1,5 para garantir a estabilidade do esquema numérico de Kurganov-
Tadmor. O termo T'RK significa Tempo do Runge-Kutta, obtido experimentalmente por
exemplos de aplicacoes numeéricas observados nos trabalhos de Shu [40], Shu e Osher [41]
e de Butcher [11].

Escrevendo o lado direito das equagoes (2.77) e (2.84) como R[w], para diferenciacao

central com a fungao w = {w;} tem-se:

Hji12(w) — Hj—1/2(w)1 N {Pj-kl/?(w) — Pi_ipp(w)

Rlw] = - AX AX

Esta equacao esta representada pela funcao:
- funcaoC(int j, double s[ ])

no codigo computacional "Kurganov-Tadmor"do Apéndice B.

Em termos do esquema avangado no tempo de Euler, w+At - Rlw], pode-se considerar

uma familia de esquemas de Runge-Kutta descrita da seguinte maneira,
S = ST+ (L=m) - (S"+ ALY, - R[ST]), (=1,2,...p—1
gntl — g(p)

onde os valores de 7, para os esquemas de segunda e terceira ordem no tempo estao

dispostos na Tabela 2.1, Kurganov e Tadmor |23].

Tabela 2.1: Método de Runge-Kutta para os esquemas de segunda e terceira ordem no
tempo.

Método de Runge-Kutta

72
Esquema de segunda ordem (p=2) 3+ —
Esquema de terceira ordem (p = 3) % %
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Capitulo 3

Resultados Numeéricos

Neste capitulo serao aplicados os quatro esquemas numeéricos estudados no Capitulo
2, LxF, LW, NT e KT, para aproximar solu¢oes numeéricas de leis de conservacao lineares

e nao lineares.

Para geracao dos resultados foi utilizado um notebook SONY VAIO, modelo PCG-
7184L, com processador Intel Core 2 DUO, memoéria 4GB RAM e disco rigido de
320GB.

O sistema operacional utilizado foi Linux Ubuntu 11.04. Para geracao dos c6digos
computacionais foi utilizada a linguagem de programacao C e o compilador GCC,
com geragao de arquivos de saida de dados (extensao ".dat"). Para geragao dos grafi-
cos foi utilizada ferramenta iterativa GRACE (GRaphing, Advanced Computation and
FEzploration of data).

Serao apresentados alguns problemas enfrentados quando tenta-se aproximar numeri-
camente a solucao de uma lei de conservacao, tais como o aumento da difusao numérica
(ou erro numérico), na medida que o passo de tempo diminui em consequéncia da condigao
de CFL, que estara restrita a equagao (2.12) do Capitulo 2, dada por:

PNVAN
FORx

Qopr — Max

<1 (3.1)

De acordo com Anderson |3|, a Figura 3.1 ilustra os efeitos da difusdo numérica na simu-
lacdo de uma descontinuidade. Nessa figura, (a) mostra a solugdo exata, (b) representa
uma solucao numérica tipica obtida por esquemas de primeira ordem, que sao dissipati-
vos, e como conseqiiéncia “suavizam” gradientes, e (¢) corresponde & solugao numérica ti-
pica de esquemas de segunda ordem, os quais sao dispersivos e, conseqiientemente, geram

oscilacoes nao-fisicas na solucgao.
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(a) (b) (c)

Figura 3.1: Efeitos da difusdo numeérica, mostrando: (a) A solucao exata; (b) O erro de
dissipagao; (c¢) O erro de dispersao, Anderson |3].

Em todas as aplicacoes, com a condicao inicial descontinua, sera calculada a velocidade
d
de propagacao da descontinuidade v = aa:(;, definida na Secao 1.7 do Capitulo 1, pela

equagao (1.42)
()= S sw) )
(L — sr) [s]

Sera calculada também, a distancia percorrida pela descontinuidade z¢ = v -t e a solucao

(3.2)

aproximada para uma malha bem refina (SMR) da respectiva condi¢ao inicial.

Na primeira Secao 3.1, sera apresentada uma aplicacao em que se aproxima a solucao
de uma equagio de convecgao com fluxo linear, f(s) = s, e condigao inicial descontinua.
Nesta aplicacao, serao usados os esquemas numéricos LxF, LW, NT e KT, associados
a mudancas da condicao de C'F'L, verificando o aumento da difus@o numérica em cada
esquema numérico e posteriormente estes esquemas serao comparados. Na Secao 3.2,
repete-se a aplicacao descrita na Secao 3.1, para a equacao de conveccao com fluxo nao li-
near de Burger’s e condicao inicial descontinua. Em seguida, serd aplicado o Exemplo 4 do
Apéndice A, onde a solucao da equacao Burger’s serd aproximada, com uma condi¢ao ini-
cial continua, individualmente nos esquemas numéricos Lax-Friedrichs, Nessyahu-Tadmor
e Kurganov-Tadmor, com mudanca da condi¢ao de C'F'L, verificando o aumento da difu-
sao numérica em cada esquema numeérico e posteriormente os esquemas seao comparados.
Finalizando a Secao 3.2, serao apresentados duas aplicagoes, onde a solucao da equacao
de conveccao com fluxo nao linear de Buckley-Leverett serd aproximada com esquemas
numéricos Nessyahu-Tadmor (NT) e Kurganov-Tadmor (KT), nimero de CFL = 0.45

e condicao inicial descontinua. Na primeira aplicacao, sera utilizada a funcao de fluxo
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(1.50),

82

O =sra—er

e na segunda aplicagao, sera utilizada a fungao de fluxo (1.55),

o= ()

24+ (1—s)?
vistas na Se¢ao 1.10 do Capitulo 1.

Finalizando este capitulo, na Secao 3.3, serao apresentados trés aplicagoes com o
esquema Kurganov-Tadmor (KT) aproximando a solugao da equagao de convecgao-difusao
com fluxo nao linear e condicao inicial descontinua. Sera utilizada a condi¢ao de CFL =
0.45, para todas as aplicacoes, alterando apenas os coeficientes de difusao constantes
D;, comparando o tempo de processamento (CPU) para cada um destes coeficientes de
difusao, por meio das Tabelas 3.1, 3.2 e 3.3. Na primeira aplicacao, com a equacao de
Burger’s e as duas tultimas, referentes a Equacao Buckley-Leverett, como as da Secao 3.2
utilizando as fungao de fluxo (1.50) e (1.55), respectivamente, ja vistas na Se¢ao 1.10 do

Capitulo 1.

3.1 Equacao de conveccao com fluxo linear

Comecando com uma equagao de convecgao com fluxo linear, f(s) = s, e condicao
inicial descontinua. Serd aplicada individualmente, nos esquemas numéricos LxF, LW,
NT e KT, a mudanca da condicao de CF'L, com os valores 0.45, 0.20 e 0.05, para verificar
o aumento da difusao numérica em cada esquema numérico e posteriomente, em uma

mesma figura, com excecgao do Método de Diferencas Finitas LW.

3.1.1 Equacao Linear

Vamos utilizar os quatro esquemas numéricos para aproximar a solucao da equacao
linear dada por
st+s, =0, z€(0,1), te(0,1/2), (3.3)
com condicao inicial
1, se <0
s(x,0) = so(x) =

0 se >0
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Onde considera-se a fungao de fluxo f(s) =s = f'(s) = 1.

As solucgoes numéricas para estas aplicagoes foram calculadas no tempo T'_total = 0.5,
com tamanho da malha computacional N = 100 pontos e os valores de C'F'L considerados

foram 0.45, 0.20 e 0.05, respectivamente.

A velocidade de propagagao da descontinuidade (3.2) sera dada por

WSO
-0

em consequéncia, a distancia percorrida pela descontinuidade zo = v - t sera

ze=1-05=05. (3.4)

As Figuras 3.2 e 3.4 mostram as solucoes para os métodos LxF e N'T, respectivamente.
Elas indicam que diminuindo o ntimero de C'F'L e, consequentemente, o passo de tempo
At.f, deixando fixo o espacamento AX da malha, as solucoes numéricas geradas pelos
esquemas numéricos LxF e NT. No tempo ¢ = 0.5, como visto acima em (3.4), localiza o
salto aproximadamente em x = 0.5. Porém, a descontinuidade esté fortemente suavizada,
sofrendo um aumento da difusao numérica. O mesmo nao acontece no esquema numérico

KT, veja Figura 3.5.

Na Figura 3.3, observa-se que no esquema numérico LW nao é possivel determinar
exatamento onde ocorre o salto, devido as oscilagoes. Assim, verifica-se que o Método
de Diferencas Finitas Lax-Wendroff (LW) fornece-nos a velocidade correta de propagagao
da descontinuidade mas, nao resolve adequadamente a descontinuidade pois seu termo
principal é um termo dispersivo. Por este motivo, este esquema numérico nao sera utili-
zado nas aplicagoes mostradas nas Figuras 3.6, 3.7 e 3.8, onde se compara, em um mesmo
grafico, a difusao numérica dos esquemas numéricos LxF, NT e KT, a medida que o passo

de tempo diminui em consequéncia da condicao de C'F'L.

3.2 Equacao de conveccao com fluxo nao linear

Nesta se¢ao, repete-se a aplicagao descrita na primeira Secao 3.1, para a equacao de
conveccao com fluxo nao linear de Burger’s e condicao inicial descontinua. Em seguida,
aplica-se o Exemplo 4 do Apéndice A, onde a solugao da equacao Burger’'s é aproxi-
mada com uma condicao inicial continua, variando a condicao de C'F'L e comparando os

esquemas numéricos LxF, LW, NT e KT.
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08

0,6

s(x,0)

04

0,2

Lax-Friedrichs (LxF) - Linear
(N =100; T_tod = 0.5; 5(x,0) = 1, sex<=0 e §(x,0) = 0, se 0<x<1)

O o) T T T T
Dzt 2

SMR b
CFL =0.45
CFL =0.20
CFL =0.05

O ¢ o

0 0.2 0.4 0,6 08 1

Figura 3.2: Solucao aproximada da Equacao Linear usando o esquema numérico LxF para

condicoes de CF'L

15

s(x,0)

diferentes.

Lax-Wendroff (LW) - Linear
(N =100; T_toa =0.5; s(x,0) = 1, se x<=0 e §(x,0) = 0, se 0<x<1)

— SMR

o—o CFL =045
o— CFL =0.20
o—o CFL =0.05

Figura 3.3: Solucao aproximada da Equacao Linear usando o esquema numérico LW para

condicoes de C'F'L

diferentes.
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Nessyahu-Tadmor (NT) - Linear

(N =100; T_toa =0.5; 5(x,0) = 1, se x<=0 e §(x,0) = 0, se 0<x<1)

2 \ ‘ \ ‘ \ ‘ \
— SWR
- « CFL=045 T
o CFL=020
15| o CFL=005 |

s(x,0)

Figura 3.4: Solucao aproximada da Equacao Linear usando o esquema numérico N'T para
condi¢oes de C'F'L diferentes.

Kurganov-Tadmor (KT) - Linear
(N =100; T_toa =0.5; s(x,0) = 1, se x<=0 e §(x,0) = 0, se 0<x<1)

1 ‘ T ‘ T
?
L A — SMR b
° e CFL=045
08 g o CFL=020 ]
' o CFL=0.05
06— { —
)
X i J ]
w
04+ —
e
02— o |
L . 4
0 \ \
0 0.2 04 0,6 08 1
X

Figura 3.5: Solucao aproximada da Equacgao Linear usando o esquema numérico KT para
condicoes de C'F'L diferentes.
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Linear - CFL =0.45

(N =100; T_toa =0.5; 5(x,0) = 1, se x<=0 e §(x,0) = 0, se 0<x<1)

2 T ‘ T ‘ T ‘ T ‘ T
i — SMR

o LxF

o NT

15 e KT

s(x,0)

Figura 3.6: Solucao aproximada da Equacgao Linear usando os quatro esquemas numeéricos

LxF, LW, NT e KT para condicao de C'FL = 0,45.

Linear - CFL =0.20

0 e s(x,0) =0, se 0<x<1)

(N =100; T_toa = 0.5; 5(x,0) = 1, se x<=l
— - <

08—

0,6

s(x,0)

04}

02

— SMR

e & O

LxF
NT
KT

Figura 3.7: Solucao aproximada da Equacao Linear usando os trés esquemas numeéricos

LxF, NT e KT para condicao de C'F'L = 0, 20.
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Linear - CFL = 0.05

(N =100; T_toa =0.5; (x,0) = 1, se x<=0 e 5(x,0) = 0, se 0<x<1)

1 ""44.01,,"""" ‘. I ‘ ‘ ‘
L o — SMR b
o LxF
08k 9 o NT —
o KT
0,6
S
. L
w
041
02
0 | | 2, Do 11 18
0 02 04 06 08 1

Figura 3.8: Solucao aproximada da Equacao Linear usando os trés esquemas numeéricos
LxF, NT e KT para condi¢ao de C'F'L = 0, 05.

Finalizando esta secao, através de duas aplicagoes, aproximamos a solucao da equacao
de convecgao com fluxo nao linear de Buckley-Leverett com esquemas numéricos LxF,
NT e KT, em uma mesma figura, com uma condicao inicial descontinua e condicao de
CFL = 0.45. Na primeira aplicacdo utiliza-se a fun¢ao de fluxo (1.50), e na segunda a

fungao de fluxo (1.55), vistas na Secao 1.10 do Capitulo 1.

3.2.1 Equacao de Burger’s

e Aproximando a solucao da equacao de Burger’s:

st+ f(s). =0, 2€(0,1), t>0 (3.5)
com condicao inicial
1, se <0
s(x,0) = so(x) = : (3.6)
0 se >0

Onde considera-se a fungao de fluxo f(s) = (%) = f'(s) = s.

As solugoes numéricas para estas aplicacoes foram calculadas no tempo 1T total = 1,

tamanho da malha computacional N = 100 pontos e os valores de C'F'L considerados
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foram 0.45, 0.20 e 0.05, respectivamente.

No Exemplo 8 do Apéndice A, foi calculada a velocidade de propagacao da descon-
tinuidade para a equacao de Burger’s. Para esta aplicacao, a velocidade sera descrita

como

U_(8L+8R)_(1+O)—1
- 2 2

Em consequéncia, a distancia percorrida pela descontinuidade x¢c = v - t sera

ro=0.5-1=0.5.

As Figuras 3.9 e 3.11 correspondentes aos métodos LxF e NT, respectivamente, no-
vamente indicam que diminuindo o nimero de C'F'L e, consequentemente, o passo de
tempo At.s, deixando fixo o espacamento AX da malha, as solu¢des numéricas geradas
pelos esquemas LxF e NT no tempo 17" total = 1 localiza o salto aproximadamente em
x = 0.5. Porém, a descontinuidade continua suavizada, sofrendo um aumento da difusao
numérica. O mesmo, como na aplicacao anterior, nao acontece no esquema numérico KT,

veja Figura 3.12.

Observando a Figura 3.10, verifica-se que no esquema numérico Lax-Wendroff nao é
possivel decidir exatamente onde ocorre o salto, devido as oscilagoes. Com isso, o0 Método
de Diferencas Finitas Lax-Wendroff (LW) fornece-nos a velocidade correta de propagagao
da descontinuidade mas, nao resolve adequadamente a descontinuidade, tanto para a
equacao com a funcao de fluxo linear, quanto para equacao com a funcao de fluxo nao
linear, devido as oscilagoes. Novamente, este esquema numérico nao serd incluido nas
Figuras 3.13, 3.14 e 3.15, onde em um mesmo grafico, compara-se a difusao numérica
dos esquemas numeéricos LxF, NT e KT, & medida que o passo de tempo diminui em

consequéncia da condicao de C'F'L.

e Considerando agora a equagao de Burger’s (3.5), com a condicao inicial continua
dada por:
s(x,0) = 0.5+ sinz, para 0 <z <6.5. (3.7)

Aproxima-se com os esquemas numéricos LxF, NT e KT, a solucao desta equacao.

No Exemplo 4 do Apéndice A, é calculado o tempo de quebra T;, em que ha formacao
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s(x,0)

0,4

0,2

Figura 3.9: Solucao aproximada da equacao de Burger’s usando o esquema numérico LxF

Lax-Friedrichs (LxF) - Burger's

(N =100; T_toa =1; 5(x,0) = 1, sex<=0 e §(x,0) = 0, se 0<x<1)

para condicoes de C'F'L diferentes.

2 \ ‘ \ ‘ \ ‘ \
— SMR
e CFL =045 T
—— CFL=020
15 — CFL=005| |
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Figura 3.10: Solucao aproximada da equacao de Burger’s usando o esquema numérico LW
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Lax-Wendroff (LW) - Burger's
(N =100; T_toa = 1; 5(x,0) = 1, se x<=0 e 5(x,0) = 0, se 0<x<1)

para condicoes de C'F'L diferentes.

X
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Nessyahu-Tadmor (NT) - Burger's

(N =100; T_toal =1; (x,0) =1,

sex<=0e 5(x,0) = 0, se 0<x<1)

2 \ ‘ \ ‘ \ ‘ \
— SMR
i e CFL=045 il
o CFL=0.20
15l o CFL=005 |
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<o 000
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0 0,2 0,4 0,6 08 1
X

Figura 3.11: Solu¢ao aproximada da equagao de Burger’s usando o esquema numérico N'T
para condicoes de C'F'L diferentes.

Kurganov-Tadmor (KT) - Burger's

(N =100; T_toa = 1; 5(x,0) =1,

sex<=0 e §(x,0) = 0, se 0<x<1)

1 W I T T
L g\/l R m
e CFL=045
08l © CFL=020 _
o o CFL=005
06 i
&)
< |
v
04 -
02 -
o]
L ® |
0 \ \
0 02 04 06 0.8 1
X

Figura 3.12: Solucao aproximada da equacao de Burger’s usando o esquema numérico KT
para condicoes de C'F'L diferentes.



Programa de Pds-Graduacdo em Modelagem Computacional em Ciéncia e Tecnologia - UFF 03/12/2012.

3.2 Equacao de convecgao com fluxo nao linear

Burger's- CFL = 0.45

(N =100; T_tod =1; 5(x,0) = 1, sex<=0 e §(x,0) = 0, se 0<x<1)

2 \ ‘ \ ‘ \ ‘ \
— SMR
o LxF
o NT
15 o KT
(=)
x 1 ooppssesy
%
w o
o}
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8
[o]
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-0000
0 \ \ o |
0,2 04 0,6 0,8
X

Figura 3.13: Solucao aproximada da equacao de Burger’s, com a condicao inicial descon-
tinua, esquemas numéricos LxF, NT e KT, CFL = 0, 45.

Burger's- CFL =0.20
(N =100; T_toal =1; s(x,0) = 1, se x<=0 e §(x,0) = 0, se 0<x<1)

1 ¥ P W 03 T T T
°
. %o o — SMR| 1
o o LxF
08 o 1. o NT
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0 0,2 04 0,6 0,8 1
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Figura 3.14: Solucao aproximada da equacao de Burger’s, com a condicao inicial descon-
tinua, esquemas numeéricos LxF, NT e KT, CFL = 0, 20.
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Burger's- CFL = 0.05
(N =100; T_toal =1; 5(x,0) = 1, sex<=0 e §(x,0) = 0, se 0<x<1)
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Figura 3.15: Solucao aproximada da equacao de Burger’s, com a condicao inicial descon-
tinua, esquemas numéricos LxF, NT e KT, CFL = 0, 05.

de choque para este exemplo,

onde a solugao no tempo ¢ é dada por

1

~ min v'(z)

1

* min cos(z)

s(x,t) = 0.5+ sin(xg) = 0.5 + sin(x — st).

(3.8)

Observou-se também, que para um tempo posterior ao choque, por exemplo ¢t =2, a

solucao, se existisse, seria uma triple valued function, isto é, uma solu¢ao com trés valores

em cada ponto, cujo grafico é mostrado na Figura A.3 do Apédice A.

s(x,2) = 0.5 4 sin(z — 2s(x, 2)).

(3.9)

A malha computacional usada é de N = 100 pontos e os nimeros de C'F'L considerados

sao 0.60, 0.20 e 0.05, para cada um dos esquemas numéricos.
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As Figuras 3.16 e 3.17, indicam que mesmo com a condi¢ao inicial continua, dimi-
nuindo o nimero de C'F'L e, consequentemente, o passo de tempo At.y;, deixando fixo
o espacamento AX da malha, as solugoes numéricas geradas pelos esquemas LxF e NT
sofrem de crescente difusao numérica.

acontece com esquema numérico KT, veja a Figura 3.18.

O mesmo, como nas aplicacoes anteriores, nao

Lax-Friedrichs (LxF) - Burger’s
(N=100; T_total = 2.0; s(x,0) = 0.5 +sin(x), 0 < x <6.5)

- SMR

o]
*

CFL =0.60

CFL=0.20
CFL=0.05

Figura 3.16: Solucao aproximada da equacao de Burger’s, esquema numérico LxF.

Nessyahu-Tadmor (NT) - Burger's
(N=100; T_total = 2.0; s(x,0) = 0.5 +sin(x), 0 <x < 6.5)

e CFL=0.60
= SMR

o CFL=0.20

+ CFL=0.05

Figura 3.17: Solucao aproximada da equacao de Burger’s, esquema numérico NT.

Nas Figuras 3.19, 3.20 e 3.21, compara-se em um mesmo graficos a difusao numérica

dos esquemas numéricos LxF, NT e KT, & medida que o passo de tempo diminui.
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Kurganov-Tadmor (KT) - Burger’s

(N=100; T_total = 2.0; s(x,0) = 0.5 +sin(x), 0 <x < 6.5)

2 T I T I T | T I T I T

I T

L]
—
o
*

CFL=0.60
SMR

CFL=0.20
CFL=0.05

s(x,0)

Figura 3.18: Solucao aproximada da equacao de Burger’s, esquema numeérico KT.

Burger's - CFL = 0.60
(N=100; T_total = 2; s(x,0) = 0.5 +sin(x), 0 < x < 6.5)

LxF

Figura 3.19: Aproximagao da equagao de Burger’s, LxF, NT e KT, CFL = 0, 60.
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Burger’s - CFL = 0.20

(N=100; T_total = 2; s(x,0) = 0.5 +sin(x), 0 < x < 6.5)
2 T | T I T | T | T I T I T

o LxF

s(x,0)

Figura 3.20: Aproximacao da equagao de Burger’s, LxF, NT e KT, CFL = 0, 20.

Burger’'s - CFL = 0.05
(N=100; T_total = 2; s(x,0) = 0.5 +sin(x), 0 < x < 6.5)
2
T I T I T I T | T I T I T

Figura 3.21: Aproximagao da equagao de Burger’s, LxF, NT e KT, CFL = 0, 05.
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3.2.2 Equacao de Buckley-Leverett

Finalizando a Secao 3.2, serao apresentadas duas aplicacoes, onde aproxima-se a So-
lugao da equagao de conveccao com fluxo nao linear de Buckley-Leverett com esquemas
numéricos NT e KT, em uma mesma figura, com uma condicao inicial descontinua e con-
digdo de CFL = 0.45. Serao utilizadas duas fungoes de fluxo distintas (1.50) e (1.55),

respectivamente, vistas na Secao 1.10 do Capitulo 1.

e Serd aproximada, com os esquemas numéricos NT e KT, a solucao da Equacao de
Buckley-Leverett,
ss+f(s),=0, ze(-1,2), t>0

com condicao inicial

2
e funcao de fluxo dada por f(s) = (ﬁ)
s -3

As solugoes numéricas para esta aplicacao foram calculadas no tempo 1T'_ total = 0.5,

tamanho da malha computacional N = 300 pontos e CFL = 0.45.

A velocidade de propagagao da descontinuidade (3.2), para esta aplicagdo sera dada
por

G710
0-1n

em consequéncia, a distancia percorrida pela descontinuidade zo = v - t sera

rc=1-0.5=0.5.

Observando a Figura 3.22, verifica-se que o esquema numérico K'T possui a melhor so-

lugao aproximada para Equacao de Buckley-Leverett, quando comparado com o esquema

2
numérico NT, para a funcao de fluxo dada por f(s) = ﬁ)
S — S

e Aproximando, novamente, com os esquemas numéricos NT e KT, a solucao da

Equacao de Buckley-Leverett,

ss+ f(s),=0, xze(-1,1), t>0
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Buckley-Leveret: Convectivo
(N =300; T_total = 0.5; 5(x,0) = 1, se-1<x<=0 e §(x,0) = 0, se 0<x<2)

1 T ‘ T T ‘ T ‘ T ‘ T
i — SMR| 1
o KT
08— » NT -
06 [ .
)
< I ,
w
041 i -
- el .
02 o .
0 \ \ I O | |
-1 05 0 05 1 15 2

Figura 3.22: Solucao aproximada da Equacao de Buckley-Leverett usando os esquemas
numéricos NT e KT

com condicao inicial

0, —-1<z<0
s(x,0) = so(x) = ;
1, O<z<l1

2(1 — g)2
e funcao de fluxo dada por f(s) = <_%>

As solugoes numéricas para esta aplicacao foram calculadas no tempo T total = 1.0,

tamanho da malha computacional N = 200 pontos e CF L = 0.45.

A velocidade de propagagao da descontinuidade (3.2), para esta aplicagao sera dada
por

()~ £ (1)
(0-1)

= 07
em consequéncia, a distancia percorrida pela descontinuidade x¢ = v - t sera
rc=0-1=0.

Logo, o sistema esta estacionado.
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Buckley-Leveret: Convectivo

(N =200; T_total = 1; CFL = 0.45; 5(x,0) = 0, se-1<x<=0 e §(x,0) = 1, se 0<x<1)
1
‘ \ ‘ \ ' T

- |— SMR 1
08— | = NT —

06 /J |
il / |

02+ _

s(x,0)

0 05 1
X

Figura 3.23: Solucao aproximada da Equacao de Buckley-Leverett usando os esquemas
numéricos NT e KT

Observa-se na Figura 3.23 que o esquema numérico NT apresenta uma boa apro-
ximacao da SMR. Porém, solucao aproximada do esquema numérico KT nao corres-
ponde com a solucao fisica desta equacao de conveccao, com a funcao de fluxo nao linear

B s2(1 — s)?
0= (-3

Segundo Aziz |4], quando a equacdo diferencial nao estd bem posta, a mesma pode
possuir mais de uma solucao em problemas puramente hiperboélicos nao lineares. Com isso,
o esquema numeérico pode convergir para uma das solucoes matematicamente possivel,
mas fisicamente incorreta. Este problema pode ser contornado adicionando restricoes ao

modelo mateméatico, como por exemplo a introducao de termos que considerem pequenas

viscosidades.

Na proxima secao este mesmo exemplo serd aplicado para equacoes de conveccao-

difusao, acrescentando e variando os coeficientes de difusao D;.

3.3 Equacoes de conveccao-difusao com fluxo nao linear

Considere a equacao de conveccao-difusao do tipo

S + f(s)x = (D(S)Sw)z ’ D(S) > 0, (3'10)
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sujeitas a condigao inicial,
s(z,0) = so(x), VaeR,

onde s = s(z,t) : R x RT — R é uma ¢ uma quantidade conservada e f(s) é chamada

funcao de fluxo.

Com o esquema numérico KT, serao aplicados trés exemplos, um exemplo para equa-
cao de convecgao-difusao de Burger’s e dois exemplos para equacao de conveccgao-difusao
de Buckley-Leverett, como as dos exemplos da Secao 3.3.2. Para todos exemplos a con-
digao inicial s(x,0) = so(x) serda descontinua, ntimero de C'FL = 0.45 e os coeficientes
de difusao constantes Dy, Do, D3 e Dy4. Por meio das Tabelas 3.1, 3.2 e 3.3, podera ser

observado o tempo de processamento (CPU) para cada um destes coeficientes de difuséo.

3.3.1 Equacao de Burger’s

Utilizando o esquema de Kurganov-Tadmor (KT) para aproximar a solu¢do da equa-
cao de Burger’s
si+ f(s)e = (D.sg),, x€(0,3), t>0, (3.11)

com condicao inicial,
1, 0<z<1
s(z,0) = so(x) =

0, 1<ax<3
2
Onde considera-se D(s) = D > 0 constante e a funcao de fluxo f(s) = <5> :
As solugoes numéricas foram calculadas no tempo T,y = 1, tamanho da malha

N = 300 pontos, condicao de CF L = 0.45 e quatro coeficientes de difusao D;.

Tabela 3.1: Tempo de processamento para aproximacao da Equacao de Burger’s, repre-
sentada pela Figura 3.24.

| D;=1E-i=10"* | Tempo de processamento (segundos) |
D;=1E-1=107"1 0.960000
Dy—=1E-2=1072 0.900000
D3=1E-3=107*° 0.870000
Dy4=1E-14=10"* | 0.670000

A Tabela 3.1 relaciona o tempo de processamento para Equacao de Burger’s com
quatro coeficientes de difusao D; distintos apresentados na Figura 3.24. Observa-se que

o tempo de processamento pode ser reduzido com a diminuicao do coeficiente de difusao,
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ou seja, a solucao aproximada com coeficiente de difusao D; = 10~! apresenta um custo
computacional maior quando comparada a solugao com o coeficiente de difuao Dy =
10—14

Kurganov-Tadmor (KT)
(N=300; CFL =0.45; T total =1, 0<x<3)

 1=1E-1 .
 2=1E-2
 3=1E-3 |

D
D
D
D_14=1E-14

e O %

s(x,0)

Figura 3.24: Solucao aproximada da equacao Burger’s usando o esquema KT e coeficientes
difusivos Dl, DQ, D3 e D14.

3.3.2 Equacao de Buckley-Leverett
e Considere a Equacao de Buckley-Leverett
se+ f(s), =(D.sy),, ze€(=1,2), t>0, (3.12)
com condicao inicial,

1, —-1<2<0

0, O<ax<?2

82

Onde foi considerado D(s) = D > 0 constante e a funcao de fluxo f(s) = <

As solucoes numeéricas foram calculadas no tempo Tjp = 0.5, tamanho da malha
N = 300, CFL = 0.45 e quatro coeficientes difusivos D;. A Tabela 3.2 relaciona o tempo

de processamento para Equacao de Buckley-Leverett com quatro coeficientes de difusao

2+ (1—s)?

)
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D; distintos apresentados na Figura 3.25. Novamente, observa-se que o tempo de proces-
samento pode ser reduzido com a diminuicao do coeficiente de difusao, ou seja, a solugao
aproximada com coeficiente de difusdio D; = 107! apresenta um custo computacional
maior quando comparada a solucdo com o coeficiente de difudo Dy = 107,

Kurganov-Tadmor (KT)
(N=300; CFL =045; T total =0.5; -1<x<2)

1 T T T ‘
- « D1=1F1 |-
. D 2=1E2
08} s D 3=1E3 []
I - D_14=1E-14| |
__06 _
) %
< & 1
k.8 i
0,4 4 _
02 .« v -
0 | | | sa k ‘ |
1 05 0 05 1 15 2

Figura 3.25: Solucao aproximada da Equacao Buckley-Leverett usando o esquema KT e
coeficientes difusivos Dy, Dy, D3 e D1y.

e Considere agora a Equacao de Buckley-Leverett (3.12), z € (—1,1), com a funcao

de fluxo f(s) = <_ (1 - s)?

m) € COIldi(;éO inicial
S — S

0, —1<z<0
s(x,0) = so(x) = ;
1, O0<z<1

As solugoes numéricas foram calculadas no tempo Ty = 1, tamanho da malha

Tabela 3.2: Tempo de processamento para aproximacao da Equacao de Buckley-Leverett,
representada pela Figura 3.25.

| D;=1E-i=10—* | Tempo de processamento (segundos) |

Dy=1E-1=10""! 2.740000
Dy—1E-2=1077 1.170000
D3=1E-3=107* 0.130000
Dy4—1E-14=10" | 0.080000
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N =200, CFL = 0.45 e quatro coeficientes difusivos D;. A Tabela 3.3 relaciona o tempo

Tabela 3.3: Tempo de processamento para aproximacao da Equacao de Buckley-Leverett,
representada pela Figura 3.26.

H D,=1E-i=10"* \ Tempo de processamento (segundos) H
D=1E-1=107! 0.510000
Dy—=1E-2—1072 0.430000
D3—=1E-3=1073 0.040000
Dy,—1E-14=10"'* | 0.030000

de processamento para Equacao de Buckley-Leverett com quatro coeficientes de difusao
D; distintos apresentados na Figura 3.26. Novamente, observa-se que o tempo de proces-
samento pode ser reduzido com a diminuicao do coeficiente de difusao, ou seja, a solucao
aproximada com coeficiente de difusdio D; = 107! apresenta um custo computacional

maior quando comparada a solucao com o coeficiente de difudao Dy, = 10714

Kurganov-Tadmor (KT)
(N=200; CFL=045; T total =1, -1<x<1)

1 \ \ "
° o
D_1=1E-1
D_2=1E-2
0,8 D_3=1E-3
D_14=1E-14 .

0,6

s(x,0)

0,4

0,2

>

05 1

Xor-

Figura 3.26: Solucao aproximada da Equacao Buckley-Leverett usando o esquema KT e
coeficientes difusivos Dy, Do, D3 e Dyy.
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Capitulo 4

Conclusoes e Trabalhos Futuros

4.1 Conclusoes

Neste trabalho foram apresentadas as idéias bésicas do Método de Volumes Finitos
(MVF) em 1D, para obter solu¢oes numéricas aproximadas de leis de conservacao lineares
e ndo lineares, através do Algoritmo REA (Reconstruct, Evolve, Average), proposto por
Godunov [19].

No Capitulo 3, Resultados Numéricos, observou-se que o Método de Diferencas Finitas
(MDF) Lax e Wendroff [26] fornece a velocidade correta de propagagao da descontinuidade
mas, produz oscilagoes espiirias na presenca de descontinuidades, para leis de conservagao
lineares e nao lineares, e nao resolve adequadamente a descontinuidade pois seu termo

principal é um termo dispersivo.

Verificou-se que as solugoes numeéricas geradas nos exemplos do Capitulo 3, pelos
esquemas numeéricos Lax-Friedrichs [17] e Nessyahu-Tadmor [31], estao fortemente suavi-
zadas, sofrendo um aumento da difusao numeérica, principalmente com a diminuicao do
nimero da condigao de C'F'L e, consequentemente, o passo de tempo At.y. O mesmo nao

acontece no esquema numérico Kurganov-Tadmor [23].

Na formulagao semi-discreta do esquema numérico Kurganov-Tadmor [23], foi apresen-
tado o método iterativo de Runge-Kuta, para resolver uma equagcao diferencial ordinaria
em cada célula I;, onde os leques de Riemann estao dentro do dominio onde se calcula
cada média em célula. Com isso, as médias sao tomadas sobre leques de Riemann de
tamanhos variados proporcionais ao passo de tempo, nao sofrendo de aumento da difu-
sao numérica com a diminuicao do nimero da condicao de C'F'L e, consequentemente, o

passo de tempo At.g. Por isso, pode-se escrever o esquema numérico Kurganov-Tadmor
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(KT) nas formas semi-discretas (2.77) e (2.84), como um sistema de equagoes diferenciais

ordin&rias.

O esquema numérico Kurganov-Tadmor [23], apesar de parecer ser um método nu-
mérico muito bom para capturar choques, convergiu para uma das solu¢coes matematica-
mente possivel, mas fisicamente incorreta, como foi observado na Figura 3.23, da equacao
de convecgao nao linear de Buckley-Leverett com a fung¢ao de fluxo (1.55),

o= (-5,

2+ (1—s)?
vista nos Capitulo 1 e Capitulo 3.

Finalizando, observou-se na Seccao 3.3 por meio das Tabelas 3.1, 3.2 e 3.1, que nas
trés aplicac¢oes para equaccao de convecccao-difusao, tempo de processamento pode ser
reduzido com a diminuicao do coeficiente de difusao, ou seja, a solucao aproximada com
coeficiente de difusao D; = 107! apresenta um custo computacional maior quando com-

parada & solucdo com o coeficiente de difusdao Dy = 10714,

4.2 'Trabalhos Futuros

A continuacgao deste trabalho, seria sua extensao para maiores dimensoes no espaco,
2D e 3D.

Aplicacao em diversos problemas, como nas areas de Mecanica dos fluidos, Dinadmica

dos gases, Actstica e Biomecéanica.
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APENDICE A - Exemplos do Capitulo 1

Neste Apéndice serao apresentados 09 (nove) exemplos tedricos extraidos de Thomas

[44], com objetivo de ilustrar alguns conceitos abordados no Capitulo 1.

Exemplo 1. Seja s; + s, = 0 uma equacgao linear com a condi¢ao inicial dada por
so(x) = 0.5+ sin(x), x € [0,1], deseja-se encontrar as curvas caracteristicas no tempo
to = 0 para uma equacgao de conveccao linear.

1

v
linear, relacionada com o ponto xy serd dada por

Solucao: Nesse exemplo v = 1 e — = 1. Logo, a curva caracteristica para o caso

x(t) =vt+xg =t + x0.

Ao longo destas curvas caracteristicas s(z,t) é constante e seu valor em qualquer ponto

(x,t) é dado por
s (z,t) = 59 (2, 0) = so (zo) = 0.5+ sin(xy) = 0.5 + sin(x — ), (A.1)

pois aqui zg = x — .

Exemplo 2. Considere a equagao de Burger’s em [0, 1]

St + (%ﬁ)x =0 (A.2)

com a condi¢ao inicial so(x) = sin(27x), x € [0, 1].

~ 1 : :
Solugdo: Nesse caso, tem-se f(s) = =s” e f'(s) = s. A curva caracteristica relacio-

2
nada com o ponto xy sera dada por:

x(t) = f(s0)t + xo = sin(2mxg)-t + x.

Na Figura A.1, sera apresentado o gréafico da condigao inicial so(z) = sin(27z) (curva

pontilhada) e das retas caracteristicas, onde o eixo vertical representa ambos s¢ e t,
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possibilitando a apresentagao dos graficos de sy e das caracteristicas ao mesmo tempo.

1 1
Note que para cada ponto z( € [0, 1] a inclinagao da caracteristica é = — .
So(zg)  sin(2mzg)
Verifica-se ainda que as caracteristicas se interceptam ao longo da linha vertical z = 0,

que é caracteristica associada com zy = B e todas as curvas caracteristicas se interceptam

ao longo desta linha, devido a simetria na condicao inicial.

l CAARLM l ARt
. ‘e ¢
t . . t .
[ s “ .
I /! .
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s .
/ s e
{ ayd e 5 "\
£ A o N - Y £ R
A .3 N )
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"
. L ' L
. .
U U
Ll L]
+ +
. Ll
B
. M . b' -
4 . ' . . . 3 . N A 8 . .
-1 -I
0 X 1 0 X 1

Figura A.1: Gréfico da condigao inicial so(z) = sin(27x) e das curvas caracteristica com

1
inclinagio ——, Thomas [44].

So()

O significado da intersecao das caracteristicas é que nesse ponto a solucao tera mais

de um valor.

Exemplo 3. Seja a mesma equacao de Burger’s do exemplo anterior, porém com a con-

digao inicial so(z) = 0.5 +sin(z), xR, t>0.
Solugao: A curva caracteristica relacionada com o ponto xzy serd dada por

x(t) = f(s0)t + xo = (0.5 + sin(zo))-t + xo.

A solucao deste problema no tempo ¢ serda dada por:

s(x,t) = s (x,0) = so (zo) = 0.5+ sin(xy) = 0.5 + sin(x — st), (A.3)

pois aqui xy = x — st, Thomas [44].

Exemplo 4. Determine o tempo em que hd formagao de choque para equagao de Burger’s
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dada por
sit (35%), =0 z€R, >0

s(xz,0) =0.5+sin(z) z€R

Solugao: Aplicando diretamente a equagao (1.29), determinada acima para o caso

geral, obtem-se:

1

-~ minv'(zg)
1

~ min cos(z)

1

(=1)

= T,=1.

T, =

Como foi visto na secao 1.3, a solugao para este exemplo no tempo ¢ é dada por:
s(x,t) = 0.5+ sin(zg) = 0.5 + sin(z — st). (A.4)

No sentido classico, a solugao s6 existe até o tempo de quebra 7, = 1, como mostra a
Figura A.2.

s(x,1) = 0.5 + sin( x-1* g(x,1))
(T_b=1 0<x<7)
2 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

s(x,1)

Figura A.2: Solugao no tempo t = 1.

Para um tempo posterior ao choque, por exemplo ¢ = 2, a solucao, se existisse, seria
uma triple valued function, isto é, uma solug¢ao com 03 (trés) valores em cada ponto, cujo

grafico € mostrado na Figura A.3.

s(x,2) = 0.5+ sin(x — 2s). (A.5)
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s(x,2) = 0.5 + sin(x -2 * s(x,2))
(Tb=20<x<7)
2 ‘ ‘ N

1,5
]%

~

vi

z

mn,: A.
0%

05 . | . | . | N |
) 1 2 3 4 5

Figura A.3: Solucao triple valued function, no tempo ¢t = 2.

Para calcular a abscissa x¢ do ponto de choque A = (zg, s¢), usa-se regra de igualdade
de area, observando que o valor de s¢ é o ponto médio do valor maximo sy, 4y € do valor

minimo sp,;;, da solucao. Eles correspondem aos valores da solu¢ao nos seus pontos de

quebra T}, que sao raizes de
s' = cos(x — 2s)(1 — 2s) =0,
Se (1 —2s = 0) na expressao acima, entao s = 0.5 satisfaz a equagao.
Como (g, so) tem que ser solugdo da equagao implicita (A.5), entdo
0.5=05+sin(zg—1) = 2o =1+ kn,Vk € Z,

Thomas [44]. No Capitulo 3, este exemplo sera aplicado para aproximar a solugao da

equacgao de Burger’s.

Exemplo 5. Demonstre que

—
V)
[§y]
8
IA
N[+

s(z,t) = (A.6)

N |+
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1
é uma solugao fraca para equagao de Burger’s (A.2), s; + (582) =0 zeR, t>0

1 se <0
so(z) = s(x,0) = (A.7)

0 se x>0.

Solugao: Sejam ¢ € C} e a,b e T tais que supp(¢) C [a,b] x [0,T]. Entao,

/0 h /_ Z ls6s + (5)6.] dudt + /_ Z sododi

_ /Ooo /Z [S¢t+8;¢x} dxdtJr/Z Sopodz
_ /OT /ab [S@JF%Q%} dxdtJr/abSocbodx
_ /OT/ {5¢t+§¢4 dxdt+/0T /; [sqﬁﬁ‘?qﬁx} dudt
T ao so(x)o(z, 0)dz + /0 bsdx)cb(x,O)dx
) /OT/2 [@Jr%%] dde/aO o, 0)da
— /f/OTCbtdtdiB—l-%éT/fCbxdxdt—l-/aoﬁb(f,o)dx
_ /aO/OTgbtdtd:er/OQ/Q;ngtdtdx—k%/OT/anbxdxdtnL/an&(x,O)dx

T

= [0t - st 0dr+ [ o) - ot 20 do
/0 ' {gzﬁ(%,t)—qb(o,t)} it + / " 5, 0)d (A.8)
_ _/0 ¢(x,2x)da:+%/oT¢(%,t)dt

1 (7 17
— _5/0 ¢(%,y)dy+§/o qb(%,t)dt:() (A.9)

Note que na passagem (A.8) para (A.9) usou-se o fato de que ¢(z,T) = ¢(a,t) = 0
para eliminar o primeiro, terceiro e o sexto termo, cancela-se o segundo com o sétimo, e
substitui ¥y = 2z no quarto termo. Assim, a fun¢ao s dada por (A.6) é uma solugao fraca

para o problema de valor inicial (A.2)-(A.7).

Na Figura A.4, as caracteristicas associadas ao problema acima se interceptam, logo

deve-se encontrar uma solucgao fraca. Observa-se que a solucao ao longo das caracteristicas
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em = < 0 é diferente da solugao ao longo das caracteristicas em x > 0. Logo, existe uma

descontinuidade ao londo da curva =z = 3

Observacao 4: A linha de descontinuidade de uma solucao fraca é chamada de
Choque se as caracteristicas em ambos os lados da descontinuidade convergirem para o

choque.

Se fizermos ar, = f'(s;) e ar = f'(sg) onde sy e sg sao os valores de s nos lados

esquerdo e direito da descontinuidade. Entao, uma descontinuidade sera um choque se

ap > v >ag (A.10)

onde v é a velocidade de propagacgao da descontinuidade, que sera definida em (1.42).
Verifica-se que no caso do Exemplo 5 tem-se a;, = 1, ap =0 e v = 5 entao a condicao

(A.10) é satisfeita e logo a descontinuidade na solu¢ao (A.6) é um choque.

¢

94
/|

N

7

Figura A.4: Curva caracteristicas associadas com o problema de valor inicial (A.2)-(A.7),
Thomas [44].

\\;‘

7

Figura A.5: Curva caracteristicas associadas com o problema de valor inicial (A.2)-(A.7),
Exemplo 5, Thomas [44].

1 x
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Exemplo 6. Pode-se mostrar, sequindo o mesmo procedimento do exemplo anterior que

0 se z<
s(z,t) = (A.11)

1 se >

IS

|+

¢ uma solugao fraca para equagio de Burger’s (A.2) com condi¢do inicial

0 se <0
so(z) = s(x,0) = (A.12)
1 se xz>0.
1
T1
1 )

Figura A.6: Curva caracteristicas associadas com o problema de valor inicial (A.2)-(A.12),
Thomas [44].

Solugao: Sejam ¢ € Cl e a,be T tais que supp(¢) C [a,b] x [0,T]. Entao,

/000 /Z [Sgbt + %2%} dxdt + /Z so(z)o(z,0)dz
_ /T/b {sgbﬁ—fgﬁm} dxdt+/bso(x)¢(x,0)dx
_ / / [¢t+ qﬁx}d:z;dtJr/gb:cO
_ /0 0 " pdidz + / / Sedtdr + - / / budadt + / " o, 0)da

T

_ /0 [o(x,2x) — ¢(x,0)] da:~|—/ [p(x, T) — ¢(x,0)] dx

2

%/T {qﬁ(b t) — ¢(— t]dH/ (x,0)d (A-13)

= / ¢(z, 2x) x——/ o(y,2y)2dy =0



Programa de Pds-Graduacdo em Modelagem Computacional em Ciéncia e Tecnologia - UFF 03/12/2012.

Apéndice A - Exemplos do Capitulo 1 117

Novamente, no passo (A.13), usa-se o fato de que ¢(x,T) = ¢(b,t) = 0, para eliminar o
segundo, quarto e o sétimo termo e y = 5 no sexto termo. Assim, a funcao s dada por

(A.11) é uma solugao fraca para o problema de valor inicial (A.2)-(A.12).

Como no Exemplo 5, verifica-se que a velocidade de propagacao da descontinuidade
na solugao (A.11) é v = 7 Como a;, = 0 e agp = 1 para este tultimo caso, a condigao

(A.10) ndo é satisfeita, logo a descontinuidade na solu¢ao (A.11) nao é um choque.

As caracteristicas da equagao de Burger’s com condicao inicial (A.12) sdo ilustradas

na Figura A.6.

1
T
—

A

Figura A.7: Curva caracteristicas associadas com o problema de valor inicial (A.2)-(A.12),
Exemplo 6, Thomas [44].

Oberva-se a presenca de uma regiao do plano z-t sem caracteristica. Com isso, a

solucao do Exemplo 6 corresponde a ocupacao desta regiao, como é mostrado na Figura
AT,

Nota-se que, nesse caso, como as caracteristicas em cada lado da curva x = 3 estao

saindo da descontinuidade, esta descontinuidade nao é um choque; é uma rarefacao.

Exemplo 7. Pode-se mostrar, novamente, que

0 se <0
s(x,t) =4 2 se 0<az<t (A.14)
1 se x>t

¢ uma solugao fraca para equagao de Burger’s (A.2) com condi¢ao inicial

0 se <0
so(z) = s(x,0) = (A.15)

1 se z>0.
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Solugdo: Sejam ¢ € C} e a,b e T tais que supp(¢) C [a,b] x [0,T]. Entao,

/0 / {3@—1- %1 dxdt + / so(2)é(z, 0)dx

SO + %] da:dt—l—/ o(z)p(z,0)dx

Al
0 [§¢t+2t2¢w}d:¢dt+/ / |:¢t+ ¢z}d$dt+/¢x0 r
_ /OT/T%MH/ /22¢wdazdt+//q§tdtdw+// Seditdr

1 (T b
+%/D gzﬁd:tdt—l—/gbx(]
= /0 { %gb x, t —/ ( )gzﬁdt} (integrando por partes)

x=t t
} - /0 (%) qbdx} dt (integrando por partes)

=0

é(x,0)] dx —i—/ [0(z, T) — ¢(x,0)] dz

T

il / 601 = o) de + [ o, 0)ds

_ /T[;¢(xT) (z, ) dx—l—/ / —¢dtdm+/ —6(t,t)d
// ¢dmdt+/ gbxxdx—/gbx()

-5 /0 o(t. 1)t + /0 6(z, 0)dz

0

Novamente usa-se o fato de que ¢(z,T) = ¢(b,t) = 0, como nos exemplos anteriores.

A solugao do Exemplo 7 corresponde a ocupagao da regiao sem caracteristica com um

leque de curvas caracteristicas como mostra a Figura A.8.

Nota-se que é possivel preencher o espaco sem caracteristica no minimo de duas ma-
neiras diferentes, Figuras A.7 e A.8, que sao compativeis com a formulacao fraca do

problema.

Assim, a fungdo s dada por (A.14), também é uma solucdo fraca para o problema de
valor inicial (A.2)-(A.15) e pode-se concluir que solugoes fracas para problemas de valor

inicial podem nao ser tnicas.
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Lo,

Figura A.8: Curva caracteristicas associadas com o problema de valor inicial (A.2)-(A.15),
Exemplo 7, Thomas [44].

Exemplo 8. Considere a equacao de Burger’s

1
St + <§82) = O RS R, t > 0 (A16)

com a condicao inicial

sy, se <0
So(.T) = 8(33,0) = )

Sgr, se x>0

onde S;, e Sg 8do constantes.

Solugao: Usando a condicao de salto pode-se determinar a velocidade de propagagao

2

1
desta descontinuidade. De fato, para equagao de Burger’s f(s) = 55 , assim a condicao

R-H sobre o salto é

1
v (sp — Sg) 25(5%—5%),
=v= L JQF SR)‘ (A.17)

E portanto, a velocidade de propagacao da descontinuidade é a média da solugao a es-

querda e a direita da descontinuidade.

Observacao 5: Da Proposicao 1 e do exemplo acima observa-se que:

e A solucao do Exemplo 1 tem uma descontinuidade com a velocidade de propagacao
t

dada por v = 3 e esta descontinuidade devera se propagar sobre a curva r = 5 que
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é a solucao da equacao diferencial

d 1
ple=v=73, zc(0) = 0.
Note que v pode ser calculado pela formula v = M.

t
e A solucao do Exemplo 1 deve satisfazer a condicao de salto sobre a curva x = 5"

U(SL_SR):%:f(SL)_f(SR)=%12—%O2=%

(SL + SR)

(que é 0 mesmo que v = 5 ).

e No Exemplo 2 o procedimento para obtencao da velocidade de propagacao da des-

continuidade é idéntico ao realizado para o Exemplo 1.

e Como a solu¢ao do Exemplo 3 é continua (nao ha salto de descontinuidade), nao é

relevante considerar a condicao de salto em relacao a esta solucao.

Exemplo 9. O problema de valor inicial para equagao de Burger’s (A.16) com condi¢ao

inicial
1 se <0
so(x) = s(x,0) = l—2 se 0<zx<1, (A.18)
0 se x>1

Solugao: As caracteristicas para o problema (A.18) sdo dadas por

t+ xo se xp <0
r=9 (1—zo)t+x9 se 0<zp<1
To se xg>1

Essas retas interceptam-se primeiramente em (z,t) = (1, 1), isto é, o ponto de ruptura é

T, = 1, veja Figura A.9.

Se x <t < 1, entdo x = t + xy para algum o < 0 e portanto s = sp(xg) = 1; se

t<x<l,z=(1-u1z)t+ xo para algum z, € [0, 1], logo

r—t 1l—=x
SZSO(IO)Zl—Iozl—l_tZ T

finalmente, se t < 1 < z, entdo s = so(x) = 0. Portanto, a solugdo do problema (A.18)
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Figura A.9: Curvas Caracteristicas para o Exemplo 9, Thomas [44].

definida para 0 <t < 1, é:

1 se x<t<0
s(z,t) = ((11:“:)) se t<z<l1
0 se t<1<zx

Pode-se observar que a fun¢ao s definida acima nao é uma solugao classica pois s ¢
C' (R x (0,1)), as derivadas parciais de s ndo estao definidas ao longo dos segmentos
de reta {(t,¢): 0 <t <1} e {(1,t):0<t < 1}, pois sao as caracteristicas passando por

(0,0) e (1,0), respectivamente, e a condigao inicial nao é diferenciavel em z =0 e x = 1.
Para t > 1, tem-se uma "condicao inicial ", para t = 1, dada por:

1 se z<1
so(z) = s(r,1) =
0 se z>1.

Usando os resultados do Exemplo 5, desta secao, existird uma solucao na qual esta

descontinuidade devera se propagar sobre a curva caracteristica definida por

d 1
%J:C’ =V = 5, :L‘C(l) = 1,
t+1
ou ro = ( ; ) Assim, uma solucao para t > 1 é:
1 se z< @
s(x,t) = (A.19)

0 se xzw,

onde as curvas caracteristicas associadas a esta solucao sao mostradas na Figura A.9.
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SN
N

Figura A.10: Solucado Geométrica do Exemplo 9.

Observe na Figura A.10 que para ¢ < 1 a solugdo geométrica é tnica. O mesmo nao

acontece para t > 1, cuja solugao foi definida acima em (A.19).
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APENDICE B - Cédigos Computacionais

Neste Apéndice serdo apresentados 03 (trés) codigos computacionais na Linguagem
C, utilizados para calcular e plotar solugoes aproximadas de uma Equacao de Conveccao
com a fungao de fluxo linear f(s) = s, Equagao (3.5), representada na Figura 3.6 do

Capitulo 3.

/*Kurganov-Tadmor*/

/*Para o Problema de Valor Inicial*/
/* s(x,t) t + f(s(x,t)) x = @ com condicao inicial descontinua
s(x,0) = s0(x) */

#include <stdio.h>
#include <math.h>
#include <stdlib.h>

#define N 100 /* Particao do intervalo em x. */
#define T TOTAL 0.5

#define THETA 2.0 /* MinMod */

#define CFL 0.45

#define COMPRIMENTO 1.0

///****  DECLARACCAO DE VARIAVEIS  ¥¥¥¥kxsddxsxssssxxsxsxxx//////1/

double dx; // espacamento na malha espacial x
double s zero[N+2]; // valor inicial do método RK
double s um[N+2]; // primeira previsao do RK

double s dois[N+2]; // segunda previsao do RK

double dt; // valor do passo de tempo calculado com CFL
double tempo acumulado; // tempo acumulado durante a iteracao.
double velocidade superior[N+1];

double velocidade inferior[N+1];

double impressao, aux; // frequencia de impressao

int 1i, celula, m, contador; //todos contadores

double s inj;

[R¥RRRRRk% DEFINICAO DA FUNCAO FLUXQ **¥¥xxxx/
double flux (double a)
{

return a;

}
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JEx*x*xxxxx%x deyflux RETORNA A DERIVADA DO FLUXQ **%%xxx/
double devflux (double a)
{

}

return 1;

/* Fluxo difusivo c/ D constante*/
double flux dif (double a)
{

}
fFFxFxxxxx CALCULO DO MINIMO ENTRE DOIS NUMEROQS ****xxxx/

double minimo (double a, double b)

{

return 0.0;

if (a < b)
return a;
else return b;

}

[FFFxxxxxx CALCULO DO MAXIMO ENTRE DOIS NUMERQS ***%%%xxx/
double maximo (double a, double b)
{
if (a < b)
return b;
else return a;

}

J****x%x%% CALCULO DO MINIMO ENTRE DOIS NUMEROQS **¥*¥xxx/

/*A funcao minmod define o minmod dada a posigao na malha em Xx
e o vetor solugdo s. Seleciona o menor em moédulo. */

double minmod (int j, double s[])

{
double a,b,c,d, al, a2;
if ((j == 0) || (j == N)) return 0.0;
else {
a = (THETA*( (s[j] - s[(j-1)1)/dx ));
b= (( (s[(j+1)] - s[(j-1)]1)/(2.0%dx) ));
c = (THETA*( (s[(j+1)] - s[jl)/dx ));
if ((a > 0) & (b > 0) && (c > 0))
return minimo(a, minimo(b,c));
else if ((a < 0) & (b < 0) && (c < 0))
return maximo(a, maximo(b,c));
else return 0.0;
}
}
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/* smaisfrente fornece o valor intermediario s+[j+1/2]. */
double smaisfrente (int j, double s[])

{
return s[(j+1)] - (dx/2.0) * ( minmod((j+1), s) );

}

/*smenosfrente fornece o valor intermediario s-[j+1/2]. */
double smenosfrente (int j, double s[])

{
return s[j] + (dx/2.0) * ( minmod(j, s) );
}

/*smaisback fornece o valor intermediario s+[j-1/2]. */
double smaisback (int j, double s[])

{
return s[j] - (dx/2.0) * ( minmod(j, s) );
}

/*smenosback fornece o valor intermedidrio s-[j-1/2]. */
double smenosback (int j, double s[])

{
}

return s[(j-1)] + (dx/2.0) * ( minmod((j-1), s) );

//Calculo da velocidade de propagacao a~{+}
double VeloMais (int j, double s[])

{
double m,n;
m = fabs ( devflux(smaisfrente(j,s)) );
n = fabs ( devflux(smenosfrente(j,s)) );
if (m > n) return m;
else return n;

}

//Calculo da velocidade de propagacao a~{-}
double VeloMenos (int j, double s[])
{

double m,n;

if (j==1)

fabs ( devflux(s inj) );
fabs ( devflux(smaisback(1l,s)) );

fabs ( devflux(smenosback(j,s)) );
fabs ( devflux(smaisback(j,s)) );

if (m > n)
return m;
else return n;
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/* Definicdo de H[j-1/2] */
double Hmenos (int j, double s[])

double result;
double fluxo;
if (j = 1)

{

result = flux(smaisback(j,s));

}

else

{

fluxo = (flux(smaisback(j,s)) + flux(smenosback(j,s))) /2.0;
result = fluxo - (VeloMenos(j,s)/2.0)*(smaisback(j,s) - smenosback(j,s));

}

return result;

}

/* Definicdo de H[j+1/2] */
double Hmais (int j, double s[])

double result;
double fluxo;

if (j = N)
{
result = flux(smenosfrente(j,s));
}
else {

fluxo = (flux(smaisfrente(j,s)) + flux(smenosfrente(j,s))) /2.0;
result = fluxo - (VeloMais(j,s)/2.0)*(smaisfrente(j,s) - smenosfrente(j,s));

}

return result;

}

/* Fluxo numerico difusivo na fronteira esquerda j-1/2%/
double Pmenos (int j, double s[])

double result;
double den;
if (j = 1)
{
den = (flux dif(s[j]) + flux dif(s[j]));
if (den < 1e-14) return 0.0;
else
return 0.0;
}

else

den = (flux dif(s[j]) + flux dif(s[j-1]));
if (den < le-14) return 0.0;

}

else return 2.0%(flux dif(s[j-1]1)*flux dif(s[j]))*(s[j]-s[j-11)/den;
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/* Fluxo numerico difusivo na fronteira direita j+1/2%/
double Pmais (int j, double s[])

}

double result;
double den;
if (j == N)
{
s[j+1] = s[jl;
den = (flux dif(s[j]) + flux dif(s[j+11));
if (den < 1le-14) return 0.0;
else
return 2.0%(flux dif(s[j])*flux dif(s[j+1]1))*(s[j+1]1-s[j])/den;
}

else

den = (flux dif(s[j+1]) + flux dif(s[j]));
if (den < 1le-14) return 0.0;
else
return 2.0*(flux dif(s[j])*flux dif(s[j+1]))*(s[j+1]1-s[j])/den;
}

/* R[s] da EDO */
double funcao C (int j, double s[])

{
}

return (-1.0/dx)*(Hmais(j,s)-Hmenos(j,s)) + (1.0/(dx*dx))*(Pmais(j,s) - Pmenos(j,s));

/* Fungao que imprime os resultados */
void imprime (double s[])

{

}

int n;
for (n = 1; n<=N; n++){
printf ("%lf %1f\n", (double)n * dx, s[n]);

}

printf ("\n");
/************ PReGRAMA PINCIPAL **************************/
main()
{

}

dx = (COMPRIMENTO)/(N*1.0); /* Valor de dx */
for (m=0; m<= N; ++m){
if(m<=1)
{
s zero[m]
}

else

{

s _zero[m]
}

} _

/* CONDICAO CFL */

dt = (dx * CFL)/devflux(1l);

1;

0;

/* Runge-Kutta */
tempo acumulado = dt;
while (tempo acumulado < T TOTAL)

for (celula=1l; celula<=N; celula++)

{

s um[celula] = s zero[celula] + dt * funcao C(celula, s zero);

}

for (celula=1l; celula<=N; celula++)
s dois[celula] = (0.5 * s zero[celula]) + 0.5*%(s um[celula] + dt
* funcao C(celula, s um));

for (celula=l; celula<=N; celula++)

{

s zero[celula] = s dois[celula];

}

if (tempo acumulado + dt > T TOTAL)
dt = T _TOTAL - tempo acumulado;

tempo_acumulado += dt;

}

imprime(s dois);
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/*Lax-Fredricks*/

/*Para o Problema de Valor Inicial*/
/* s(x,t) t + f(s(x,t)) x = 0 com condicao inicial descontinua
s(x,0) = s0(x) */

#include <stdio.h>
#include <math.h>
#include <stdlib.h>

#define N 100 /* Particdo do intervalo em x. */
#define T TOTAL ©.5

#define CFL 0.45

#define COMPRIMENTO 1.0

///****** DECLARACAO DE VARIAVEIS ***********!k********************////////

double dx; //espacamento na malha espacial x

double s zero[N+1]; // valor inicial do método RK

double s um[N+1]; // primeira previsao do RK

double fluxo[N+1]; //Fluxo nos valores intermediarios
double dt; //valor passo de tempo calculado com CFL
double tempo acumulado; //tempo acumulado durante a iteracgao.
double aux 1f, TIME STEP;

int i, a, cell, m, contador; //todos contadores

/***xxxxxx DEFINICAO DA FUNGAO FLUXOQ ***¥¥xxx/
double flux (double a)
{
return a;
}
/¥¥*xxx5x% devflux RETORNA A DERIVADA DO FLUXQ **¥x¥%/
double devflux (double a)
{
return 1;
}
void Fluxo vector(void)
{
int j;
for (j=2; j<=N; j++)

fluxo[j] = flux(s zero[j]);

}
double laxFred (int j, double s[])
{
return 0.5%(s[j-1] + s[j+1]) - (aux 1f * (fluxo[j+1] - fluxo[j-11));
}
// Calcular o valor maximo da derivada do fluxo com o fim de obter o DeltaT.
double maxdevflux(double s[])
{
double max;
double a;
int j;
max = fabs(devflux(s[1]));
for (j = 2; j <= N; j++)

a = fabs(devflux(s[j]));
if (max < a) max = a;
}
return max;
}
/*Funcao que imprime os resultados */
void imprime (double s[])

{
int n;
for (n = 1; n<=N; n++)
{
printf ("%6.3f%20.3f\n", 0.0 +(double)n * dx, s[n]);
}

printf ("\n");
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/************ PR@GRAMA PINCIPAL **************************/
main()

{

}

dx = (COMPRIMENTO)/(N*1.0); /* Valor de dx */

/* Gerar a condigao inicial s zero */
for (m=0; m<= N; ++m)
{
if(m<=1)
{
s zero[m]
}
else
{
s zero[m]

}

}

/* CONDICAO CFL */

dt = (dx * CFL)/devflux(1.0);
fluxo[0] = 1.0;

fluxo[1l] = 1.0;

a = 1; //varidvel auxiliar para impressao.
aux 1f = (dt/(2.0 * dx));

tempo acumulado = dt;

Fluxo vector();

contador = 0;

while (tempo acumulado < T TOTAL)

1.0;

0;

{
for (cell=1; cell < N; cell++)
{
s um[cell] = laxFred(cell, s zero);
}

for (cell=1l; cell < N; cell++)

s zero[cell] = s um[cell];
}
tempo acumulado += dt;
Fluxo vector();

}

imprime(s um);
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/*Nessyahu-Tadmor*/

/*Para o Problema de Valor Inicial*/
/* s(x,t) t + f(s(x,t)) x = © com condicao inicial descontinua
s(x,0) = s0(x) */

//Aqui vamos fazer tratamento de fronteira.
#include <stdio.h>

#include <math.h>

#include <stdlib.h>

#define N 100 /* Particdo do intervalo em x. */
#define T TOTAL 0.5

#define THETA 2.0 /* MinMod */

#define CFL 0.45

#define COMPRIMENTO 1.0

//////****** DECLARACAO DE VARIAVEIS ********************************////////

double dx; //espacmento na malha espacial x
double s zero[N+1]; //valor inicial no tempo t.

double s dois[N+1]; //valor final no tempo t + dt

double s um[N+1]; //solucao no tempo t + dt/2.

double fluxo[N+1]; //fluxo

double devfluxo[N+1]; //Derivada numerica do fluxo.

double dev szero[N+1]; //vetor minmod

double dt; //valor passo de tempo calculado com CFL
double tempo acumulado; //tempo acumulado dsrante a iteracao.
double lambda; //lambda = dt/dx.

double time steps; //Numero de passos de tempo

double limite inferior; //1im_inf inicial

double fronteira u, fronteira fluxo;
/********* DECLARACAO DAS FUNCOES ***********/
J¥*¥¥xxxx%%x DEFINICAO DA FUNCAO fluxQ ***¥xxxx/
double flux (double a)

{

return a;

}
J¥¥xxxxxx% devflux RETORNA A DERIVADA DO fluxQ ***x%xxx/
double devflux (double a)
{

return 1;
}
fFFxxxxxxx CALCULO DO MINIMO ENTRE DOIS NUMERQS **%*%xxx/
double minimo (double a, double b)
{

if (a < b)

return a;

else return b;
}
JF¥FxFxxxx%x CALCULO DO MAXIMO ENTRE DOIS NUMEROQS ***%x%%x/
double maximo (double a, double b)

if (a < b)
return b;
else return a;
}
/¥*¥¥%% Funcao sinal ***%x%/
//FUNCAO SERAH USADA PARA DEFINIR INCLINACAO UNO

double sgn(double a)
{

if (a >= 0.0) return 1.0;

else return -1.0;
}
//FUNCAO SERAH USADA PARA DEFINIR INCLINACAO UNO
double xymin(double a, double b)

double sgn();

double minimo();

return 0.5*%(sgn(a)+sgn(b))*(minimo(fabs(a),fabs(b)));
}
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/*A fungao minmod define o minmod dada a posig¢d&o na malha em x
e o vetor solugdo s. Seleciona o menor em médulo. */
double minmod(int j, double *s)
{
double a,b,c;
double minimo();
double maximo();
double UNO X();
if ((j>=3) && (j<=N-2)) return UNO X(j,s);

else
{
a = THETA*( s[j] - s[j-11 );
b = ( s[j+1] - s[j-1] )/(2.0);
c = THETA*( s[j+1] - s[j] );

if (a*b*c < le-20)
return 0.0;
else if ((a>0) && (b>0) && (c>0))
return minimo(a,minimo(b,c));
else if ((a<0) && (b<0) && (c<0))
return maximo(a,maximo(b,c));
else return 0.0;

}

}
/** A FUNCAO UNO DEFINE A DERIVADA NUMERICA **/
double dsl X(int j, double *s)
{
return s[j+1] - s[j];

¥
double ds2 X(int j, double *s)

double dsl X();
return dsl X(j+1,s) - dsl X(j,s):
}
double UNO X(int j, double *s)
{
double xymin();
double dsl1l X(), ds2 X();
double sx;
sx = xymin(dsl X(j-1,s)+0.5*xymin(ds2 X(j-2,s),ds2 X(j-1,s)),
dsl X(j,s)-0.5*xymin(ds2 X(j-1,s),ds2 X(j,s))):
return sx;

}

//A proxima funcao calcula o vetor derivada de s zero e armazena-o
//em um vetor.

void derivada szero(double s[])
{

int j;

for(j = 0; j <= N-1; j++)

dev szero[j] = minmod(j,s);
}
}

/*A funcao devfluxo vector calcula o vetor derivada do fluxo
tomando os dados de s zero[] para ser usado no calculo de s um[].
So' preciso do vetor fluxo no calculo da solucao no tempo final. */
void devfluxo vector(void)
{

int j;

for (j=0; j<=N-1; j++)

devfluxo[j] = devflux(s zero[j])*dev szero[j];

}
P
void imprime (double s[])
{
int n;
for (n = 0; n<=N; n++)
{

printf ("%1lf %1f\n", 0.0 + (double)n * dx, s[n]);

}
printf ("\n");
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/************ PReGRAMA PINCIPAL **************************/
main()
{
dx = (COMPRIMENTO)/(N*1.0); /* Valor de dx */
for (m=0; m<=N; ++m)
{
if(m<=1)
{
s zero[m]
s um[m] =
s dois[m]
}
else
{
s _zero[m]
s um[m] =
s dois[m]

}

}
/* CONDIGCAO CFL */
dt = (dx * CFL)/devflux(1.0);
lambda = dt/dx;
a = 1; //jiavel asxiliar para impressao.
tempo acumulado = 0.0;
while (tempo acumulado <= T TOTAL)
{
tempo _acumulado += dt;
derivada szero(s zero);
devfluxo vector();
//Aproximacao para o tempo do meio.
//0 passo preditor.
for (celula=2; celula <= N-1; celula++)
{
s um[celula] = s zero[celula] - 0.5*lambda*devfluxo[celula];

}

//0 passo corretor.
for (celula=l; celula <= N-1; celula++)
{
s dois[celula] = 0.5*%(s _zero[celula+l] + s zero[celula-1]) +
0.25*%(dev_szero[celula-1] - dev szero[celula+l]) -
lambda*0.5*(flux(s um[celula+1]) - flux(s um[celula-1]));

o=
-

-

o
(o] (o]

}
//Atribuicao de s dois para s zero e o ciclo se repete
for (celula=0; celula <= N-1; celula++)

{
s zero[celula] = s dois[celula];
}
}
imprime(s dois);

}



