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Resumo. Sdo apresentados métodos de elementos finitos descontinuos para a equagio
de Helmholtz em dominios limitados. Inicialmente apresenta-se uma formulagao total-
mente descontinua onde a continuidade € relaxada na interface dos elementos. A sequir
apresenta-se uma formulacdo descontinua em nivel de elemento onde, agora, a conlini-
udade € relaxada no interior dos elementos ou macroelementos. FEm ambas formulagoes
sao intruduzidos paramelros de estabiliza¢do que jogam um papel decisivo na minimiza¢do
do erro de polui¢cdo decorrente do desvio de fase do problema aprorximado. Para a for-
mulagdo descontinua em nivel de elemento sdo apresentadas expressoes explicitas para os
valores otimos destes parametros de estabiliza¢do. Estabilidade e precisao das formulagoes
apresentadas sdo confirmadas em exemplos numéricos.

1 INTRODUCAO

Modelagem computacional de propagacao de ondas é uma area de grande interesse técnico-
cientifico pelas suas inumeras aplicacoes e pelo grande desafio que é o desenvolvimento de
métodos numéricos robustos e computacionalmente eficientes para esta classe de proble-
mas. Neste contexto, o problema de Helholtz que descreve a resposta estacionaria do som
em meios nao viscosos, tem sido utilizado como um protétipo para o desenvolvimento
de métodos numéricos. Apesar de sua aparente simplicidade, a aproximacao numérica
deste problema é um grande desafio, como relatado na literatura [1-5]. O problema esta
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justamente no carater oscilatorio da solugao deste problema, que depende do nimero de
ondas k. E bem sabido que o dempenho do método de Galerkin classico se deteriora para
valores elevados de k. Este efeito, conhecido como poluicao da aproximacao, pode ser re-
duzido somente apos um drastico refinamento da malha de elementos finitos, o que torna
praticamente inviavel a andlise numérica deste problema para freqliéncias elevadas|2,5].
Torna-se entao necessario o desenvolvimento de métodos numéricos com reduzidos efeitos
de poluicao[1-12]. Ainda no contexto dos métodos de elementos finitos, o método estabi-
lizado gerado pela adigao de residuos de minimos quadrados ao método de Galerkin (GLS)
apresentado na referéncia [3] é capaz de eliminar completamente o erro de fase, e conse-
quentemente o efeito de poluicao, em problemas unidimensionais. Conforme Babuska, em
mais de uma dimensao nao existe aproximacao por elementos finitos ou diferencas finitas
livres de poluicdo [5]. Ainda conforme Babuska o esténcil de nove pontos, correspondente
ao método de elementos finitos quase estabilizado (QS-FEM) apresentado em [5], mini-
miza o erro de poluicao. A rigor, o QS-FEM ¢é de fato um método de diferencas finitas
uma vez que nao deriva de uma formulacao variacional. As modificacoes no operador
discreto sao introduzidas algebricamente.

Neste trabalho, apresentamos formulagoes de elementos finitos descontinuos para a
equacao de Helmholtz em dominios limitados. Inicialmente apresentamos uma formulacao
totalmente descontinua onde a continuidade é relaxada na interface dos elementos. A
seguir apresentamos uma formulacao descontinua em nivel de elemento onde, agora, a
continuidade é relaxada no interior dos elementos ou macroelementos. Em ambas for-
mulacoes sao intruduzidos parametros de estabilizacao que jogam um papel decisivo na
minimizacao dos erros de poluicao resultantes dos erros de fase do problema aproximado.
Para a formulacao descontinua em nivel de elemento sao apresentadas expressoes explicitas
para os valores 6timos destes parametros de estabilizacao. Em particular, o esténcil 6timo
correspondente ao QS-FEM ¢é consistentemente obtidos para uma escolha adequada destes
parametros de estabilizacao. Estabilidade e precisao das formulacoes apresentadas sao
confirmadas em exemplos numéricos.

2 Problema Modelo

Seja @ C R* (n = 1,2) um aberto limitado com contorno Lipschitz continuo por partes
I'. Seja Iy, I',, I', subconjuntos de I' tais que: T, NI, =@, T, NI, =0, T,NT, =0,
I'yul', UT', =T. Consideramos o seguinte problema de Helmholtz interior

—V-Vu—Fku=/f em Q, (1)
com condicoes de contorno:
U =g em ng (2)
Vu-n=gq em I, (3)
Vu-n+aou=r em I, (4)
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onde u é um campo escalar que representa ondas acusticas harmoénicas no tempo. O
coeficiente k € R representa o nimero de ondas, f € L*(Q) é o termo de fonte, g €
H%(Fg) NCoTy,), g € L*(T,) er € L*T,) sao as condigoes de contorno prescritas. O
coeficiente a € L>(I',) é positivo em I', e n denota a vetor unitario normal exterior a T'.

2.1 Meétodo de Galerkin Continuo
Seja S, C H'(2) o espaco de elementos finitos lagrangiano de classe C° e grau [ =1 e

Vi ={vn € Sp; vp=0emI,} (5)

Up={vn € Sh; vp=gpemIy}, (6)

onde g5 denota a interpolante g em S,. O método de elementos finitos continuo classico,
baseado na formulacao de Galerkin, consiste em: Achar u;, € U, tal que

a(up,vp) = f(op) Yop €V (7)

com
alup,vp) = /Q[Vuh Vo, — kruy v,]dQ —I—/F aupvpdl’ (8)
flop) = /vahdﬂ—l—/F qvhdF—l—/F avydl’ (9)

Uma andlise refinada desta aproximacao, apresentada em [4], conduz a seguinte estimativa
de erro, valida para kh < 1,

lu — up,

L < Cikh + CykPh? (10)

e =
Juls
com (7 e (5 independentes do nimero de ondas k e do tamanho 2 do elemento. O termo
C1kh esté associado ao erro de interpolaciao, enquanto que o termo Cyk*h? é devido ao
erro de fase, e foi denominado, por Babuska, erro de polui¢io. Podemos observar que para
h fixo e k suficientemente grande o erro de poluicao Cyk*h? supera o erro de interpolacao

Cikh.

2.2 Galerkin Minimos Quadrados (GLS)

A formulacao estabilizada de Galerkin Minimos Quadrados, apresentada em [4] consiste
na seguinte modificagao do método de Galerkin definida em Uy, e V:
Achar uy € Uy tal que

agrs(un, vi) = fors(ve) Yo, € Vi (11)

com

aGLS(uh, Uh) = a(uh, Uh) + T(V -Vuy, + k2uh s V- Vo, + kQ’Uh)h (12)

3
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fers(vn) = f(vn) — 7(f,V - Vop + k*vp)s, (13)

onde (-, ), denota o produto escalar dependente da malha

(unsohs = 3 [ wivgde (14)
e=1

em que ne é o numero total de elementos da malha, ¢ é o dominio do elemento e e uj e
vy sao as restricoes de uy e v, a Q°.

O valor 6timo de 7 é determinando minimizando-se a diferencga entre o nimero de ondas
aproximado k e o exato k. Em uma dimensao é possivel escolher 7 de modo que k = k,
eliminando-se completamente o erro de fase e consequentemente o efeito de poluicao na
solucao aproximada. Em duas dimensoes, para malhas uniformes, o valor 6timo de 7 é
determinado eliminando o erro de fase em uma dire¢ao 0 < 6 < 7/4, dada a simetria da
malha. Assim procedendo, obtemos § = 7 /8 e

b | 64—COS£1—COS§2—2COS§1COS£2 (15)
T k2 (2 + cos&r)(2 + cos &) k2h?
com
& = khcost &, = khsin 6. (16)

Em comparacao com o método de Galerkin, esta formulacao estabilizada consegue reduzir
significativamente o erro de policao em determinadas dire¢oes mas, em geral, apresenta
erro de poluicao de mesma ordem que o método de Galerkin.

2.3 Meétodos de elementos finitos quase estabilizados

O método de elementos finitos quase estabilizado (QS-FEM) apresentado na referéncia
[5] desenvolve uma estratégia de estabilizagao baseada no esténcil geral de 9 pontos tipico
de aproximacoes por elementos finitos bilineares em malhas uniformes

Agui—i o1 FAwui o1 FAuip o +
Aruig +Agu; +Avuip,; +
Agwisg jr1 AU 1 F A4 = 0 (17)

Esta forma geral é comum a todos os métodos de elementos finitos bilineares, ou de
diferencas finitas de segunda ordem, com malhas uniformes. Por exemplo, para o método
de Galerkin os coeficientes A; apresentam as seguintes expressoes

AOZ——Oé, Alz———oz, Agz—g—z (18)
com a = (kh)?/9. Ja no método GLS estes coeficientes apresentam as mesmas expressoes
do método de Galerkin apenas substituindo-se a por agrs = a(l — 7k?), onde 7 é o
parametro de estabilizacao.
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Admitindo uma solucao na forma de uma onda plana em uma direcao 0:

Wi s = (s, y;) = elF(@icos+y; sinf) (19)
obtemos a seguinte relacao de dispersao
Ag +2A1(cos &y + cos &) +4Azcoséy coséy =0 (20)
com ) )
& = khcos & = khsind. (21)

Determinam-se, entao, os coeficientes A; de modo a minimizar o erro de poluicao. Isto
equivale a eliminar o erro de dispersao em duas direcoes §; = 7/16 e 6, = 37/16, resul-
tando

Ap = 4 (normalizado) (22)

A, = 2 C151 — €252 (23)

cas2(cr + s1) — e181(e2 + $2)

Ay = Cy + S — 1 — St (24)

c282(c1 + s1) — crs1(ex + s2)

com

¢ = cos(khcosf); s; = cos(khsinb,) (25)
¢y = cos(khcosfy); sy = cos(khsinb,). (26)

Como se pode observar o QS-FEM é de fato um método de diferencas finitas e nao de
elementos finitos, uma vez que nao foi derivado a partir de uma formulagao variacional.
Uma analise numérica deste método, com condicoes de contorno aproximadas de forma
suficientemente precisa, conduz a seguinte estimativa de erro [5]

lu — wp|

L < Cykh 4 Cok™h® kh <1 (27)

T

que, obviamente, ainda apresenta erro de poluicao mas de ordem £7A®, bem mais elevada
do que as correspondetes aos métodos de Galerkin e GLS kA2,

3 Meétodos de elementos finitos totalmente descontinuos

Definindo os espacos de elementos finitos descontinuos

She = {vn € L*(Q) vf = vila, € P(Qp)} (28)
Upe = {vn € Spt vi=g" on T} (29)
Vgé ={vp, € Sf)’é vp=0o0nT,}, (30)
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onde P'(Qg) é o conjunto dos polinémios de grau menor ou igual a [ definidos em cada
elemento g, introduzimos a seguine aproximacao por elementos finitos para o problema
de Helmholtz:

Achar uj, € Spg; tal que

ac(un,vi) + apa(un, vn) = falvn) Yo, € V52 (31)

onde

a(un, vp) E [/ [Vul - Vol — E2ul oP1d0 + auhEvde] ) (32)

T'rnlg

fa(vy) = EZZI [/QE fol dQ + /Fan quydl —I—/ A rvy dF] (33)

NE NE 8EE/

apa(un,vn) = > E/

E=1E'»E e hEE’

—u ) (v — v )dl

NE NE /\EE’

+ Z Z / Uh ufl)(va-nE—va/-nE/)dF
E=1E'»E’'TEn
NE NE / /
-> > Vuh ng — Vul -ng)(vf —vf )dl (34)

=1 Brep /Tesr 2
onde NFE é o nimero total de elementos da malha.

Esta formulacao de elementos finitos descontinuos consiste em uma familia de métodos
parametrizados pelo par 3%F') A\FE'. Podemos observar que todas as escolhas destes
parametros, exceto A = —1, conduzem a formulacées nao simétricas. Para problemas
fortemente elipticos, valores 6timos destes parametros sao determinados a priori via
andlise numérica em [13]. Para a equagao de Helmholtz valores 6timos destes parametros

! ’ . ’ . 7 .
BEENEE foram determinados através de experimentos numéricos em [14].

4 Métodos de elementos descontinuos em nivel de elemento
Consideramos a particao usual

E= 1

do dominio 0 em macro-elementos 1z, onde cada macro-elemento, por sua vez, é parti-
cionado em elementos que definem sub-malhas

ap = (@5 urs) (36)

e=1
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Op s,

Figura 1: Discretizacio de Q em macro-elementos Qp e de Qg em quatro elementos Q¢

onde I'g denota o contorno de Qg e I';; denota o contorno de QF. Em outras palavras,
Q" é a uniao de N E macro-elementos Q5 gerados pela uniao de ne elementos Q5. Por
simplicidade, restringimos a nossa apresentacao a elementos bilineares, e consideramos
apenas macro-elementos formados por quatro elementos como ilustrado na Figura 1. Seja
S C H'(Q) o espago de elementos finitos lagrangiano cléssico de classe C° e grau [ =
1 com as fungdes de interpolagao locais definidas sobre macro-elementos Qp e Vb C
L*(9) o espago de polindmios bilineares por partes v} definidos em cada macro-elemento
satisfazendo vy, = 0 em I'y. Estas fungoes de interpogao polinomiais por partes serao
referidas como bolhas descontinuas. Definindo

V= VetV (37)
Up=Ud+V} (38)
Vii={vp€Sy; vp=0em I} (39)
Uy ={vn € Si; vi=gnem I}, (40)

onde g, € a interpolante de g em S}, apresentamos a seguinte formulagao de elementos
finitos discontinuos em nivel de elemento:
Achar up, = up, +upp € Uy = Ul + Vhb tal que

a(uh,tM Uh,a) + a(uh,?n Uh,a) = f(vh,a) vvh,a S ‘/ha (41)

a(tupa,vnp) + a(uny, vnp) = f(ony) Yoy € VY (42)
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onde
NE
a(up,vp) :/ aupaUh . dl + Z ag( uh,vf) (43)
Tr E=1
NE
f(vh)::j/ qvhadF-+L/ ronadl + 3 [r(vF) (44)
Ty T, =
com

ne
E K _2 : FE.e FE.e 2 FKe FEe
aE(uh,Uh) — \/;26 |:Vuh * Vvh - k }L Uh i| dQ
e=1 E

1 ne ne

=P / [VuF 4 vub| g [oF — o] ar

e=1c'>e
+i i/ { “ uf’e/} h:é::' {vf’e — vf’e/} dI’
e=1c'>e
+ i i /e y ’e —uy’ Eie } AE [va’e + va’e,} -ngdl (45)
e=1¢e'>e

Z / JivPed, (46)

! ’ ! . ~ A
em que 'y =T NI, A% = min{hS , h%} onde h% e h% sio parametros da submalha e
e,e’ ee! ~ . . ~ . ~ . e
B e Ap sao dois conjuntos de parametros livres que serao determinados minimizando-se
o erro de poluicao.

Devemos observar que S¢ + V) consiste no espaco de elementos finitos lagrangiano
cldssico, S, de classe C°, enriquecido com fungoes bolhas descontinuas em cada macro-
elemento. E interessante notar que estas bolhas nao precisam ser funcoes polinomiais de
alta ordem, justamente por serem descontinuas. Aqui nos consideramos, por simplicidade,
polinémios bilineares tanto em S como em V) (espago das bolhas descontinuas)

4.1 Condensacao

A formulacao de elementos finitos descontinuos da origem ao seguinte sistema de equacoes
algébricas

AU, + BOV)U, = F, (47)
CU, + D\, B)U, = F (48)

onde A, B(X), Ce D(X,B) sao maftrizes globais, F, e F, sao vetores globais resultantes
da discretizacao, U, é o vetor das incdgnitas globais associadas a interpolacao no espaco
lagrangiano usual U}, enquanto que Uy é o vetor das incégnitas locais associadas a in-
terpolagao no espaco V;? das bolhas descontinuas, Xe B sao os conjuntos de parametros
livres:

A={\ e,¢=1,2,...,ne; E=1,2,... NE} (49)



A.F.D. Loula, G.B. Alvarez, E.G. Dutra do Carmo, F.A. Rochinha

B:{ﬁgele,elzlﬂ,...,ne;E:1,2,...,NE} (50)

introduzidos na presente formulacao para reforcar a imposicao de continuidade no sentido
variacional na interface I'z" dos Q% e Q em cada macro-elemento .

Dados A e ﬁ a matriz D(/\ ﬁ) pode ser facilmente invertida por ser bloco diagonal.
Assim procedendo, nés eliminamos o vetor U, e obtemos a seguinte forma condensada
para o sistema global associado ao método de elementos finitos descontinuo em nivel de

elemento
AU, = F~ (51)
onde
A" = A= BXNDA, B! (52)
F*=F,— B(A ) (/\ 5) lFb. (53)

Observamos que este sistema condensado é topologicamente equivalente ao obtido com
a formulacao cldssica de Galerkin de classe C° na malha de macro-elementos. Observa-
mos ainda que operacionalmente ndo precisamos montar as matrizes globais A, B(A ) Ce

(/\ ﬁ) uma vez que a condensacao pode ser realizada localmente calculado-se para cada
macro-elemento a matriz condensada

AL = Ag — Bg(\)Dg(X, 3)"'Cg, (54)
e o vetor de cargas condensado
Fr=F,5— Be(\)Dg(\, ) ' Fyp. (55)

A matriz A* e o vetor F* globais do sistema condensado sao entao montados como no
método de elementos finitos continuo. O aspecto crucial da presente formulacao é a
determinacao dos dois conjuntos de parametros e B A seguir obteremos expressoes
explicitas para estes parametros, para uma malha uniforme, minimizando o erro de fase.

4.2 Anadlise de dispersao

Para malhas uniformes admitimos Ay = A, 85 = 3. Neste caso, as matrizes elementares
sao dadas explicitamente por

2 2
=0 =0
2 2
Cp=)Y_c¢E;; Dp=>_d(X\B)E; (57)
=0 =0
onde F; (i = 0,1,2) sdo as seguintes matrizes 4 x 4:
1 0 0 0 0 1 0 1 0 0 1 0
0 1 0 O 1 0 1 0 0 0 0 1
000 1 0ol =0 1 0 1| T 0 0 0 0 (58)
0 0 0 1 1 0 1 0 0 1 0 O
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Resolvendo o problema de autovalor

2
XV =wV; onde X = Z”CZEZ (59)
=0
obtemos os autovalores
o+ 221 + 29
wy = (60)
2
wy = wy = (61)
2
-2
Wy = xo—w; (62)
2
e a correspondente matriz dos autovetores
1 1 1 1
Iry1r 1 -1 —1
M=511 21 21 1 (63)
1 -1 1 -1
normalizada de modo que MMT = MTM = I. Usando a expressao
2
A*E = ZG:EZ = AE - BE(/\)DE()\,B)_ICE, (64)
=0
da matriz elementar condensada, na forma diagonalizada
MTALM = MTAgM — MT Bg(\)Dg(\, 3)CeM , (65)

através de uma andlise de dispersao obtemos as seguintes expressoes para os parametros
de estabilizacao A e 3 que eliminam o erro de fase em duas direcoes 8; e 6,:

(91]33 - Plgs)

A= —1+ , 66
(P291 — P162) (66)
5 14+ 3(931)2 P392) _ _(g1p3 11193)7 (67)
(P21 = prg2) 2 (p2gr — P192)
e para os coeficientes da matriz elementar condensada Aj;:
2
e+ ()]

a?) == — — 5 (68)

1+ 2a, + @]
aﬂ{ — CL*M — 65351, (69)

(r2w1 - T1w2)

10
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* * (w2 — rwl) *—
Ao = Qpn——————— = 4,0 5 70
2 (7'211)1 — T‘lwg) 02 ( )
onde
81 @
g1 = —4a(@ + @) — 2 l1 +24Q + 7622] , Q= 1—2 (71)
3 81
92 = 7627 g3 =7 [QGS(EI +@) +1424Q + 7@21 —9Q%, (72)
2 81
p1 = —16a%a — 4 [g +32Q + 7622] , (73)
2 81
P2 = %7 P3 =7 [43(*)51 + 3 +32Q + 7@21 - Q. (74)
Dada a simetria da malha, as dire¢oes 6y e f; devem ser escolhidas no intervalo (0, F) com

01 # 0y e 0y — 06, # T para se evitar um sistema indefinido em 3 e A. Observamos que
a solugao obtida para esta escolha dos parametros A e 3 s6 estara livre de poluicao para
ondas planas nas diregoes f; ou f;. Em particular, escolhendo 6; = 7= e f; = ?—g a matriz
elementar condensada A%, assim obtida, conduz a um esténcil idéntico ao correspondente
do método quase estabilizado QS-FEM apresentado em [5]. Esta escolha 6tima sera a
adotada nos nossos experimentos numeéricos.

A relacao de dispersao (20) nos permite determinar o erro de fase, |k — k|, da aprox-
imacao de uma onda plana em uma direcao qualquer § em funcao de kh e 6. Na Figura 2
nés comparamos os valores exatos kh = 1 e aproximados kh correspondentes aos métodos
de Galerkin continuo (GFEM) e Galerkin Minimos Quadrados (GLS) para valores de 6
no intervalo [0, 7/4]. A Figura 3 apresenta o mesmo grafico comparativo para o método
de elementos finitos descontinuo em nivel de elemento (DB-FEM). Idénticos estudos séo
apresentados para kh = 2 nas Figuras 4 (para os métodos de Gakerkin e GLS) e 5 (para
o método de elementos finitos descontinuos.

— G-FEM
—EXATA
--- GLS-FEM

0.5

0.0 T
0.0 0.5 1.0

Figura 2: Estudo de dispersdo dos métodos de Galerkin(G-FEM) e Galerkin Minimos Quadrados para
kh=1

11
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0.5 - —EXATA
—DB-FEM

0.0

0.0 0.5 1.0

Figura 3: Estudo de dispersido do método de elementos finitos desconinuos em nivel de elemento (DB-
FEM) para kh =1

—G-FEM
11 —EXATA
--- GLS-FEM

Figura 4: Estudo de dispersdo dos métodos de Galerkin(G-FEM) e Galerkin Minimos Quadrados para
kh =2

—EXATA
—DB-FEM

Figura 5: Estudo de dispersido do método de elementos finitos desconinuos em nivel de elemento (DB-
FEM) para kh = 2

12
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5 Resultados Numéricos

Apresentamos alguns resultados de simulagoes realizadas com os métodos de Galerkin,
QS-FEM e o método de elementos finitos descontinuos no nivel de elemento. Serao con-
siderados erros relativos na norma L? e na seminorma de H' como definidos a seguir

_ [ — UhHL2(Q)

€y = 5

HUHB(Q)

u—up, |H1(Q)

€L = ————
|ue] H(Q)
Consideramos o problema de Helmholtz em dominio quadrado de lado unitario com
f(z,y) = 0 e condigoes de contorno de Dirichlet adequadamente definidas de modo
que a solucdo exata seja a parte real de uma onda plana na ditegao 6, isto é u(z,y) =
cos(k(x cos @ + ysind)).

A Figura 6 apresenta o erro relativo na norma L? da solugao por elementos finitos
descontinuos em nivel de elemento (DB-FEM) comparado com os correspondentes erros da
interpolante (I-FEM), Quase Estabilizado (QS-FEM) e de Galerkin Minimos Quadrados
(GLS) na norma L? em fungao do angulo 6, para k& = 100 e kh = 0.625. Idéntica
comparacao ¢ apresentada na Figura 7 para o erro relativo na seminorma de H'.

A Figura 8 apresenta graficos comparativos da solucao obtidas com o método de
Galerkin Minimos Quadrados com a solucao exata ao longo da direcao y para x = 0.5,
k = 100 e uma malha uniforme com (160x160) elementos. Igual comparacao é apresen-
tada na Figura 9 entre o método de elementos finitos descontinuo em nivel de elemento
e a solugao exata. Este experimento foi realizado com 6 = 7, que corresponde a diregao
mais desfavoravel para o método de elementos finitos descontinuos em nivel de elemento.
Os resultados atestam o excelente desempenho da formulacao proposta.
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1.00
0.90 ~
0.80 A
0.70 ~
0.60 ~
0.50
0.40 4 DB-FEM
034 VT M
0.20 -
0.10

000 0——"—F—m—7F"-—r—""—"+"7+—"7-+—""———

Figura 6: Erro relativo na norma L2 em funcao da diregao @ para k = 100 e kh = 0.625

12.00

1000 1 —e&—I-FEM

8.00 | e

6.00 -

4.00 ~

2.00 ~

0.00 \ \ \
0 22.5 45 67.5 90

Figura 7: Erro relativo na seminorma de H! em fungio da direcao # para k = 100 e kh = 0.625
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1.01

0.505 -

0 T T A
( 2 0. . .
-0.505 -

-1.01
——EXACT=—GLS

Figura 8: Gréficos das solugoes na secgao x = 0.5 para k = 100 e § = 7: GLS e solugao exata

1.010

0.505 -

0.000 ‘ !

o
=)

-0.505 -

-1.010

——EXACT=—DB-F

Figura 9: Gréficos das solugoes na seccao x = 0.5 para k = 100 e § = 7: DB-FEM e sougao exta
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6 Conclusoes

Sao apresentadas duas formulacoes de elementos finitos para o problema de Helmholtz

em dominios limitados. Uma formulagao completamente descontinua onde a continuidade

é rel

axada na interface dos elementos e uma nova formulacao descontinua em nivel de

elemento onde a continuidade é relaxada apenas no interior dos elementos mantendo-

se continuidade na interface dos elementos. Apresentamos, de forma resumida, nossas

principais conclusoes sobre este estudo:

Ambas formulacoes descontinuas dispéem de parametros livres que sao adequada-
mente selecionados para garantir melhores propriedades de estabilidade e precisao

Experimentos numéricos e uma analise de dispersao para a formulacao descontinua
em nivel de elemento atestam as propriedades de estabilidade e precisao das for-
mulagoes propostas para escolhas apropriadas dos parametros livres

Os graus de liberdade interiores, associados a bolhas descontinuas, nao necessitam
ser polinonios de alta ordem e podem ser eliminados no nivel dos macro-elementos

Para a formulagao descontinua em nivel de elemento sao obtidas expressoes explicitas
para os parametros de estabilizacao eliminando-se o erro de fase em duas direcoes
fixadas

O esténcil étimo do método de elementos finitos quase estabilizado (QS-FEM) é
obtido consistentemente escolhendo apropriadamente os parametros de estabilizacao
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