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Tépico 1- Pré-calculo.

1.1 - Revisdo de aritmética e dlgebra. Poténcia, raizes e valor absoluto. Disténcia.
1.2 - Nocgoes sobre conjuntos, intervalos e expressoes légicas.

1.3 - Equacoes e inequacdes que contem uma variavel real.

1.4 - Relagdes entre mais de uma variavel (Duas dimensoes).

1.1 - Revisao de aritmética e algebra. Poténcia, raizes e valor absoluto.
Distancia.

1.1.1 - Os niimeros, sua origem e propriedades (Uma dimensao).

Os inteiros.

Tudo parece indicar que os primeiros niimeros criados foram os usados para contar: 1, 2,
3,4, --- até o ultimo objeto que estamos contando, se o conjunto de objetos for finito. Estes
nimeros sao chamados de inteiros positivos, mas faltava outro niimero para poder contar: o
zero. A estes numeros se lhes chamou niimeros naturais e seu conjunto foi denotado por N.
E importante mencionar que alguns autores nao incluem o zero no conjunto dos naturais.
Isto porque o primeiro registro do zero que conhecemos foi na India muito tempo depois do
surgimento dos outros inteiros positivos. Também, é interessante mencionar que esta nao
é a Unica representagao simbolica dos inteiros positivos. Em geral cada civilizagdo criava
seus proprios simbolos. Por exemplo, no império romano temos: I, II, III, IV, V, VI, VII,
VIII, IX, X, ---. Notem que os romanos nao conheciam o niimero zero, logo nao tinham
simbolo para ele. A histéria dos niimeros é fazcinante e esté estreitamente relacionada ao
avanco tecnolégico e cientifico das civilizacGes humanas. Procurem na internet um seriado
sobre esta historia feito pela BBC de Londres.

Podemos realizar operacoes de adicdo e multiplicagdo entre ntimeros naturais que nao
seram obtidos novos nimeros diferentes deles. A introdugao da subtragdo (a inversa da
adicdo) nos leva aos inteiros negativos: -1, -2, -3, ---. Em outras palavras, a soma e
multiplicacao de naturais sempre é um ntimero natural. Porém, quando n e m sao naturais
(n—m) ¢ N se m > n. Para poder incluir estes casos, que tem utilidade pratica, foi
necessario criar um novo conjunto de ntmeros chamado de inteiros e denotado por Z =
{+,-2,-1,0,1,2,---}. Os ntumeros inteiros podem ser representados geometricamente
numa linha:

A suma (subtragao) e o produto entre inteiros é sempre um inteiro. E eles verificam as
seguintes regras para a adi¢do e multiplicagao:

Regras para adi¢ao

Comutativa. Se a e b sdo inteiros, entdo a +b=0>b+a

Associativa. Se a, b e ¢ sdo inteiros, entdo (a +b)+c=a+ (b+¢)

Regras para multiplica¢do

Comutativa. Se a e b sdo inteiros, entdo ab = ba

Associativa. Se a, b e ¢ sao inteiros, entao (ab)c = a(bc)



Figure 1: Representacio grafica dos nimeros inteiros Z.

Distributiva. Se a, b e ¢ sao inteiros, entdao a(b+ ¢) = ab+ ac
Quando nés multiplicamos um nimero por ele mesmo varias vezes é conveniente usar

uma notacao abreviada:

a-a=a?

a-a-a=a’

a-a----a=a" (oproduto é tomado n vezes, e dizemos que a" é a poténcia n-esima de
a). Se m e n sdo inteiros positivos, entao
am—‘rn — aman’

Exercicio: Prove que (a +b)? = a? £ 2ab + b? e que (a + b)(a — b) = a? — b°.

A prova é feita aplicando repetidamente as regras de multiplicagao.

(a+b)? = (axb)(atb) =ala£b)+bla+b) =aa+abtba+bb=a®>+ab+ab+b>=
a® + 2ab + 2.0

Definicao 1 Seja m um inteiro positivo. Dizemos que um inteiro positivo é par se ele pode
ser escrito na forma m = 2n para algum inteiro positivo n, e que € impar se ele pode ser
escrito como m = 2n + 1.

Os racionais

Quando introduzimos a divisdo de nimeros naturais (inversa da multiplicagdo), exceto
por zero, chegamos as fragoes ou qoucientes de niimeros naturais. Esta operacao pode levar
a nimeros que nao sao inteiros. Isto é, sejam n e m inteiros e considere o quociente %,
onde n # 0. Entdo, 7' € Z se m ¢ um multiplo de n (m = kn, k € Z). Porém, ™ ¢ Z se m
nao é um multiplo de n (m # kn, k € Z). Para poder incluir estes casos, que tem grande
utilidade pratica, foi necessario criar um novo conjunto de nimeros chamado de racionais
e denotado por Q.

Dizemos que um niimero é racional se ele pode ser escrito como uma fragao: ¢ = 7,
onde m, n sdo inteiros e n # 0. Simbolicamente este conjunto pode ser representado como
Q={¢g="; men e Zcomn # 0}.

Nao existe uma tnica representacao de um ntmero racional como um quociente de dois
inteiros (exemplo, % = %) Uma regra que nés permite determinar quando duas expressoes
de quocientes de inteiros resultam no mesmo ntmero racional é a regra do produto cruzado.

Regra do produto cruzado: Sejam m,n,r e s inteiros. Assuma que n # 0 e s # 0.
Entao 7 = © se e somente se ms = rn.



No6s podemos verificar que a adicdo de nimeros racionais satisfazem as propriedades
comutativas e associativas. Agora devemos apresentar a formula para a multiplicacdo de
nuimeros racionais. Sejam p = 2 e ¢ = L dois niimeros racionais, entdo pg = &L = L,

n S n s ns

Os numeros racionais satisfazem uma propriedade que os nimeros inteiros nao satis-
fazem, a multiplicacdo inversa. Se a é um numero racional e a # 0, entdo existe um
niimero racional denotado por a~!, tal que a 'a = aa~! = 1. Além disto, a multiplicacdo

dos niimeros racionais é associativa, comutativa e distributiva com respeito a adicao.

Os reais. Sua representagao geométrica e relagao de ordem.

A soma, diferenca, produto e quociente de nimeros racionais sempre é um racional.
Porém, somente os ntmeros racionais nao permitem solucionar todos os problemas que
aparecem em nosso dia a dia. Por exemplo, encontrar o comprimento da diagonal de um
quadrado de lado 1, ou resolver 22 — 3 = 0. Os gregos acreditavam que qualquer grandeza
fisica poderia, em teoria, ser representada por um ntmero racional. Eles pensavam que
o tamanho (valor) da grandeza consistia de um ntmero inteiro de unidades mais alguma
fracdo 7 de outra unidade. No seculo V depois de Cristo, Hippasus of Metapontum de-
mostrou usando um método geométrico que a hipotenusa de um tridngulo retdngulo nao
pode ser expressada como a razdo de inteiros. Esta tarefa é resolvida introduzindo um
novo nimero, o qual ndo pode ser expressado como o quociente de dois inteiros e é denom-
inado de irracional, tais como /2, 7, e, etc. Em outras palavras, quando introduzimos a
opracao inversa da poténcia de niimeros racionais surgem casos que ndo podem ser repre-
sentados por racionais. Para poder incluir estes casos, que tem grande utilidade pratica,
foi necesséario criar um novo conjunto de niimeros chamado de irracionais e denotado por I.

Os nuimeos racionais junto com os nimeros irracionais formam o que chamamos de
conjunto de ntimeros reais e denotamos por R = Q U . Geometricamente falando os reais
correspondem a todos os pontos de uma linha reta. Ou seja, existe uma correspondéncia
(um a um) entre os pontos de uma linha reta e os nimeros reais. A cada ponto podemos
associar um nimero real e viceversa. O primeiro a fazer esta ligacdo entre a dlgebra e a
geometria (Geometria Analitica) foi René Descartes.

Os ntimeros racionais e irracionais se diferenciam na sua representacao decimal. Ntmeros
racionais tem repeticdo de decimais, ou seja, a partir de algum ponto o decimal con-
siste completamente de zeros ou uma cadeia finita fixada de digitos, que vai ser repetida
(% = 0.5000..., % = 0.272727...). Os ntimeros irracionais sao representados por decimais
que nao sdo repetidos. Exemplos de niimeros irracionais sao:

m = 3,14159265358979323846 . . .,

e =2,718281828459.. ..

Notem que estes dois exemplos de nimeros irracionais tem retizéncias no final, e isto
significa que seu nimero de casas decimais é infinito sem nenhum padrao ou repeticao.
Consequentemente, é impossivel representar um numero irracional de forma exata num
nimero finito de paginas. Porém, todo ntimero irracional pode ser representado de forma
exata como o limite de uma sequéncia de nimeros racionais. Por este motivo aos principais
nimeros irracionais tém se atribuido letras. O conceito de limite serd estudado nos préximos
topicos.

Os numeros reais tem as seguintes propriedades para a adicdo e a multiplicagdo. Sejam
a, b e ¢ nimeros reais, entao:

i) a adicdo é comutativa e associativa, a+b=b+aea+ (b+c¢) = (a+b) +c.

ii) a multiplicacdo é comutativa, associativa e distributiva com respeito a adigdo, ab =
ba, a(bc) = (ab)c e a(b+ ¢) = ab + ac.



Os nuimeros reais sao ordenados, isto é, dado dois niimeros a e b, s6 se verifica uma das
seguintes possibilidades:

i) a é menor que b (a < b),

ii) b é menor que a (a > b),

iii) a é igual a b (a = b).

Esta relagdo de ordem é representada com o simbolo <, que estabelece desigualdades.

Definicao 2 Se a e b sdo nidmeros reais, entdo:
i) a < b significa que b — a € positivo
1) a < b significa que a < b ou a = b.

Geometricamente falando, se a < b < ¢, significa que na linha reta, b esta a direita de
a e ¢ a direita de b. Veja esta representacdo geométrica na Figura 2.

Figure 2: Representacao grafica dos nimeros reais R.

A seguir colocamos um teorema que contem as propriedades mais usadas da desigual-
dade. Estas propriedades serdo usadas mais a frente para resolver inequagoes.

Teorema 1 Sejam a, b, c e d niumeros reais.
a) Sea<beb<ec, entdoa<c
b) Sea<b, enttoa+c<b+cea—c<b-—c
c) Se a < b, entdao ac < be quando ¢ € positivo e ac > be quando ¢ é negativo
d) Sea<bec<d, entioa+c<b+d
e) Se a e b sao ambos positivos ou ambos negativos e a < b, entdo % > %

Estas cinco propriedades continuam sendo validas se os simbolos < e > sdo trocados
por < e > respetivamente.

1.1.2 - Potencias, raizes e valor absoluto. Distincia.

Potencias e raizes.

Sejam n e m inteiros positivos e @ um nimero real, semelhante ao caso dos ntimeros
racionais nés temos as seguintes regras para a poténcia:

qlm+n) — ama™,

(am)n — amn’

m" — q(m") Lembrando que a expressdo entre paréntesis deve ser calculada primeiro.

Seja a um nimero real positivo e n um inteiro positivo, entdo existe um tnico niimero
real positivo r tal que: ™ = a. Este nimero é chamado de n-esima raiz de a e é denotado
por an ou {/a. No caso particular de n = 2 temos a raiz quadrada.

a

Valor absoluto
Duas propriedades importantes dos nimeros reais sdo seu sinal e sua grandeza. Geo-
metricamente falando o sinal esta associado a diregao (direita ou esquerda) que o nimero



se encontra da origem (ntimero real zero) na linha reta de nimeros reais. Sua grandeza
esta associada a distancia que ele se encontra da origem. Noés introduzimos o conceito de
valor absoluto para caraterizar esta distancia.

Definicao 3 O walor absoluto ou grandeza de wm nimero real a é denotado por |a| e

. >0
definido como |a| = { @ seazvo
—a sea<0
Note que da defini¢do anterior segue que |a| > 0 para todos os valores de a. O valor
absoluto pode ser expressado em termos do simbolo da raiz quadrada.

Teorema 2 Para todo nimero real a, Va? = |a.

Prova: Como a? = (4+a)? = (—a)? os ntimeros +a e —a sio raizes quadradas de a?.
Se a > 0, entdo +a é a raiz quadrada de a?, e se a < 0, entdo —a é a raiz quadrada nao
negativa de a2. Como va? denota a raiz quadrada nao negativa de a2, nés temos

\/(72 =+a sea =0,

Va2 =—a sea<0,

que nada mais é que a definicdo do valor absoluto. Portanto Va2 = la|.O]

Este quadradrinho branco no final da demostracéo é usado para indicar que a prova foi
concluida. Outras propriedades do valor absoluto.

Teorema 3 Se a e b sdo numeros reais, entdo:
a) —|a| < a < lal,
b) |ab| = |al|b|

o) 131 = -

Prova: a) Se a > 0, entdo nés podemos escrever —a < a < a ¢ a = |a| de onde segue
que —|a| < a < |a]. Se a < 0, nés podemos escrever a < a < —a e —a = |a| de onde segue
que —|a|] < a < |al.0

b) Como Va2 = |a| isto implica que |ab| = \/(ab)? = Va2b? = Va2v/b? = |a||b|.0

Conceito de distancia

A distancia entre dois pontos (ou dois niimeros reais) é um nimero real que satisfaz as
seguintes propriedades:

i) para quaisquer pontos P e @, nés temos d(P,Q) > 0, e d(P,Q) = 0 se e somente se
P = Q7

ii) para quaisquer pontos P e @, nés temos d(P, Q) = d(Q, P),

iii) sejam P, @ e M trés pontos, entdao d(P, M) < d(P,Q) + d(Q,M).

5 o M B M

Figure 3: Distancia entre dois niimeros reais.

Por definigdo a distdncia entre dois pontos de uma linha reta (ou dois nimeros reais)
é&:d=b—a,seb>aoud=a—0>b,sea>>b. No primeiro caso, b — a é positivo, portanto
podemos escrever d = b—a = |b—al. No segundo caso, b — a é negativo, portanto podemos
escrever d = a — b = —(b—a) = |b— a|]. Note que esta definigdo de distdncia satisfaz as
trés propriedades anteriormente colocadas.



Teorema 4 Se a e b sdo pontos de uma linha coordenada, entdo a distancia entre eles €

d=1b—al.

Teorema 5 Para todo nimero real x e todo numero positivo K :
a) x| < K se e somente se —K <z < K,
b) |x| > K se e somente sex < —K ouzx > K.

O teorema anterior continua sendo valido se nds trocamos < por <.

Teorema 6 (Desigualdade Triangular) Para qualesquer nimeros reais a e b temos
la+b] < |af + 1b].

Prova: De teoremas anteriores temos que —|a| < a < |a] e —|b] < b < |b|. Sumando
estas duas desigualdades segue que —(|a| + |b]) < a + b < (|a|] + |b]). Usando o item a) do
teorema anterior com < no lugar de <, e escolhendo z = a +b e K = |a| + |b| obtemos
la +b| < |a| + |b|.0

1.2 - Nogoes sobre conjunto, intervalos e expressées logicas.

Conjuntos.

Um conjunto € uma colecao de objetos, chamados de elementos ou membros do conjunto.
Um caso particular de conjunto é aquele cujos elementos sdo ntmeros reais. A notacao
usada para descrever um conjunto é: {z : ____} e lee-se como, “o conjunto de todos
os x, tal que ”. Onde = denota os elementos do conjunto e denota uma
propriedade especifica dos elementos deste conjunto. Além de : que corresponde a “tal que”
sao usados outros simbolos como / ou ;. Esta escolha de notagdo pode ser diferente em
livros e artigos cientificos e definem a notacio usada pelos autores.

Exemplo: {z : x é racional} o conjunto de todos os z, tal que x é um nimero racional.

Notagao de conjunto: Para indicar que um elemento a é membro do conjunto A es-
crevemos a € A e lee-se “a é um elemento de A” ou “a pertence a A”. Para indicar que a
nao é um elemento de A escrevemos a ¢ A e lee-se “a nao é um elemento de A” ou “a nao
pertence a A”.

Exemplo: Se A é o conjunto {x : xé racional}, entdo os nimeros % cAe2¢ A

Algumas vezes quando definimos um conjunto usa-se a notagdo {zr € A : ____ } que
especifica a que conjunto A pertencem os elementos xz. Exemplo: {z € R} é o conjunto de
todos os elementos = que pertencem aos nimeros reais (R é usado para denotar o conjunto
dos ndmeros reais).

Existem conjuntos que ndo tem elementos nenhum. Tal conjunto é denotado pelo
simbolo @ e chamado de vazio ou nulo. Um exemplo de conjunto vazio é {:E €ER : 2% < 0}.

Definicao 4 Dois conjuntos A e B sao ditos ser iguais se eles possuem os mesmos ele-
mentos, e se denota A = B. Caso contrario séo dito ser diferentes, A # B.

Exemplo: {m €ER:2%< 0} = .

Definigdo 5 Se todo elemento do conjunto A é também um elemento do conjunto B, nés
dizemos que A é um subconjunto de B ou que A esta contido em B, e escreve-se A C B.

Por convencao o conjunto @ é um subconjunto de todo conjunto. Pela defini¢do acima,
se ACBeBCA,entao A= DB.



Definicdo 6 Sejam A e B dois conjuntos:

a) o conjunto de todos os elementos que pertence a A e também a B é chamado de
intersecao de A e B e denota-se ANB, ANB={x:x € Aex¢€ B},

b) o conjunto de todos os elementos que pertence a A ou a B é chamado de unido de A
e B e denota-se AUB, AUB ={z:x € A ouz € B}.

AMB

Figure 4: Intersecao e uniao de conjuntos.

Existe outra relacdo entre conjunto que se chama complemento. O complemento do
conjunto A relativo ao conjunto S, denotado por S — A, é o conjunto de elementos que
estdo em S e ndo estdo em A, ouseja S—A={r:x€Sex ¢ A}.

Definicdo 7 Se S é um conjunto de numeros reais diferente de vazio, e se existe um
numero M, tal que x < M pata todo x € S, se diz que o conjunto S € limitado por cima
(Se S#eS={reR:x< M}, sedizS € limitado por cima).

Similarmente se S # @ e S ={z € R: M < z}, entdo S é limitado por baixo.

Um conjunto S ¢é dito ser limitado, se é limitado por cima e por baixo, caso contrario
se diz que é ilimitado.

Exemplo de conjunto limitado: {x : 2 <z < 3} o conjunto de todos os z, tal que x
esta entre 2 e 3.

O valor absoluto proporciona uma forma alternativa de definir um conjunto limitado
de ntimeros reais.

O conjunto S é limitado se existe um ntmero positivo K tal que |z| < K para todo
x € S. Neste caso K ¢é o limite superior e —K ¢é o limite inferior para S.

Intervalos.
Um caso especial de conjunto de niimeros reais sdo os chamados intervalos.
O intervalo fechado entre os nimeros a e b, a < b, é o conjunto {z : a < x < b}
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Figure 5: Representaciao geométrica do intervalo fechado.

O intervalo aberto entre os nimeros a e b, a < b, é o conjunto {z : a <z < b}
Geometricamente, um intervalo é o conjunto dos pontos de um segmento de linha que
inclui os dois pontos extremos (a e b) quando é fechado e nao inclui os pontos extremos



la, b[
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Y

Figure 6: Representacdo geométrica do intervalo aberto.

quando é aberto. Os simbolos usados para denotar os intervalos sdo [a,b] para intervalos
fechados e (a,b) para abertos. Um intervalo pode incluir apenas um ponto extremo. Neste
caso se chamam de intervalos semiaberto ou semifechado ([a,b) e (a,b] que por defini¢do
sao {z : a<x <b}e{r : a<x<b} respetivamente). A seguir listamos os possiveis
intervalos que podem existir para o conjunto dos ntimeros reais.

Notagao de intervalo Notagao de conjunto

[a, b] {z : a<z<b}

(a,b) {z 1 a<z<b}

[a,b) {z : a<z<b}

(a,b] {z 1 a<z<b}

(—o00, b] {x : z<b}

(—00,b) {z : z<b}

[a, +00) {z : z>a}

(a,400) {z : z>a}

(—o0, +00) {z : —oo <2< 400, ouentdo z é um nimero real}

O simbolo oo é chamado de infinito e representa um ntimero que pode ser arbitraria-
mente grande.

Expresoes logicas

Em matemaética sempre deve-se deixar claro o que esta sendo assumido e o que esta
sendo provado. Por prova nds entendemos uma sequéncia de sentencgas (afirmagoes) onde
cada uma destas sentencas é assumida ou decorre de afirmagoes anteriores através de uma
regra de dedugao, a qual também ¢é assumida. Regras de dedugdo sdo basicamente regras do
senso comum. As Defini¢des, Postulados e Axiomas nao podem ser provados. Os Teoremas,
Lemas e Corolarios devem ser provados.

A sentencga ou expressao logica “se A, entdo B” é usada quando a afirmacdo A implica
na B. Esta expressao légica também pode ser representada de forma compacta como “B
somente se A”.

Exemplo: “Se 2z = 5, entao x = %” é uma sentenca verdadeira.

A sentenca reciproca de “se A, entdao B” é dada por “se B, entao A”.

Exemplo: “Se x = %, entdo 2x = 5” (reciproca) é verdadeira.

Quando uma sentencga e sua reciproca sao verdadeira acostuma-se usar a terminologia
“A se e somente se B”. Assim, isto significa que A implica em B, e que B implica em A.

Portugués Inglés Significado Simbolo

“A somente se B” “A only if B” se B, entao A =

“A se e somente se B” “A if and only if B” se A, entdo B e se B, entdo A <=

Exemplo: “Se = —3, entdo 22 = 9” é uma sentenca verdadeira. A reciproca: “se
2 = 9, entdo © = —3” é uma sentenca falsa, porque x pode ser igual a 3. Portanto a
sentenca “z? = 9 se e somente se © = —3” ¢é falsa.

Frequentemente, para provar uma determinada sentenca nés usamos o chamado “método
da contradicdo”. Ndés queremos provar que uma sentenca A é verdadeira. Para fazer isto,



noés supomos que A é falso, e entdo via raciocinio légico partindo de que A é falso chegamos
a um absurdo ou a uma contradicao de uma sentenga verdadeira. Nés concluimos entao que
nossa suposicao que “A é falso” néo se verifica, de onde segue que A deve ser verdadeira.

Exemplo: Teorema: Seja n € N. Se 2 divide n?, entdo 2 divide n.

Prova: (Por contradigdo ou reducdo ao absurdo)

Vamos supor verdadeiro o contrario do teorema. Ou seja, suponha que 2 divide n? e
que nao divide n. Logo, existem ntimeros naturais k e m tais que:

n? = 2k (divisivel por 2),
n = 2m + 1(ndo divisivel por 2).

Mas, subtituindo (2) em (1) segue que:

2m+1) =2k = 4m?>+4m+1=2k ou 4(m?+m)=2k—1,

que é contraditorio, ja que 2k — 1 é um ntmero impar e portando nao é divisivel por
4 enquanto que 4(m? 4 m) é divisivel por 4. Este absurdo ou contradicio obtida prova a
falsidade da hipdtese. Logo, se 2 divide n?, também divide n.

Noc¢oes sobre sucessoes ou sequéncias e séries.

O método da indugao matematica.

Inducdo é um axioma que nos permite provar que ciertas propriedades sdo verdadeiras
para todos os inteiros. Suponha que temos que provar certa afirmacao relativa aos inteiros
positivos n. A afirmagdo é denotada por A(n). Provar a afirmacdo para todo n, basta
provar o seguinte:

1) A(1) é verdadeiro (a afirmacao relativa ao inteiro 1 é verdadeira).

2) Assumindo a afirmacao provada para todos os inteiros positivos < n, prove para
n + 1, ou seja, prove que A(n + 1) é verdadeira.

A combinagéo destes dois passos é conhecida como inducao. Ou seja, 1) fornece o ponto
de partida, e 2) nés permite provar A(2) partendo de A(1), e A(3) partendo de A(2), e
assim sucessivamente, procedendo passo a passo.

Exemplo: Teorema: Para todos os inteiros n > 1, temos 1 +24+3+ ...+ n = %

Prova: Por indugdo. A afirmacdo A(n) é a afirmagdo do teorema. Quando n = 1,
1(1+1)
5

verdadeira para o enterio n, A(n) = % Entao

An+1) =142+ . +n+n+1) =" 4 (4 1) = niani2ns2 _ dl)nd2)
_ (n+)(n+2)
= 2

simplemente temos que 1 = que é verdadeiro. Assuma agora que a afirmacao é

Ou seja, assumindo A(n) provamos que A(n) + (n + 1) , que nada mais é que
A(n + 1). Entédo isto prova o resultado.
Notagao. Podemos denotar a soma de n (n é um inteiro) termos pelo seguinte simbolo
n n
1+24+3+...+n= > k. Similarmente, Y f(k)= f(1)+ f(2) + ...+ f(n).
k=1 k=1
Exemplo: Nés queremos uma formula simple para o nimero de maneiras de retirar k

objetos de um conjunto de n objetos. Este ntimero é denotado por C}' e é chamado de
coeficiente binomial. A razdo para este nome é simples. Suponha que queremos expandir
o produto (z +y)" = (z +y)(x + y)--- (r + y) como uma soma de termos que envolvem



poténcias de z e y. Nesta expansao, selecionamos x de k fatores e y de n — k fatores.

n
Tomando a soma sobre todos as possiveis sele¢oes, temos que (z + y)" = > C,?xky”_k.
k=0

Se mostra que C}' tem uma expressao simples. N6s denotamos com n! o produto dos n
primeiros inteiros positivos, como:

=1,

N=1.2=2,

31=1-2-3=6,

A1=1.2-3.4=24,

e assim sucessivamente. Por definicdo 0! = 1. Entdo o valor para C} ¢ dada pela
formula C7' = k(nni—'k)' Por exemplo, C§ = 2(447_!2)! = % = 6. Se pode provar por indugao

que C}' tem o valor descrito acima.
Também, é usada outra notacdo para o coeficiente binomial C}' = (Z) Por definicao,
se n é um inteiro > 0 e k é um inteiro tal que £k < 0 ou k£ > n, entédo (Z) =0.

Séries Geométricas
n
Seja ¢ um nimero, ¢ # 1, e sejam k e n inteiros positivos. Considere a soma > ¥ =
k=0
l+c+c?+...+c Observe que (1+c+c2+...+c")(1—c) = 1 — "L, Isto é conseqiiéncia
imediata da propriedade distributiva. Todos os termos no produto se cancelam exceto

1 Cn+1

n
_n+l : k _ _
1 — """ Com isto temos que kzoc =1 — 5=

Que acontece quando n é muito grande? Se ¢ > 1, entdo a poténcia ¢ serd muito
grande. Um caso interessante é quando 0 < ¢ < 1. Entdo ¢"*! se aproxima de 0. Conse-
quentemente Cln_:l se aproxima de 0 quando n ¢é arbitrariamente grande. Entao podemos
dizer que a soma 1+c+c?+...4+¢" se aproxima de ﬁ quando n é arbitrariamente grande.

+1

1

1=+ O simbolo co é chamado de infinito,

o

E isto pode ser abreviado pelo simbolo ) k=
k=0

e representa um numero que pode ser arbitrariamente grande. Cuidado, ndo existe um

numero chamado infinito. A palavra infinito apenas é uma abreviagdo para dizer que um

o0

ntiimero pode ser arbitrariamente grande. O simbolo > ¢* é chamado de serie geométrica,
k=0

e lhe corresponde o valor numérico %_C quando 0 < ¢ < 1.

1.3 - Equacées e inequagoes que contem uma quantidade real.

Exemplo 1: Resolva a equacao 2x + 3 = 1.
Usando as propriedades da soma e multiplicacdo para os ntimeros reais podemos chegar

a:
T = —% = —1, que ¢ a solucao do nosso problema.
Prova: Subtitua x = —1 na equagao e obteremos uma identidade. Para provar que é
Unica, assuma que existe (3) outra solugdo o = —1 + b, subtituindo na equagao chegamos
a que b= 0.0

Exemplo 2: Resolva a seguinte inequacdo 2z — 3 < 7. Ou seja, encontre todos os
nimeros reais que satisfazem esta desigualdade.

20 -3 <7 usando as propriedades da soma e multiplicacdo para os ntimeros reais
temos
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2x <10 (43 a ambos lados)
x <5 (+% ambos lados).

Até este ponto nds estamos tentados a concluir que a solugdo de nosso problema consiste
de todos os = menores que 5, isto é, todos os x que pertezem ao intervalo (—oo, 5). Dizer que
esta conclusao é correta é prematuro. Por que? Porque logicamente nds temos provado que
se x é a solucdo, entdo x < 5. Em outras palavras, se S denota o conjunto de solugoes de
nossa desigualdade, nds mostramos que S C (—o00,5). Ainda nao obtimos que S = (-0, 5).
Se nds provamos que (—oo,5) C S, entdo poderemos dizer que S = (—o0,5), dado que a
definicao de igualdade de conjunto é A= B se AC Be B C A.

Para provar que (—o00,5) C S nés devemos mostrar que todo nimero z € (—00,5) é
também um elemento de S. Isto é, nés devemos assumir z < 5 e deduzir que 2z — 3 < 7.
Isto pode ser feito da seguinte forma.

T <5

2z < 10 (%2 ambos lados)

20 -3 <7 usando as propriedades da soma e multiplicagdo para os ntimeros reais
temos

2x < 10 (-3 a ambos lados), e com isto provamos que a solugio de 2z —3 <7 é o
intervalo (—o0, 5).

Note que neste exemplo os passos para mostrar as duas partes do problema sao os
mesmos, mais em ordens opostas. E muito comum so fazer os passos de uma das etapas
(partes) e entao concluir a prova estabelezenco que os passos sdo reversiveis.

Exemplo 3: Resolva a equagao |2z — 4| = |3 — z|.

No intervalo [2,3] ambos (22 — 4) e (3 — x) sdo ndo negativos, por isto a equacdo se
reduce a:

20 — 4 =3 — x, com a solucao = = % Por outro lado, nos intervalos (—o0,2) e (3, 00),
(2x —4) ou (3 — x) podem ser negativos, mas nao simultaneamente:

—(2r—4)=3—1x) em (—00,2)

(2r —4) = —(3—1x) em (3,00). Como pode-se ver sdo as mesma equacao para os dois
intervalos e sua solugdo é . = 1. Assim, z =1ex = % sao a solucdo do problema.

Equacao quadratica para uma quantidade real.

Nos sabemos resolver 3z — 2 = 0. Nas equagoes deste tipo a quantidade = (xz € R)
aparece so na primeira potencia. Agora vamos considerar um caso mais complexo, onde x
aparece com a segunda potencia. Como por exemplo 22—3z+1 = 0. Resolver este problema
¢é encontrar todos os valores de x que satisfazem esta equagdo. Primeiro sumamos —1 a
ambos lados da equacao:

22— 3z =1, (1)

Agora devemos adicionar outro nimero a ambos lados da equacao de forma tal que o
lado esquerdo da equacdo seja um quadrado da forma (x — s)?. Nés sabemos que

(x —8)? =2 — 252+ 5%, (2)
portanto —2s = —3 ou 2s =3 ou s = % Entao somando (%)2 a cada lado da equacao
(1) encontramos,
9 9 5
2
-3 —=—-14+-=- 3
T T+ 1= T (3)
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o lado esquerdo pode ser escrito na forma da equagao (2)

1?3245 = (z—3)% e de (3) segue que (z—3)? = 2. Agora, tomando a raiz quadrada

temos

(z — %)2 = \/% ou |z — % = % que segundo a definicdo do valor absoluto possue
duas solugoes
+(@—3)=4/5 se(z—3) >0 que impli _3, /5
2/ 4 5) = quelmplcaemx_2—|— 1
—(z—3)=14/2 se (z—3) <0 que implica em z = 3 5

/3,
. : 3 5
que muitas vezes se escreve abreviadamente como r12 = 5 £ /7.

Exemplo: Resolva 22 +2z+2 = 0. Aplicando o mesmo método obtemos, z2 + 2z = —2.
Desta vez s = 1 e portanto (z — 1)> = =2 + 1 = —1, mais um nimero real negativo nio
pode ser o quadrado de um nimero real. Portanto este problema nao tem solugao.

Teorema 7 Sejam a, b e ¢ numeros reais e a # 0. As solugées da equacio quadratica
ax® + bz + ¢ = 0 sdo os numeros reais x1 e xo dados pela formula x19 = —btvb-—dac V;f_‘mc,
sempre que b> — 4dac seja positivo ou zero. Se b® — 4dac € negativo, entio a equagio ndo tem
solugcao no conjunto dos niumeros reais.

Prova: Resolver nossa equacio é o mesmo que resolver az? + bz = —c. Como a # 0,

dividindo por a podemos ver que isto é equivalente a resolver %+ %x = —¢. Para completar

o quadrado do lado esquerdo, necesitamos que z2 + gaj = 22 4 25z e portanto s = %.
b2

Agora adicionando s% = 1,z & ambos lados da equagao, encontramos a equagio equivalente

2 2_ , . ~ . . , .
(x + 2%)2 =—c+ 4% =b 4;%“0. Se b? — 4ac é negativo, entdo o lado direito é negativo,

e um numero negativo nao pode ser o quadrado de um ntmero real. Por isto, neste caso,

nossa equacdo nio tem solucdo para os nimeros reais. Se b? — 4ac é positivo ou zero,

Vb2—4ac
2a

entdo podemos tomar a raiz quadrada e encontrar |z + % =
T = _% + WZZW _ fbi\/zlffw‘[]

Note que se b?> — 4ac = 0, entdo nossas duas solucoes correspondem na verdade a so
uma xr = —%. Note também que, na nossa prova apenas utilizamos as operacdes de soma
, multiplicacdo e a raiz quadrada para os ntmeros reais. Se nés novamente extendemos
nossos conhecimentos dos niimeros para um sistema maior de nimeros, nos quais estas
operagoes sejam validas, inclusive a possibilidade de tomar a raiz quadrada de um nimero
real negativo, entdao nossa formula serd valida para este novo sistema maior de niimeros, e
novamente teremos solugdo para nossa equagao em todos os casos (nimeros complexos).

Equacoes do tipo az® + bx? + cx +d = 0 e azx* 4 ba® + ca? + dx + e = 0 tem formulas
para as raizes. Para polinomios de ordem maior a 4 ndo existem formulas e o problema é
resolvido de forma aproximada utilizando métodos numéricos.

, que implica em

1.4 - Relagées entre mais de uma variavel (Duas dimensdes).

Conceito de variavél e relacao.

Bom, até aqui temos visto como se formaram os nimeros reais e as operagoes basicas
foram definidas para eles. Vimos que existe uma correspondéncia um a um entre os niimeros
reais e os pontos de uma linha reta. Aprendimos a resolver equagoes e inequagdes com uma
incognita. Agora vamos ver que todos estes conceitos podem ser extendidos (generalizados)
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para um caso mais geral em que podemos ter equagoes (inequagdes) com mais de uma
incognita.

Variavel: Por uma variavel entendemos um simbolo que pode ser igual a qualquer
conjunto particular de nimeros. Ou seja, uma variavel é denotada por um simbolo que
representa um elemento genérico de um conjunto.

Usualmente o conjunto é o conjunto dos niimeros reais R! (que é o mesmo que R) ou
algum subconjunto deste e o simbolo é z (exemplo 2z — 3 = 1).

Frequentemente encontramos problemas com mais de uma variavel, ou seja, mais de uma
quantidade que se relacionam entre elas de alguma forma, como por exemplo a seguinte
equacdo: 2z +y = 1, onde z e y sdo os dois simbolos que denotam duas variaveis, € R!
ey € R! ,ou seja, sdo duas variaveis reais. Resolver este problema consiste em encontrar
os valors de z e y que satisfazem a equacgéo.

Relacbes entre variaveis podem ser dos mais variados tipos e algumas vezes sdo ex-
tremadamente complicadas. Por enquanto vamos trabalhar com relagoes entre duas vari-
aveis, como por exemplo: y +2x = 3 e y + 2x > 3, onde = e y sdo duas variaveis reais
que pertezem a dois conjuntos respetivamente. Isto é, x e y sdo dois (um par) nimeros
reais genéricos que pertezem a dois conjuntos X e Y e estes nimeros se relacionam atravéz
das expressoes acima. Algumos pares de nimeros de = e y satisfazem a relagdo (solugdo),
outros nao.

Destacamos tres tipos de relaces que sao frequentemente usadas.

1) Equivalencia: Uma relagdo ~ em X é chamada de uma relacdo de Equivalencia se
satisfaz tres condicoes:

a) para todo z € X, x ~ x (propriedade reflexiva);

b) se x ~ y, entdo y ~ z (propriedade simetria);

c)sex ~yeyn~ zentdo x ~ z (propriedade transitiva).

Estas trés condi¢bes ou propriedades sao chamadas de reflexiva, simetria e transitiva.
Outra notacido muito usada para a relacdo de equivalencia é =.

O exemplo mais simples ou canoénico de ral¢do de equivalencia é a Igualdade denotada
com o simbolo =. Note que a Igualdade verifica as propriedades reflexiva, simetria e
transitiva.

a) para todo x € X, x = x;

b) se x =y, entao y = x;

c)sex=yey=zentdo r = z.

2) Ordem Parcial: Uma relagdo < em X é chamada de Ordem Parcial se satisfaz
duas condicoes:

a) é transitiva, isto é, x < y e y < z implica x < z;

b) para todo z € X, © £ x.

Quando a) se verifica é facil ver que b) é equivalente a antisimetria: se z < y, entao
y £ x. Uma relacdo < em X é chamada de ordem total se ela é uma ordem parcial e satis-
faz a seguinte condi¢do: para qualquer x e y em X, se verifica que x < youy < xouz =y.

3) Fungao: Uma relagdo f de X em Y é chamada uma Fungdo se para cada x € X
existe exatamente um y € Y tal que xzfy. Outra forma de denotar uma relacdo do tipo
fungdo é y = f(x). Noés escrevemos f : X — Y que significa que f é uma funcdo de X em
Y, X é chamado de dominio de f e o conjunto {f(x) : z € X} é chamado de imagem de f.
Note que a imagem de f pode ser diferente do conjunto Y.
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Dizemos que f é injetora (um a um) se f(z1) = f(z2) somente quando x; = x9, onde
T1 € T2 sao dois elementos de X.

Nés dizemos que f é sobrejetora (onto) se a imagem de f é todo o conjunto Y, ou seja,
Y ={f(z):z € X}.

Uma funcdo que é spbrejetora e injetora é chamada de bijetora. Uma fungéo bijetora
também é referenciada como uma correspondéncia um a um.

Exemplo: 1) y = f(z) =z, Dom f ={z € R}, Y = {y € R}, Im f = {y € R} é injetora
e sobrejetora, portanto bijetora.

Exemplo: 2) y = 2% Dom f ={z € R}, Y = {y € R}, Im f = {y € R/y > 0} ndo ¢
injetora ((—z,)? = z2) e também nao é sobrejetora (Y #Im f)

Exemplo: 3) y? 4+ 22 = 1 ndo é uma relacio de funcio é apénas uma relacio entre os
conjuntos X e Y (equagdo)

Uma fungdo x : N(naturais)— X (reais) é também chamada de uma sequéncia ou
sucessdo em X. Neste caso é mais pratico usar a notacdo x, que xz(n). Esta talvez foi a
primeira funcdo matematica que o ser humano criou. Isto porque a ac¢do de contar objetos
é uma sequéncia z(n) = n.

Exemplo: z = f(n) = ouz, = +.

O par ordenado e sua representacao grafica.

No caso que so tinhamos um conjunto, os nimeros reais, foi estabelecido uma corre-
spondéncia entre os nimeros reais e os pontos geometricos de uma linha reta (uma variavel,
uma dimensao). Esta correspondéncia pode ser extendida para tratar com dois conjuntos
de ntimeros reais. A correspondéncia é estabelezida entre os nimeros reais de cada conjunto
e os pontos geometricos de um plano (duas variaveis, duas dimensdes).

Assim, pontos de um plano possuem uma correspondéncia um a um com os pares de
nimeros reais se usamos duas linhas coordenadas perpendiculares, designamos por origem
o ponto de intersecao e lhe assignamos dire¢des a cada uma das linhas. Normalmente estas
duas linhas se chamam de eixos coordenados (eixo x e eixo y) e formam o que é chamado
de sistema de coordenadas cartesianas ou retangular se o angulo entre eles é de 90°.

Figure 7: Representacao grafica dos eixos cartesianos.

Agora vamos estabelecer a correspondéncia um a um entre os pontos do plano coorde-
nado e o par de nimeros reais. Se P é um ponto no plano coordenado, entdo nds trazamos
duas linhas que partem de P e cada uma é perpendicular a um dos eixos coordenados. Se
a primeira linha interseta o eixo x no ponto com coordenada a e a segunda linha interseta
0 eixo y no ponto coordenado b, entao nés associamos o par (a,b) ao ponto P.
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Figure 8: Representacao grafica do par ordenado ou ponto do plano.

Com esta construcdo, cada ponto no plano coordenado determina um unico par de
ndmeros. Se fazemos o processo inverso, comezando com um par de ntimeros (a, b), podemos
construir linhas perpendiculares aos eixos coordenados, que partem das coordenadas a
e b respetivamente e se intersetam em um unico ponto que é P. Desta forma, temos
estabelezido uma correspondéncia um a um entre um par de nimeros reais e um ponto do
plano coordenado.

Note que, semelhante ao caso unidimensional a ordem do par de niimeros reais é im-
portante. Os pares (a,b) e (b,a) representam pontos diferentes do plano, a menos que
a = b. Por esta razdo o par de nimeros reais é chamado de par ordenado. O con-
junto de todos os pares ordenados de ntimeros reais é denotado por R? e definido como
R? = {(z,y):z € R! e yeR'}.

Os eixos coordenados z e y dividem o plano zy em quatro quadrantes. E facil determinar
a que quadrante pertece um ponto através do sinal de suas coordenadas.

:rr e

- (+.4)

Il "' *
|:_ F:I |:+|'::|

Figure 9: Os quatro quadrantes do plano: I, II, III e IV.

Operagoes com os pontos

A partir de agora, a menos que seja especificado, sempre trabalharemos com um sistema
de coordenada definido. Assim, nao faremos distin¢do entre um ponto e suas coordenadas
associadas. Usaremos R para denotar o conjunto de todos os nimeros reais, e R? para
denotar o conjunto de todos os pares (x,y), onde x,y sdo numeros reais. Com isto um
ponto do plano é simplesmente um elemento de R2.

Dilatacao e reflexdées

Seja P um ponto no plano, com coordenadas P = (p1,p2). Se ¢ é um numero real, nés
definimos o produto ¢P como sendo o ponto cP = (¢py, cp2).
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Se ¢ é um nimero positivo, nés chamamos cP de dilatagao de P por c.

Nés definimos por reflexdo do ponto P = (p1,p2) com respieto ao origem ao ponto
—P = (_pla _p2)

Se ¢ é um ndimero negativo, ¢ = —|c|, o produto c¢P corresponde a reflexdo do ponto P
dilatado |c| vezes.

Adigao, subtracao e a regra do paralelogramo

Sejam P; e P, dois pontos no plano, com coordenadas P; = (x1,y1) € Py = (2,y2). Nbs
definimos a soma como: P; + P> = (21 + x2,y1 + y2). Esta definigdo satisfaz propriedades
similares a adicao dos niimeros reais.

Sejam P;, P e P3 pontos do plano:

Comutativa. P+ P, =Py, + P.

Associativa. P) + (P + P3) = (P + P2) + Ps.

Elemento zero. Seja O = (0,0). Entdlo P+ O =0+ P = P.

Inversa da soma. Se P = (p1,p2), entdao o ponto —P = (—p1, —p2) é tal que P+ (—P) =
0.

Todas estas propriedades sdo provadas inmediatamente a partir das correspondentes
propriedades dos numeros reais. Agora vamos interpretar geometricamente estas pro-
priedades.

P +F

G X

Figure 10: Regra do paralelogramo: soma de ntimeros.

Assim, podemos ver que nesta representacdo geométrica, o segmento de linha entre os
pontos Py e P;+ P» é paralelo ao segmento de linha que une os pontos O e P». Similarmente
o segmento de linha entre os pontos O e P; é paralelo ao segmento de linha que une os
pontos P» e Py + P». Os quatro pontos O, P;, P, e P, + P, formam os quatro vertices do
paralelogramo. Esta é a interpretacao geométrica da soma.

Neste caso, os quatro pontos O, Py, P, e P| — P, formam os quatro vertices do paralel-
ogramo.

Seja A um elemento do R%. Para qualquer ponto P do plano podemos definir uma
translagao T4 que associa a cada ponto P o ponto P + A.

Até aqui conseguimos definir a maioria de nossas nog¢oes intuitivas de geometria den-
tro de nosso sistema de coordenada, baseados unicamente nas propriedades dos nimeros.
Com isto, temos dado o que se chama de defini¢oes analiticas (defini¢goes baseadas so nas
propriedades dos niimeros) para pontos, reflexdes através de O e traslagdes.

Agora, podemos definir o conceito de mapeamento no plano que consiste em associar a
cada ponto P do plano outro ponto. Se o mapeamento é denotado por F', entdo este outro
ponto é denotado por F(P), e é chamado de valor de F' no ponto P ou imagem de P para
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Figure 11: Regra do paralelogramo: diferenca de niimeros.

F'. Por exemplo, se F' é uma translacio por A, isto é, se F' = T4, entdao P+ A é o valor de
Fem P.

Sera que as regras que relacionam a soma e a multiplicacdo entre niimeros também sao
validas para o caso dos pontos no plano? A resposta é afirmativa.

Associativa. Se a e b sdo nimeros e P um ponto do plano, entdo a(bP) = (ab)P.

Distributiva. Se a e b s@o ntmeros, P; e P; pontos do plano, entdo (a+b)P = aP +bP,
a(Pi+ P2) =aPy+aP, , 1P =P e 0P = 0. As provas podem ser obtidas facilmente das
propriedades dos ntimeros.

Distancia entre dois pontos do plano.

No caso unidimensional nés mostramos que a distancia entre dois pontos a e b de uma
linha reta (distdncia entre dois ntimeros reais) é |a — b|. A distncia entre dois pontos no
plano coordenado ¢é calculada usando o teorema de Pitagoras.

y . Bigy)

I.I"IE _7
¥y | B

E]

EI'IIK1.!.*1II

Figure 12: Distancia entre dois pontos do plano.

A distancia entre os pontos P; e B é determinada por dop = |y2 — y1| (caso unidimen-
sional), de forma semelhante a distdncia entre os pontos Py e B é dig = |r2 — x1|. Usando
o teorema de Pitagoras: ¢ = a? + b?, determinamos a distancia entre os pontos P; e P,
como

d = /lza =1 + [y — 1% jé que [z2 — 21> = (22 —21)% e [y — 01 * = (2 — w1)?
temos o seguinte resultado

d=/(x2 —x1)2 + (42 — y1)%

Note que se (3 — x1) = 0 ou (y2 — y1) = 0, isto é, os pontos P; e P; estdo numa
linha paralela a um dos eixos coordenados, entdo d = /(y2 —y1)? = |y2 — y1| ou d =
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V(x2 —x1)? = |z9 — 21|, que estd em corcondancia com o resultado definido para o caso
de uma dimenséo.

O efeito da dilatacdo na distancia entre pontos.

Teorema. Seja ¢ um nimero real. Se P, = (x1,y1) e Py = (x2,y2) sdo pontos do plano,
entdo d(cPy,cPy) = |c|d(Py, Py).

Prova: cP; = (cx1,cy1) e cPo = (cxa,cy2). Pela definigdo de distancia temos:

d(cP1,cPy) = /(w2 — 21)% + Ay — 11)? = V2 /(o — 21)2 + (2 — 11)? = V2d(Py, P2) =
|C‘d(P1, PQ)D

Por isometria entendemos um mapeamento do plano nele mesmo, que preserva a dis-
tancias. Em outras palavras, F' é uma isometria se e somente se, para qualesquer par de
pontos P; e Py, nés temos: d(Py, P») = d(F(Py), F(P)).

Agora vamos usar um simbolo especial para a distdncia entre um ponto P = (z,y) e a
origem O, d(P,0) = |P| = y/22 + 2. O ntimero positivo |P| (também || P|| de forma mais
geral) é chamado de norma de P, e generaliza o conceito de valor absoluto dos nimeros.
Geometricamente a norma corresponde ao comprimento do segmento de linha entre os
pontos O e P.

Usando as propriedades da soma e subtracao de pontos, podemos expressar a distan-
cia entre dois pontos P e Ps por, d(Py, Py) = /(1 — 22)2 + (y1 —y2)? = ||PL — P»|| =
V(z2 —21)2+ (y2 — y1)2 = ||P» — Py||. Também pode ser verificado que ||cP|| = |c|||P||,
onde ¢ é um numero real e P é um ponto do plano.

Relagoes e seus graficos

Dada uma rela¢ao (exemplo 6z — 4y = 10) nés definimos como solugéo da relagdo ao
par ordenado de nimeros reais (a,b), tal que a relacao é satisfeita quando z = a e y = b.
O conjunto de todos os pares ordenados que satisfazem a relacdo é chamado de conjunto
solugdo e constitue o gréfico da relagdo (curva ou curva plana) no plano coordenado. Aqui
surgem duas possibilidades.

1) Dada uma relagao entre duas variaveis x e y, construir seu grafico no plano xy.

Exemplo: y = z tem como gréfico:

2) Dada uma descrip¢ao geométrica de um conjunto de pontos no plano zy, encontrar
uma expressao analitica para a relagao cujo grafico é determinado pelo conjunto de pontos
dados.

Exemplo: O conjunto de pontos que equidistam do ponto (1,1) uma distancia igual a
1 define uma circunferencia de raio 1 e centro em (1,1). A relacdo que se estabelece entre
as coordenadas de cada ponto da circunferencia pode ser obtida como:

d= \/(l‘ - $0)2 + (y - yo)2 = 1, como (xmyo) = (]-a 1) segue que (:E*xo)QJr(y*yo)Q =

Equagdes que tem a forma ax + by = c.

Uma equacao do tipo ax + by = ¢ geometricamente é uma linha reta no plano xy. Por
esta razao estas equagoes sdo chamadas de equacdes lineares. Reciprocamente, qualquer
linha reta no plano pode ser representada por uma equagao na qual as variaveis = e y
aparecem com a primeira potencia e sem o produto cruzado entre elas, ou seja, ax +by = ¢
ouy=—gx+7seb#0.

Se (r1,y1) e (z2,y2) sdo dois pontos e z1 # x3, podemos definir a inclinagdo m do
segmento de linha que une os ois pontos como m = %

Uma linha reta tem a propriedade que as inclinagoes de todos os segmentos de linha que
conetam pontos que estdo na linha sdo os mesmos. Este nimero é chamado de inclinacao
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m=tan{o) 2

Figure 13: Representagdo geométrica da relacao ax + by = c.

da linha reta. A inclinacio é a razdo dos cambios de coordenadas y e x. Também pode
ser entendido como a tangente do dngulo entre a linha e o eixo positivo . A inclinacao
¢ positiva se os valores de y crescem quando os valores de = crescem, e é negativa se os
valores de y decrescem quando os valores de x crescem. Uma linha paralela ao eixo x tem
inclinagao zero e paralela ao eixo y nao tem inclinacao definida (se diz que tem inclinagao
infinita).

Teorema 8 Duas linhas nao verticais (inclinagio indefinida) sio paralelas se e somente
se elas tem a mesma inclinacdo.

Prova: Se L; e Lo sdo linhas nao verticais, entdo seus angulos de inclinacdo oy e
Qg sd0 iguais, ja que duas linhas paralelas cortadas por uma transversal formam angulos
correspondentes iguais. Assim, mq = tan a1 = tan as = mo.

i Li Lo

Figure 14: Representagao grafica de duas retas paralelas.

Reciprocamente, se L; e Ly tem a mesma inclinagdo m, entdo m = tana; = tan as.
Como 0 € a1 < me 0 < ag < 7 segue que a1 e ao sdo iguais. Portanto, L1 e Lo sao
paralelas.[]

Teorema 9 Duas linhas ndo verticais sdo perpendiculares se e somente se o produto de
suas inclinagoes € —1. Isto €, linhas com inclinagoes m1 e mo sdo perpendiculares se e
somente se mymo = —1 ou m; = _n%'

Prova: Primeiro provamos que se Li e Ly sao linhas ndo verticais perpendiculares,
entdo se verifica m; = _%2' Assuma que L1 e Lo tem angulos de inclinacdo ay e a9
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sin(a1+75)

e que a1 < ag, ag = a1 + 5. Assim, my = tanap = tan(a; + §) = sty =
2

sin(a1) cos(g)+cos(on)sin(3) _ cos(an) _ 1 1 1
cos(ai) cos(g)—sin(a1)sin(3) —  sin(ar) SinEOq; ~ tanor ~ ma’

CcOos al

Yy L1

L3
[
B
/ X

Figure 15: Representagao grafica de duas retas perpendiculares.

A outra parte da prova fica de exercicio.(]

Geometricamente uma linha reta é determinada se é conhecida sua inclinagdo e um
ponto da linha.
_Y¥Y—n
-1

m y—y1=m($—$1)? y=mzx+y1 —mxy,
N——

onde b ¢ a intercecao com o eixo ¥, ou seja, o ponto x = 0, Z =b.

Simetrias e intercepg¢oes no plano

Simetria:

a) Uma curva plana é simetrica com respeito ao eixo y se subtituindo x por —z na
equagao da curva obtemos uma equagao equivalente.

b) Uma curva plana é simetrica com respeito ao eixo z se subtituindo y por —y na
equagao da curva obtemos uma equagao equivalente.

¢) Uma curva plana é simetrica com respeito ao origem se subtituindo x por —x e y por
—y na equagao da curva obtemos uma equagao equivalente.

__ (xy)

0 X

2 3

(@) y== (©y==z

Figure 16: Representacio grafica de simetrias.

Intersecgoes:
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Os pontos onde um grafico interseta os eixos coordenados sao chamados de intersegoes,
sao de especial interese em muitos problemas.

Y , Interceces
/\ COIM O BLD ¥
(0.b)
\u,n} .

intercegtes X
COML 0 BN X

Figure 17: Representagao grafica de intersegoes.

Alguns graficos de equacgoes:

Considere o gréafico da equacio y = 2. Neste caso para qualquer valor de z o valor de
y é sempre positivo. Além disto, o gréfico é simetrico com respeito ao eixo ¥y, (—z)? = 22,
Suponha agora que nés queremos o grafico da equacio y = (z — a)?. Se fazemos T = x — a,
entdo y = T2 e vemos que nosso grafico é o mesmo que y = 2 com a origem trasladada
para o ponto (a,0). Nés podemos realizar uma translagdo em y. Considere o ponto (a,b)
efacaT =2 —aey =y —b, assim quando x = a, T = 0 e quando y = b, ¥ = 0. Entao
7 = T2 tem o mesmo grafico que a equacio y = 22 trasladado ao ponto (a,b). Note que a
equacdo ¥ = T2 é a mesma que a equacdo (y — b) = (z — a)? em termos das coordenadas
(x,7). Uma curva que possue uma equacio do tipo (y —b) = ¢(z —a)? em algum sistema de
coordenada é chamada de parabola. Ou seja, a equacdo da forma y = ax? + bz + ¢ (a # 0)
é chamada de equacdo quadratica em z. Seu grafico é a curva chamada de parabola. Se
a > 0, a parabola é aberta para cima, e se a < 0 a parabola é aberta para abaixo. Nos
dois casos a parabola é simetrica com respeito a uma linha vertical paralela ao eixo y. Esta
linha corta a parabola num ponto chamado vertice.

(@) y=zey=2a? Wy=2"cy=yz

Figure 18: Representacao gréafica de trés fungoes.

Circulos: Um circulo é definido como o conjunto de todos os pontos no plano cuja
distdncia ao ponto (zg,y0) é a mesma r (radio). Assim, o ponto estard no circulo se e
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somente se d =1 = \/(x — 10)2 + (y — yo)2 ou equvalentemente 72 = (x — x0)? + (y — yo)%.
Esta é a relacdo que satisfazem os pontos de um circulo centrado no ponto (xg, yo) e radio r.

Duas Equacoes do tipo ax + by =c

Ja sabemos que uma equagao do tipo ax + by = ¢ geometricamente corresponde a uma
linha reta no plano zy. Por esta razao estas equacoes sdo chamadas de equacdes lineares.
Agora resolveremos um problema com duas equacoes deste tipo.

2 +y=1 (1)

3r—2y=4 (2)

Resolver este problema é encontrar os valores de x e y que satisfazem simultaneamente

as duas equacdes. Noés faremos esto com o conhecido método da eliminacdo. Este método
consiste em tentar livrar-se de uma das variaveis (z ou y) para obter uma equagao na qual

so aparece a outra variavel (y ou x). Nés observamos que se multiplicamos por 3 a primeira
equacao e por 2 a segunda obtemos as seguintes equacgoes equivalentes:

6x + 3y =3 (3)

6r — 4y = 8 (4)

Agora, se subtraemos a segunda equacao da primeira, ou seja, subtraemos cada lado da
segunda equagdo do correspondente lado da primeira equacao, observamos que a variavel
x desaparece (foi eliminada),

3y—(—4y)=3-8 ou Ty=-5 (5)
Nos ja sabemos resolver esta equagao, y = —%. Podemos encontrar o valor de = que

resolve simultaneamente as equagdes () e () subtituindo o valor determinado para y em
qualquer uma das duas equagdes () ou (). Ou seja, escolhendo a equacao () fazendo o
procedimento segue: 2z — % = 1, que é outra equacdo facil de resolver, x = % = g. 0]
mesmo resultado seria obtido se escolhemos y para ser eliminada.

Pode acontecer que um sistema de duas equacoes deste tipo nao possua solucio. Por

exemplo resolva o seguinte sistema linear de equagoes:

20 —y =5 (6)
6r—3y =717 (7)

Aplicando o método de eliminagao (divida a segunda equagao por 3 e faza a subtragao)
obtemos: 0 =5 — % = % o qual é um absurdo, portanto o sistema nao tem solugdo. Isto é,
nao existem valores de = e y que satisfazem simultaneamente as duas equacdes.

Ja sabemos que, geometricamente, a equacao do tipo ax + by = ¢ representa uma linha
reta no plano. Portanto cada equacédo do nosso problema representa uma linha reta. Entao,
encontrar os valores de z e y que simultaneamente satisfazem as duas equagoes (resolver
o sistema algebricamente) corresponde geometricamente a encontrar o ponto do plano no
qual as duas linhas se intersetam. Também podemos percever que se o sistema de equacgoes
lineares nao tem solucdo algebrica, geometricamente significa que as duas linhas retas sao
paralelas, ou seja, ndo existe nenhum ponto do plano no qual elas se encontram.

Sejam a, b, ¢, d, u e v nimeros reais conhecidos. Resolva o seguinte sistema de equacdes
lineares em x e y, usando o método da eliminacao.
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Equacbes 2x+y=1 e 3z—2y=4 Equagoes 26 —y=5ebx —3y =7

Figure 19: Exemplos.

ar +by =u (8)
cx+dy=wv 9)

Se multiplicamos (8) por ¢, (9) por a obtemos

acx + bey = cu (10)
acx + ady = av (11)
se subtraemos (8)-(9) obtemos
be — ad)y = (cu — av) que tem solugio y = =) se e somente se (bc — ad) # 0. O
(bc—ad)
valor de x é encontrado subtituindo o valor de y em (8) z = ((I;Z:ZZ)) :

Ou seja se (bc — ad) = 0, ent@o as duas linhas retas sdo paralelas e viceversa.
Este resultado pode ser obtido usando o Teorema que estabelece que duas linhas L e
Lo sdo paralelas se e somente se elas tem a mesma inclinacdo m; = me. De fato a equagao

(8) pode ser escrita na forma y = —3x 4 ¢ sempre que b # 0 (m; = —¢), similarmente a
equagao (9) pode ser escrita como y = —Sx + 5 sempre que d # 0 (mz = —3). Como as
duas retas sdo paralelas (m; = mg) segue que —7 = —4 ou (bc — ad) = 0.

Em outras palavras podemos dizer pelo Teorema que, se (bc — ad) = 0, entdo as duas
restas sdo paralelas, e se as duas retas sdo paralelas, entdo (bc —ad) = 0. Equivalentemente
podemos dizer (sem prova) que, se (bc — ad) # 0, entdo o sistema de equagoes lineares tem
solugdo, e se o sistema de equagoes lineares tem solugao, entao (be — ad) # 0.

Referéncias Bibliograficas

1- Wilfred Kaplan e Donald J. Lewis, Célculo e Algebra linear, V1, V2.

2- Serge Lang, Calculo, V1.

3- Paulo Boulos, Introducao ao cdlculo, V1, V2.

4- Edwin E. Moise, Célculo um curso universitario, V1, V2.

5- Diva Marilia Flemming e Miriam Buss Gongalves, Calculo A: Fungoes, Limite,
Derivagdo, Integracao.

6- Djairo Guedes de Figueiredo, Andlise 1.

7- Aref Antar Neto, Trigonometria, V3.

23



8- Gelson lezzi, Fundamentos de matematica elementar: Conjuntos e Fungoes, V1.

9- Gelson lezzi, Fundamentos de matematica elementar: Logaritmos, V2.

10- Elon Lages Lima, A matematica do Ensino Médio. Colegao do professor de matematica,
V1.

24



