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Tépico 7- Aplicagées da Integral Definida.
7.1 - Calculo de areas de figuras planas.

7.2 - Célculo de comprimento.

7.3 - Volumes de sdlidos de revolugao.

7.4 - Area de sélidos de revolucio.

7.1 - Célculo de areas de figuras planas.

Definicao 1 (Trapezio Curvilineo) Por trapezio curvilineo entendemos uma figura plana
limitada pelo eizo x, duas retas paralelas ao eixo y (xr =a e x =b) e o grifico da fungio
f(x) definida ndo negativa e continua no intervalo [a,b].

Definido desta forma a area do trapezio curvilineo coincide com a integral como mostrado
na figura abaixo.

A= /:f(:r:)d:r:

Figure 1. Area do trapezio curvilineo.

Porém, nem toda figura plana medivel é um trapezio curvilineo. Logo, é necessério
fazer algumas observacoes para calcular a area de figuras planas.

1) Se f(z) é negativa no intervalo [a, b], entao a drea é calculada como A = fab |f(x)|dx =
fab —f(z)dr = — f;f(:n)dx Veja a figura 2.



| f(x) | =-f(x)

- f(x)

A= / Ef f(z)dx

Esta drea é igual que a determinada
pelo trapezio curvilineo superior.
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Figure 2: Area de figuras planas definidas por funcdes negativas.

2) Se f(x) muda de sinal um ndmero finito de vezes no intervalo [a,b], entdo a area é
calculada como A = f; |f(x)|dx, e devem ser encontrados os pontos onde f(z) muda de
sinal para poder fazer |f(z)| = —f(x).

3) Se a figura plana é limitada superior e inferiormente por duas funges continuas
f(z) e g(z) no intervalo [a,b], entdo a drea é calculada como A = f: |f(z) — g(x)|dz =
ff lg(z) — f(z)|dz. Veja a figura 3.
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Figure 3: Area da figura plana limitada por duas funcdes.

4) Qualquer figura plana que possa ser decomposta como sendo a unido de um nimero



finito de figuras planas do tipo anterior, entdo a area pode ser calculada como sendo a soma
das areas de cada figura.

Exemplo: Calcule a drea da figura plana limitada pelas fungdes f(x) = 22 e g(x) = /.

Em exemplos como estes se recomenda esbocar o grafico para visualizar a regido onde
estd a area que se quer calcular. No esboco do grafico podem ser colocados em pratica
todos os conhecimentos estudados até aqui: pontos criticos, crescimento, intersecoes, etc.
Neste caso especifico, ao esbocar o grafico vemos que estas duas fungoes se intercetam em
dois pontos, e estes pontos sdo encontrados igualando as fungoes. Isto é, os valores de x
onde as fungdes se intersetam sdo f(x) = g(x) ou 22 = /2. Equagdes como estas foram
resolvidas no Tépico 1 Pré-calculo, e os dois pontos sdo x = 0 e z = 1. Veja detalhes na
figura 4. A 4rea que tem utilidade pratica estd delimitada pelo intervalo [0, 1], j4 que para
x > 1 a regido tem area infinita. Além disto, no intervalo [0, 1] temos que \/z > 22, logo
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Figure 4: Area da figura plana limitada por f(z) = 22 e g(z) = v/z.

7.2 - Calculo de comprimento.

O comprimento do arco de uma curva y = f(x) no intervalo [a,b] pode ser calculado
usando a ideia da integral definida. Para isto o intervalo é divido em pequenos segmentos, e
o comprimento de cada parte da curva pode ser calculados usando o teorema de Pitdgoras.
Depois de somados os comprimentos de todas as fatias da curva passamos ao limite quando o
maior Azx; tende para zero. Este limite coincide com o comprimento procurado e representa
a soma de todos os comprimentos infinitesimais. Veja detalhes na figura 5.

AL = /(@i + Azi) — wi? + [y + Ayi) — uil? = V[Az ]2 + [Ay]? = A%W




A.% Ay,

A:l’,'.i
L; = [AI-EP + [Ayi’]2

Teorema de Pitagoras
Arn=Tna-Tn
—

i=1

Figure 5: Uso da integral definida para o célculo do comprimento.
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Se a curva é definida através das equagbes paramétricas (x = ¢(t) e y = (t)) o

procedimento é o mesmo e obtemos:

n+1 n+1 A.%' Ay
L = lim AL; = lim ! LA =
n—00 Z max{At; }—)O \/ Atz Atz '
Exemplo: Determine o comprimento da astroide 3 =+ y% = % onde a > 0.

Se recomenda esbocar o grafico para visualizar a regido e o formato do comprimento que
se quer calcular. Note na figura 6 que a astroide possui simetria, e isto ajuda a simplificar
os calculos.

Como a figura é simétrica temos L; = =Ils3=Lsje L =11+ Lo+ L3+ Lys=4L;.

L1 / “1—}— dy dr

A derivada g—g pode ser calculada explicitando y em funcao de z ou derivando a equagao
da astroide usando a derivada da fungdo implicita. Vamos optar pela segunda via que é
menos trabalhosa. L

% (xg +y%) = % (CL%> ou %x(%*1)+§y(%71)% = 0, que simplificando leva a % =y

Substituindo na formula do comprimento obtemos
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Figure 6: Comprimento da Astroide.

Logo, L = 41 = 432& = 6a. Como curiosidade compare o comprimento da astroide
(L = 6a), losangolo (L = 4v/2a) e circunferéncia (L = 27a).

7.3 - Volumes de sdlidos de revolugao.
O volume formado pela rota¢do entorno do eixo = do trapazio curvilineo y = f(z) no

intervalo [a, b] pode ser determinado usando a ideia da integral definida. Veja detalhes na
figura 7.
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Figure 7: Uso da integral definida para o cdlculo do volume de sélido de revolugao.

A% = AZAI’Z = ﬂ[f(xz)]QAx,
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Analogamente pode ser determinado o volume quando a rotagdo é entorno do eixo .

b b
vy =2nzx f(x)dzx, Vj, :/ av, = 27T/ xf(x)dx

Exemplo: Determine o volume do corpo de revolucao gerado pela rotagao entorno do
eixo = da senoide y = sen(z) no intervalo [0, 7].

™

Vo= [y sen®(z)dx = 7 [ $[1—cos(2z)]dx = g[x—%sen(Qm)] .= g[(w—%sen(%r))—

(0 Ssen(2-0)] = %

Figure 8: Volume do corpo de revolucao da senoide.

7.4 - Area de sélidos de revolugao.

A 4rea de uma superficie nao plana gerada pela rotagao do arco de uma curva y = f(x)
no intervalo [a, b] entorno do eixo x pode ser determinada usando as ideia anteriormente
apresentada para calcular volume e comprimento. Neste caso teremos AA; = 27 f(z;)AL;
que corresponde a drea de um retangulo com base 27 f (z;) e altura AL;. Note que a base do
retdngulo é o perimetro de uma circunferéncia com raio f(x;), e a altura é o comprimento

2
AL; = Az /1 + [ﬁyi} . Desta forma somando todas estas dreas temos aproximadamente

a area de interesse A, Z"H AA;. Quando tomamos o limite obtemos exatamente a area
de interesse dada pela equacao abaixo.

n+1

b b b
dL dy12
xfnlingog AA;, = 27r/ ydL—Qﬂ/a ydxdx—27r/ay 1+[daj dx.



Exemplo: Determine a area da superficie gerada ao rotar entorno do eixo x o lago da
curva 9y? = z(3 — z)2.

Note na figura 9 que a regido de interesse esta limitada ao intervalo [0, 3]. Para calcular
a derivada % derivamos a equagao usando a derivada da func¢ao implicita.

A

Figure 9: Area da superficie de revolucio do laco.

4 (9y2> ( ) ou ISygy = (3—2)?—22(3—x) que simplificando obtemos Zy =

7(3_%(/ z) Logo, y1/1+ [d—y} 6\/ 6y)? —z)2(1 —x) 2:%\/433 3—x)?2+(B3—x)32(1—2)?=
1/ —12)2(1+2)? = §|3 — z|[1 + z|. Substituindo na integral obtemos
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