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Resumo: O presente trabalho tem como objetivo abordar numericamente problemas governados pela equagio
de transporte difusiva-convectiva em regime permanente. Mais especificamente, foram estudados cendrios bidi-
mensionais nos quais ha o predominio do fendmeno da convecgdo, uma vez que desta forma tem-se um problema
de pertubacdo singular. Para a abordagem numérica foi escolhido o método de diferencas finitas centradas e o
método de diferengas finitas upwind. Foram implementados problemas contendo ou nido camdas-limite em suas
solugdes. Ambos os métodos foram avaliados, com seus resultados comparados para determinar suas vantagens e
desvantagens no contexto deste estudo.
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Introducao

Problemas difusivos-convectivos dizem respeito a cendrios nos quais tem-se um fendmeno fisico no
qual particulas, energia, ou outra quantidade fisica € transportada dentro de um dominio por meio de dois
processos acoplados: difusdo e conveccdo. A difusdo é o mecanismo de transporte no qual a quantidade
do elemento fisico de interesse se desloca de um meio mais concentrado para o meio menos concentrado.
J4 a conveccdo se da pela translacdo desse elemento através do dominio no qual ele esté presente.

A Equacdo 1 abaixo representa a forma geral da equacio difusiva-convectiva, na qual U € a quan-
tidade fisica de interesse. Sendo w um campo vetorial de velocidade, k denota o coeficiente difusivo e
f representa uma fonte ou sumidouro dentro do dominio estabelecido. Para esta equagao, temos que a
solugdo é uma fungiio U (x,y,t) que varia de acordo com o tempo, dentro de um dominio  C R?. Com
Q sendo aberto e delimitado, cujo limite I" € suave e definido.

U
y—i-v_v’-VU:V-(vV)U—i—f (1)
Considerando que U ndo varia com o tempo, ou seja, se encontra em regime permanente € depende

apenas de suas varidveis espaciais, tem-se que %—lt] = 0. Assim, pode-se rescrever a Equacao 1 conforme

demonstrado pela Equagdo 2 abaixo. Se caracterizando como uma equacao diferencial parcial (EDP)
eliptica.
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—kAU +%-VU = f )

Sabendo que o nimero de Péclet (P.) é dado como a razdo entre o coeficiente convectivo e o coefici-
ente difusivo, pode-se definir € como o inverso de P,, com w = (aj,a;), tal que &, = i, paran=1,2.E
esperado que, para casos de convecgao dominante, ou seja, €, — 0, a Equacdo 2 tende a se reduzir a uma
equacdo diferencial parcial de primeira ordem, que s6 permite uma condi¢do de contorno.

Entretanto, como &, > 0, ainda que muito pequeno, tem-se uma equagdo de segunda ordem que
necessita de duas condicdes de contorno. Logo, é esperado um panorama de solu¢do anormal préximo
as condicdes de contorno, ja que para €, — 0 o problema esta super-especificado.

Conforme discutido por Carmo e Benitez (2003), assim como Volker e Knobloch (2007), este pano-
rama anormal € o que se chamam as oscilagdes espurias, uma vez que a solucdo da equacdo difusiva-
convectiva possui camadas-limite, que sdo pequenas regides do dominio que possuem alto gradiente.
Haja vista que o tamanho das malhas normalmente utilizadas em solugdes numéricas € significantemente
maior que a espessura da camada-limtite, essa regido ndo € resolvida de forma adequada. Dando assim,
origem a tais oscilagdes que ndo sao fisicas, ou seja, ndo representam a solucdo do problema posto, mas
sim instabilidades no método numérico.

Como discutido por Zhao (2018), problemas convectivos-difusivos, nos quais existe dominncia da
conveccao, apresentam para os métodos classicos de resolugdao, como o método das diferengas finitas
(MDF) e elementos finitos, instabilidades em seu panorama de solu¢do. Como mostrado por Frerichs
e John (2021), pode-se contornar esse problema com artificios para melhorar a estabilidade, como o
método Upwind para a metodologia de diferencas finitas. Neste caso, é adicionado uma difusividade
numérica na solucdo, proveniente da formulagdo matematica do método. Entretanto, esse procedimento
tende a prejudicar a precisdo dos resultados obtidos, com uma difus@o excessiva em alguns casos. Atu-
almente, nao se tem uma formulagdo que seja ao mesmo tempo estdvel e precisa, para solugdes com a
presenga de camadas-limite.

Método das diferencas finitas centradas e upwind

De acordo com Tanehill, Anderson e Pletcher (2012), a abordagem do método das diferengas finitas
se caracteriza como a discretiza¢do de um problema inicialmente continuo, de forma que as varidveis
de interesse existam unicamente em pontos discretos. Por essa metodologia, as derivadas presentes sao
substituidas por diferencas entre tais pontos, logo tem-se uma representacdo algébrica de uma EDP, na
qual tem-se ao final do processo um sistema linear que pode ser facilmente resolvido.

Partindo da Equagdo 3 abaixo, como mostrado por Maliska (2017) e Pantakar (2018), pode-se sub-
tituir as derivadas de segunda ordem (termo difusivo) pela formulagdo centrada de 2“ ordem. J4 as
derivadas de primeira ordem (termo convectivo) sao substituidas pela formulacdo centradas de 2 ordem,
obtendo-se assim a discretizacdo pelo método das diferencas centradas, considerando um campo de ve-
locidades w = (aj,az), tem-se a Equacao 4.

2°U J*U L (U, 9U .,
(G ) e (B 5 ) = ®

Ui—1,j—=2U; j+ Uit Uij-1=2U; j+ Ui j11
_k /] 7.] ’.] 7.] 7.] 7.]
[( Ax? " Ay? *

U1, —Ui 1 U1 —Uij
+|:<a] l+1712Axl 1$]>+<a2 lv]+12Ay L] 1):| :f

J4 para o MDF upwind, como mostrado por Thomas (2013), a discretizacdo do termo convectivo
ird depender da direcdo do campo de velocidade. Para um valor de velocidade positivo, utiliza-se a

“4)
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formulagdo atrasada de 1¢ ordem; ji para um valor de velocidade negativo, utiliza-se a formulagdo
avancada de 19 ordem. De maneira que a formulagdo upwind para velocidades positivas e negativas
estdo representadas, respectivamente, pelas Equacdes 5 e 6 abaixo.

Lk [(Ui—l.,j—ZUi,j-FUiH,j) n <Ui,j—1 —2Ui,j+Ui,j+1>] 4

Ax? Ay? 5)
Uij—Ui, Uij—Uij-1\| _
+ [(al A ) + (az Ay =f
k Ui—1,j—2U; j+ Uity n Uij1—2U;j+U 1 .
Ax? Ay?
(6)

Ui, — U Uijr1— Ui
G A G

Para ambos métodos, apds realizada a discretizacdo apropriada, concatena-se os termos de mesmo
indice de maneria que se tenha uma equagdo matricial MU = f, conforme mostrada pela Equacdo 7
abaixo, sendo esta a equacao a partir da qual foram construidos os algoritmos computacionais.

AU,',j71—f—BUi,l,j-l-CU,',j+DU,'+17j+EU57j+1 =f (7)

Na qual M é a matriz dos coeficientes resultantes da formulacdo de diferencas finitas utilizada, sendo
uma matriz pentadiagonal esparsa de tamanho n? x n?, correspondendo 2 uma malha com 7 nds em cada
eixo.

Metodologia

Para o contexto da equagio difusiva-convectiva aplicada a um dominio Q C R?, ndo se obteve, para
este trabalho, solugdes exatas para que se possa validar os cédigos criados. Nesse caso optou-se por
utilizar casos cldssicos da literatura. Assim, os panaromas das solu¢des sdo conhecidos de forma que é
possivel avaliar os resultados obtidos por meio dos cédigos criados, para o método das diferencas finitas
centradas e upwind.

Os casos de estudo implementados tem a finalidade de promover situacdes de convec¢do dominante,
de forma que se possa constatar a presenca, ou nao, de oscilagdes espurias (instabilidades). Os problemas
escolhidos se dividem em dois grupos: os que possuem camada-limite em sua solucio e os que possuem
solucdo suave. Com os resultados obtidos, serd possivel constatar qual método forneceu os melhores
resultados para cada um dos cendrios propostos.

Resultados numéricos

Para o primeiro problema estudado foi escolhido um cendrio no qual ndo hd camadas-limte na
solugdo, de forma que para este foi definido um dominio (—0.5 < x < 0.5,—0.5 <y < 0.5), o campo de
velocidades € difinido como w = (—y,x), a condi¢@o de contorno € zero ao redor de todo o dominio, ja o
coeficiente difusivo é dado por k = 1071, Para este estudo foi também imposta a condi¢io interna dada
pela fungdo seno f(0,y) = sin(2my) Vy € [—0.5,0]. Por fim, foram utilizadas as malhas quadradas de
tamanhos nx = ny = 20 e nx = ny = 60.
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Solugao da equagao difusiva-convectiva (Diferengas Centradas) ; Solugao da equacao difusiva-convectiva (Upwind)
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(a) MDF centradas. (b) MDF upwind.

Figura 1: Solug¢@o do primeiro problema para nx = ny = 20.

Solucao da equagao difusiva-convectiva (Diferengas Centradas) , Solugao da equacao difusiva-convectiva (Upwind)
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(a) MDF centradas. (b) MDF upwind.

Figura 2: Solug¢@o do primeiro problema para nx = ny = 60.

Para este problema pode-se perceber que as solugdes apresentadas pelo MDF upwind apresentam
grande difusdo numérica introduzida pelo método, constatada pelo degrau préximo a condicdo interna
imposta. Analisando as Figuras 1 e 2, € visto que conforme a malha € refinanda, a diferenca entre os
valores da solug@o proximo aos pontos com y € [—0.5,0] é reduzida, mas ndo ¢ eliminada.

Em contraste, as solugdes obtidas com o MDF centradas apresentaram um panorama coerente com
o esperado, sem a presenca de tal degrau. Isso se deve a maior precisdo da formulagdo centrada, e
também a tendéncia do MDF upwind de suavizar as solugdes, que neste caso resultou em uma diferenca
significativa em rela¢do ao que era esperado.

Para o segundo problema, as condi¢des de contorno foram consideradas zero, ja o termo fonte foi
definido como a fun¢do Gaussiana representada pela Equagdo 8 abaixo. O campo de velocidades con-
siderado serd varidvel dentro do dominio, de maneira que w = (y, —x). Ja o coeficiente difusivo serd
k=103 e k=10"°, com uma malha nx = ny = 60.

1 1 2 2
— -0 [(X—O.S) +(y—0.5) }
Fy) = 5ogme ™ ®)
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Solugao da equagao difusiva-convectiva (Diferengas Centradas) Solugao da equagao difusiva-convectiva (Upwind)
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(a) MDF centradas. (b) MDF upwind.

Figura 3: Solucdo do segundo problema para k = 1073,
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(a) MDF centradas. (b) MDF upwind.

Figura 4: Solucdo do segundo problema para k = 107°.

Observa-se que conforme o coeficiente difusivo é reduzido, o panorama do soluc¢éo se torna domi-
nado pelo fendmeno convectivo e desta forma tem-se uma concentracdo maior de U na direcao do fluxo
de velocidade circular imposto. Nota-se também que para k = 10~3 o MDF centradas apresenta insta-
bilidade na forma de oscilagdes espurias na base da fungdo Gaussiana e préximo a regido de condic¢io
de contorno, ji para k = 10~ o panorama estd povoado de oscilacdes, sendo coerente com esperado de
acordo com a literatura, uma vez que P, >> 1.

O terceiro e tltimo problema analisado contém as condi¢des de contorno dada pelas Equagdes 9 a 16.
O coeficiente difusivo considerado é k = 102, ja o campo de velocidade adotado é # = (y, —x). Por fim,
as malhas consideradas sao nx = ny = 20 e nx = ny = 60, para que se possa observar como a solugao se
altera com o maior nimero de pontos discretos. Abaixo podem ser vistos as solugdes numéricas obtidas,
representas pelas Figuras 5 e 6.
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(U(x,0)=0 Vxe [0,1] 9)
Ux,1)=1 Vxe [0,1] (10)
U(l,y)=0 Vye [0,1] (11)
U0,y)=0 VYye [0,0.6] (12)
U(0,y)=y—0.6 Yye [0.6,0.65] (13)
U(0,y) = 18(y —0.65) +0.05 ¥y € [0.65,0.70] (14)
U(0,y) = (y—0.70)+0.95 Vye [0.70,0.75] (15)

LU0,y)=1 Vye [0.75,1] (16)

Solucao da equagéao difusiva-convectiva (Diferengas Centradas) Solugao da equaciao difusiva-convectiva (Upwind) ,
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(a) MDF centradas. (b) MDF upwind.

Figura 5: Solu¢do do segundo problema para nx = ny = 20.
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(a) MDF centradas. (b) MDF upwind.

Figura 6: Solucdo do segundo problema para nx = ny = 60.

Considerando as Figuras 5 e 6, percebe-se que conforme a malha se torna mais densa em relacdo ao
nimero de nds, a solugdo apresentada pelo MDF centradas se torna mais suave, com a solucio apresen-
tada por nx = ny = 60 se mostrando livre de instabilidades, com um panorama similar ao apresentado
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pelo MDF upwind. Ainda, pode se notar que a solugdo apresentada nesse caso pelo MDF upwind in-
dica maior difusdo numérica, evidenciada pela suavizacdo da regido adjacente aos pontos préximos a
condigdo de contorno x € [0.6, 1], em comparacéo ao observado com a formulagio centrada.

Conclusoes

Para o primeiro problema, com solu¢do sem camadas-limite, a formulacdo centrada é mais precisa
que o upwind, se apresentando livre de instabilidades, sendo esta uma constatagdo coerente com o espe-
rado uma vez que o MDF centradas € uma metodologia de segunda ordem de precisdo, e o upwind é de
primeira ordem de precisdo, tendo esta dltima apresentado excessiva suavizac¢do da solugéo.

Para o segundo e terceiro problema, que possuem camadas-limite em suas solugdes, a formulagcao
centrada apresenta oscilacdes espurias, resultantes da instabilidade que surge quando o método é subme-
tido a um cendrio de convec¢do dominante. Neste contexto, percebe-se que o refino da malha tende a
reduzir o nimero de oscilacdes percebidas. Entretanto, o aumento do mimero de nds na malha, acarreta
no aumento do uso de memdria e tempo de processamento, recursos estes escassos.

Ainda, para o segundo problema, mesmo nas malhas mais refinadas produzidas neste estudo foram
observadas oscilagdes espirias quando o coeficiente difusivo utilizado é inferior & 1073, para 0 MDF
centradas. Neste contexto de conveccdo dominante, a formulagdo upwind se mostrou estavel, uma vez
que ndo apresentou oscilacdes espurias para os problemas contendo camada-limite interna ou externa.
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