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Resumo: A equagio de Helmholtz descreve os harmdnicos-temporais de ondas aciisticas. E bem conhecido que
métodos de diferencas finitas e elementos finitos apresentam o efeito de polui¢do do erro para nimero de onda
médio e alto. Nesse trabalho sdo analisados dois novos esquemas consistentes de diferencas finitas centradas de
segunda ordem de precisdo em uma e duas dimensdes. A andlise de dispersdo, o comportamento do erro e os
resultados numéricos mostram o bom desempenho do Novo Esquema 2.
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Introducao
A equacdo de Helmholtz escalar com condi¢des de contorno de Dirichlet é dada por:
Au+k2u:fem Q, (1)

u=gemoQ, (2)

onde k é o nimero de onda, Q € o interior do dominio limitado com contorno Lipschitz dQ, f é um
termo fonte, e ¥ € um campo escalar que descreve os harmdnicos-temporais de ondas acusticas. Pela
sua grande importéncia, tal equacdo é objeto de muitos estudos. Contudo, grande parte das aplicacdes
préticas exigem que se tenha um valor de nimero de onda elevado e sabe-se que a qualidade da solucdo
numérica depende significativamente desse parametro, sendo sua precisdo deteriorada com o aumento
do valor de k (LOULA et al., 2007).

Para que uma aceitdvel aproximacao possa ser obtida, a resolu¢do da malha utilizada deve ser ajus-
tada de acordo com o nimero de onda. Esse ajuste é obtido através da regra do dedao (rule of thumb), que
prescreve uma quantidade minima de elementos por comprimento de onda. (IHLENBURG; BABUSKA,
1995b). Contudo, é de conhecimento que, mesmo quando a regra do deddo é obedecida, a performance
dos métodos de diferencas finitas e elementos finitos diminui drasticamente com o aumento do nimero
de onda (SINGER; TURKEL, 1998; IHLENBURG:; BABUéKA, 1995a). Esse problema é conhecido
por efeito de poluicdo do erro, e estd relacionado a diferenga entre o nimero de onda k da solucdo exata
e o nimero de onda k" da solugiio numérica. Para problemas unidimensionais, ja existem métodos de
elementos finitos que eliminam esse efeito, tal como o método GLS (Galerkin-Minimos Quadrados)
apresentado por Harari e Hughes (1991). Para problemas bidimensionais, sabe-se que € impossivel eli-
minar totalmente esse efeito de poluicdo, como pode ser visto em BabuSka e Sauter (1997).

Buscaram-se desenvolver, portanto, métodos que minimizassem essa polui¢do do erro, como o Método
de Elementos Finitos Quase Estabilizado (QSFEM) descrito por Babuska, Ihlenburg et al. (1995). Al-
guns trabalhos tem sido desenvolvidos também com a utilizacdo de diferencas finitas, de modo a obter
uma melhor qualidade nas solucdes. Podemos citar Sutmann (2007) que desenvolveu um novo esquema
de sexta ordem, Singer e Turkel (1998) que desenvolveram esquemas de quarta ordem baseados nas
generalizacdes das aproximacdes de Padé. Nabavi, Siddiqui e Dargahi (2007) desenvolveram um novo
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esquema compacto de sexta ordem utilizando nove pontos. Wu (2017) desenvolveu um esquema de
quarta ordem que minimiza o erro de dispersao, e Wu e Xu (2018) apresentam um esquema de sexta
ordem.

No presente trabalho sdo apresentados dois novos esquemas de diferencas finitas centrados de se-
gunda ordem de precisdo para a equacdo de Helmholtz em uma e duas dimensdes. Esses esquemas sao
consistentes, ou seja, conforme hé o refinamento da malha a solucdo numérica tende para solucdo exata.
Os novos esquemas foram obtidos realizando novas aproximacdes do termo k%u da equacio 1.

O trabalho apresenta a seguinte organiza¢do: inicialmente sao apresentados os esquemas de diferencas
finitas e a andlise de dispers@o para os casos 1D e 2D. Em sequéncia tem-se um breve estudo do erro
seguido dos resultados numéricos e discussoes. Por fim, tem-se as conclusdes.

Esquemas de Diferencas Finitas em Uma e Duas Dimensoes

Trés esquemas de diferencas finitas sdo apresentados: Centrado Classico (CC), Novo Esquema 1
(NE-1) e Novo Esquema 2 (NE-2). Todos sdo esquemas centrados de segunda ordem de precisao, onde
a aproximacio do termo k> na equagio de Helmholtz pode ser entendida como uma média da solugiio em
torno do ponto central. A anélise realizada aqui apenas considera malhas uniformes, onde 7 = Ax = Ay
¢ o espacamento da malha.

Em Uma Dimensao (1D)

Para todos os esquemas a derivada segunda foi aproximada com diferengas finitas centradas de se-
gunda ordem de precisao:
d*u Uiy —2Ui+ Ui
W ~ h2 ) (3)
onde, Ui = U(xi —h), U, = U(x,-), Ui = U(x[-f-h)

Centrado Classico (CC)
Neste esquema o segundo termo da equacio de Helmholtz é aproximado como k?u(x) ~ k*U;. Isto
resulta na equacdo matricial
Ui-1 —2U; + Uiy
h2
onde A=1eB=—2+ (kh)%.

1
+k°U; = f; ou 77 (AUi1 + BU; + AUi1) = fi, (4)

Novo Esquema 1 (NE-1)

Neste esquema utilizou-se a aproximacio k%u(x)

Ui_1+U; ~ -
R kzw, resultando na equacao matricial

Uiy —2Ui + U Uiy +Uj 1
! = 2 (12+‘> = fi ou 15 (AUt + BU; + AUi11) = f 5)
onde A = 1+@eB:—2.

Novo Esquema 2 (NE-2)
Este esquema consiste numa média dos esquemas CC e NE-1 resultando na equagdo do esténcil

U U1+ Ui
Ui—1 —2U;+ Uiy e it 2
h2 2

1
= fiou o) (AU;_1 + BU; + AU 1) = f;, (6)
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ondeA:H—@eB:—Z—i—@.

Em Duas Dimensoes (2D)
Analogamente, para todos os esquemas as derivadas segundas foram aproximadas com diferencas
finitas centradas de segunda ordem de precisao:
82u ~ Ui—l,j — 2Ui7j + Ui_,_]’j e
ox? h? dy? h?

A equacio do esténcil cldssico de 5 pontos para cada esquema resulta numa equacao matricial do tipo:

d%u U1 =2Ui j+ Ui j . 7

1
32 (AUi-1,j +AUi1,j+ BU; j + AU j-1 + AU j1) = fij. ®)

Centrado Classico (CC)

Temos a equagdo do esténcil:

Ui—1,j—=2U; j+Uit1;  Uij—1 =2U; i+ U ;
il hzw itlj y Zhiml hzw i+l +k2Ui,j = fii 9)
que pode ser escrita na forma da equagio 8 com A = 1 e B = —4 + (kh)?.

Novo Esquema 1 (NE-1)

Ui—l,j_ZUi,j+Ui+17j+Ui,j—1_2Ui7j+Ui,j+1+

h? h?
Ui1,j+ Uit Uij-1+Ui
+k2[< i HJ)+( BE ﬁl)]:ﬁ”” o

ou na forma da equacdo 8 comA =1+ @ e B=—4.

Novo Esquema 2 (NE-2)

Ui—],j_ZUi,j+Ui+l,j+Ui,j—l_2Ui,j+Ui,j+l+

h? h?
2U; j+Uiyj+ Ui 2U; i+ Ui j—1+U;
+
) 4 4
Tk = fij» (11)
2
~ _ (kh)? _ (kh)?
ou na forma da equagdo 8 comA =1+~ e B= —4+ 55—,

Analise de Dispersao

A diferenca entre o nimero de onda da solugao exata (k) e da solu¢cdo numérica (k") pode ser estimada
através da andlise de dispersdo. Esta diferenga provoca a perda de fase da solucdo numérica e impacta
o efeito de poluicdo do erro. A andlise consiste em considerar a equacdo de Helmholtz homogénea
(f = 0) e supor solu¢des numéricas na forma de ondas planas que, substituidas na equacdo do esténcil
para cada esquema, permite obter uma expressdo para k" (nimero de onda discreto) em fungio de k
(FERNANDES, 2009).
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Caso Unidimensional

~ ‘o K o ~ A
Neste caso, a solucdo numérica na forma U; = /¥ % & substituida na equagio do esténcil 4 obtendo:

1 B

K = Earccos (—A> . (12)

Substituindo os valores de A e B de cada esquema em 12 e realizando a expansdo em série de Taylor em
torno de kh = 0, temos as expressoes de k" — k para cada método:

1 3

b 312\ O (7514 615
CC: k" —k 24(kh)+640(kh)+ﬁ(kh), (13)
NE-1: K — k = — - (31) + — (kK5 1) + 0 (k5 15) (14)
24 640 ’
1 1
NE-2: k" —k = —E(k3h2) + %(k5h4) + O(K°R®). (15)

Caso Bidimensional

. . ~ . ih (x: . .. ~
Neste caso, a onda plana discreta na direcdo 0 é U; ; = ek (xicosO+yjsend) — Qubstituindo na equagio

homogénea 8 obtemos:
B+ 2A(cos(k"hcos 0) + cos(k"hsen®)) = 0. (16)

Substituindo os valores de A e B para cada esquema e realizando a expansao em série de Taylor em torno
de kh = 0, ap6s algumas manipulacdes algébricas com o auxilio do software Mathematica' obtemos:

B 34 cos40 235+ 162cos40 +35cos246

ch g 312 514 615
CC: k' —k o6 (Kh?) + 97160 (Kh*) + 0 (K°r), (17)
—9+cos46 1315 — 198 cos46 +35cos2 40
NE-1: k' —k= ———"" (iKW Kh*) + 0 (kSH 18
—3+cos40 2354+ 162c0s460 +35c0s2460
NE-2: k' — k= —""""(K’K? EhY + 0 (k). 19
% (k) + 92160 (Kh")+O0(k°h) (19)
2e-05
[OF o 0 = oo e R
-2e-05
x x
< 5 < -4e-05
-6e-05
10 f[-cc | -+ CC
15 || NE-1 | -8e-05 || & NE-1
NE-2 NE-2 \
-20 S -0.0001 —
0 02 04 06 08 1 12 14 0 02 04 06 08 1 1.2 14
kh kh
Figura 1: Dispersdo 1D para k = 100. Figura 2: Dispersdo 2D para k =100e 0 = /4.

Uhttps://www.wolfram.com/mathematica
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0 01 02 03 04 05
(a) kh=0.5. (b) kh=1.

Figura 3: Relagdo de dispersdo no caso 2D para 0 < 6 < /2.

As figuras 1 e 2 mostram que para ambos os casos, 1D e 2D, como esperado, o retardo de fase
diminui para malhas mais refinadas. Os esquemas CC e NE-2 apresentam melhores resultados quando
comparado ao NE-1, embora todos apresentam dispersdo da mesma ordem.

Quando comparamos a relagdo da dispersdao no caso 2D com a dire¢do da onda plana 6 nas figuras
3a e 3b, podemos observar que o NE-2 apresentou a menor dispersdo em 6 =0 ¢ 6 = 1/2, e a maior
dispersdo em 6 = /4. O método CC apresentou um comportamento contrario ao NE-2, exibindo maior
dispersioem 6 =0 e 6 = 1/2, e a menor dispersdo em 6 = 7 /4. Por outro lado, a dispersdo do NE-1
ndo mostra grandes variagdes com o angulo, porém apresenta maior distdncia da dispersao exata.

Comportamento do Erro

Podemos mostrar o efeito de poluicdo do erro aumentando o refinamento da malha para um dado
nimero de onda fixo. E esperado que, se néo houvesse o efeito de polui¢io, o erro diminuiria conforme
o refinamento da malha. O erro absoluto apresentado aqui e¢; ; = U; j — u; j foi calculado utilizando a
equacdo A.18 para g = 2, que encontra-se em LeVeque (2007, p. 252).

6 : : : : 10
4

5
2,

logz(|lerrol|z)
(@]
loga(llerroll2)
o

-4
-6 ‘ -10 : : : : : :
7 8 9 10 11 100 200 300 400 500 600
-loga(h) N2
(a) k = 80 e malha variando de 100 x 100 a 3000 x 3000. (b) kh = 0.5 com k variando de 1 a 300.

Figura 4: Erro no caso 2D variando-se o tamanho da malha (4a) e mantendo-se kh constante (4b).

Na figura 4a € possivel observar que aumentando-se a quantidade de elementos da malha o erro
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aumenta em certos pontos (picos) e sé apds isso temos uma convergéncia assintética para a ordem de
convergéncia de cada método. Manter kk constante, como ja mencionado, também ndo é o suficiente
para controlar o efeito da poluicao do erro, como pode ser visto na figura 4b.

Resultados Numéricos

Cédigos computacionais 1D e 2D foram desenvolvidos usando o software GNU Octave”. Sio

apresentados resultados numéricos da equacdo homogénea e ndo-homogénea para um dominio qua-
drado unitario e malha uniforme composta por 200 x 200 elementos. As figuras 5a e 5b apresentam
as solugdes dos trés métodos e o interpolante para a equagdo homogénea com k = 100, kh = 0.5 e
superposi¢do de trés ondas planas nas direcdes 8 = 0, /4 e m/8. Neste caso a solugdo exata u(x,y) =
", (cos (k(xcos ;+ysin6;))) é a superposi¢do de n = 3 ondas planas. Na figuras 6a e 6b considera-se a
fonte f(x,y) = 4-+k*(x* +y?) cuja solugdo exata é u(x,y) = x> +y* +sin (k(xcos @ +ysin §)). Em ambos
casos, homogéneo e ndo-homogéneo, percebe-se que o método NE-2 exibe resultados mais préximos do
interpolante, apresentando menor retardo de fase e diferenga de amplitude que os métodos CC e NE-1.

—e—cC
—&— NE-1
#— NE-2 #— NE-2

Interpolante|

—— Interpolante

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Y X

(a) Secdoem x =0.5. (b) Secaoem y =0.5.

Figura 5: Solugdes numéricas no caso 2D homogéneo com k = 100, kh=0.5¢ 0 =0, n/4 e n/8.

0 0 i
1 -1
2 e 27 e
w— |nterpolante = |nterpolante|
-3 : : -3 : : :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Y X
(a) Secdo em x =0.5. (b) Secaoem y =0.5.

Figura 6: Solugdes numéricas no caso 2D ndo-homogéneo com k = 100, kh =0.5¢ 6 = /4.

Zhttps://www.octave.org
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Conclusoes

Dois novos esquemas de diferencas finitas para a equacdo de Helmholtz foram apresentados. Estes
foram obtidos modificando apenas a aproximagio para o segundo termo k’u, e sdo de segunda ordem
de precisdo. As andlises de dispersdo para os casos 1D e 2D mostraram o bom desempenho do método
NE-2. Os grificos dos erros confirmaram a presenca do efeito de polui¢do do erro para os trés métodos,
conforme esperado. Por fim, os resultados numéricos corroboram o que foi visto nas andlises de dis-
persao, com o novo método NE-2 apresentando resultados mais préximos aos do interpolante.
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