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6.1 - Integral indefinida.

Defini¢ao 1 (Conceito de Primitiva) Seja f(x) uma fungdo definida no intervalo I.
A fungdo F(x) também definida em I é dita ser a primitiva de f(z) em I se F'(z) = f(z)
Vo e I.

Exemplo: F(z) = sen(z) é uma primitiva de f(z) = cos(z) Vo € R, ji que F'(z) =
[sen(z)] = cos(x) = f(x).

Exemplo: F(z) = In(z) é uma primitiva de f(z) = 2 Va € (0,+00), j& que F'(z) =
[in(2)) = 3 = f(2).

Pela defini¢ao de primitiva podemos concluir que se F'(z) é uma primitiva de f(z) no
intervalo I, entdo [F'(z) + C], onde C' é uma constante arbitraria, também é primitiva de
f(z) no intervalo I. Isto porque [F(z) + C] = F'(z) = f(x).

Definigao 2 Chamamos integral indefinida de f(x) em I ao conjunto de todas as primiti-
vas de f(z) no intervalo. O simbolo [ é chamado de signo de integracao e f(x) de fung¢ao
integrando. A notacdao usada para representar a integral indefinida € [ f(x)dx, onde o dx
representa o diferencial da varidvel independente.

Considerando as defini¢oes de primitiva e integral indefinida podemos obter as princi-
pais regras de integracao:

P1) [ f(x)dx = F(z) + C se F'(z) = f(z), onde C' é uma constante arbitrdria. Estd
propriedade nada mais é que a representacao simbdlica da integral indefinida.

P2) d[[ f(z)dz] = f(z)dz. Isto porque d[ [ f(x)dz] = d[F(x)+C] = F'(z)dz = f(z)dz.
Portanto, os simbolos “d” e “[” se eliminam quando “d” se aplica depois de “[”. Em
palavras esta propriedade significa que a derivada é a opragao inversa da integracao. Em
alguns livros a integral indefinida é chamada de antiderivada.

P3) [dF(z) = F(z) + C. Isto porque dF(z) = F'(z)dz = f(x)dz, logo [dF(z) =
[ f(z)dz = F(z) + C.



P4) [ K f(z)dz = K [ f(z)dz = KF(z) 4+ C, onde K é uma constante.

P5) Se as fungoes fi(x) e fg( ) possuem primitivas em I, entdo se verifica [[fi(z) &

fo(@)lde = [ fi(z)dx £ [ fo(z
Tabela das principais integrais indefinidas.

Ja que a derivada e a intergral indefinida sao operagoes inversas, entao conhecendo a
tabela de derivas podemos construir uma tabela de integral indefinida. Na tabela considere
que C' é uma constante arbitraria.

Integrais Derivadas
[0dr =C. [CT = 0.
[ adx = n+1 ~+C,sen# 1. [f:jll]’::c"
[1de = [27 dz = In|z|+ C. [in(z)] = 1.
fa’”dx:%+0,9<a7él. [l;(z)]’:a"”,0<a7él
Sea=e, entéofexda::le@—i—C:ex—i—C. e’] = e”.
[ sen(x)dz = —cos(x) + C. [cos(z)] = —sen(x).
fcos )dz = sen(z) + C. [sen(z)]" = cos(z).
f sec f COS%( )d.%' - t‘g( ) + C’ [tg<x ]/ cos%(x)
sem;é +n7rcomn:0 1,2, ...
[ esc?(z dac =/ SenQ(m) dx = —ctg(z) + C, [ctg(z)] = _W%(x)
sex #nmcomn=0,1, 2
[ sh(z)dx = ch(z) + [ch(z)]" = sh(x)
fch( ) x = sh(x) + [sh(x)]" = ch(x)
T i = 1h(2) + ) = o
Ii ShQ(x) dr = cth(z) + C. [cth(z)] = Shg(x).

Utilizando a tabela de integrais e as regras principais de integracdo podemos encontrar
a integral indefinida de muitas outras fungoes.

Exemplo: [(4cos(z) + 6 + 22%)dz= [ 4cos(z)dz + [ 6dx + [ 22*dx= 4fcos ydx +
6 [ 1dx +2 [ 2%dx = 4sen(x)+01+6:c+C2+2“§,) + C3 = 4sen(z )—|—6x+29”3 + C, onde
C = (1 4+ Cy + (5 porque todas sao constantes arbitrarias.

Note que derivando o resultado da integral devemos obter a fungdo integrando, e isto
pode ser usado para verificar se cometemos algum erro no calculo da integral. Isto é, ja
que [ f(z)dx = F(z)+C se F'(z) = f(z), entao [4sen(z) + 6z + 2%3]’ = 4dcos(z) + 6 + 222

Existem tabelas com maior nimero de funcoes integrando. Aqui colocamos as fungoes
elementares béasicas e algumas outras, e estas o aluno deve saber para poder fazer outras
disciplinas. Existem livros inteiros de tabelas de integrais com centenas de paginas. Geral-
mente, quando ¢ dificil calcular a integral de uma funcao esse resultado se tabela. Porém,
¢é impossivel tabelar a integral de todas as fungoes porque sao infinitas possibilidades. Por
este motivo os métodos de integracao sao importates. Aqui apresentaremos oito métodos
de integracao.



6.2 - Métodos de integragao.
Método -1 Completar o diferencial.

Se conhecemos de tabela que [ f(z)dz = F(z) + C e precisamos encontrar [ f(u)du,
onde u = (), ou seja, [ f(p(x))|p(x))de. Entao [ f(u)du = F(u) +C = F(p(x)) + C.
Note que [ f(u)du = [ f(p(z))[p(z)]'dz, j4 que du = [¢(x)]'dz. Portanto, completar o
diferencial consiste em escolher um u = ¢(z) tal que f(¢(x))[p(z))'dz=f(u)du = df. Em
palavras, que a expressao sob o simbolo de integral seja o diferencial de alguma funcao.
Exemplo: Célcule [ \/53157_2‘13’3-

Note que d(5z — 2) = [bz — 2|'dx = 5dz. Logo, [ ﬁdaz = \/75 Aqui
multiplicamos e dividimos por 5. Isto nao altera a expressao submtegrando mas permite
completar o diferencial j4 que 5dx = d(5z — 2). Logo, [ \/75 =/ \/75d(5x 2) =

% i \/ﬁ (bx—2)= f \}du onde u = (5z—2). Desta forma ja completamos o diferencial
e podemos usar a tabela de integrais.
Sabendo de tabela que [z"dz =

zn+1
n+1

+ C. Logo, f 1 —=du = fu_%du:Zu% + C.

Portanto, [ \/5;7_26135:% J \/5;7_2d(5x —2)=2(5z — 2)z + 0—5\/53: -1+C.
Como uma forma de verificar nossos célculos determinamos F'(z) = [2/5z — 1)/ =

1(5x - 1)(_%_1)[51' - 2]’:\/ﬁ = f(z) que é a funcao integrando.
Método -2 Substituicao de varidavel ou mudanga de variavel.

Quando queremos célcular [ f(z)dz podemos trocar a varidvel = por outra ¢ fazendo
x(t) = p(t). Neste caso é necessirio que a funcao ¢(t) seja continua e diferenciavel, ja
que dx = ¢'(t)dt. Desta forma a fungdo composta f(z) = f(p(t)) também é continua e se

verifica que
[ t@de = [ se0)e 0

A fungao ¢(t) deve ser escolhida de forma que a nova integral seja mais facil de integral
por algum outro método de integracao ou pelas integrais de tabela.

Exemplo: Célcule [z+/z — 1dxz?

Vamos resolver esta integral pelos dois métodos estudados até agora: completar o difer-
encial e substituicao de variavel.

Completanto o diferencial:

Note que d(z—1) = dz, logo [ zv/x — 1dz = [ 2z — 1d(z—1)=[(z—1+1)vz — 1d(z—
)=[(z—1)vz —1d(x —1)+ [ v/ — 1d(x — 1). Nestas duas integrais o integrando ja é um
diferencial completo onde u = (a: 1). Portanto, [(x—1)vz — 1d(z— 1):f(x—1)(1+%)d(x—
D)=/ (z — 1)2d(z —1)=2(z — 1)% + Cy. Também, [ vz — 1d(z — 1)=2(z —1)2 + Cs.

/a:\/x— ldx = (a:—l)% ;(a:—l)% C.

Substituicao de variavel:



Trocando z por t com a substituicao t = v/x — 1 conseguimos eliminar a raiz da fungao
integrando. Note que a fungio inversa para a substituicio é x = t2+1, logo dw = [t2+1])'dt =
2tdt. Portanto,

[ayvz —1do = f(t2+1)t2tdt 2f (44 82)dt = 2{ [ tdt+ [ $2dt} = 2{L +C1 + 5 + o)

—aafpeo et e
Para verificar que nao houve erro no célculo é suficiente verificar que [2{% +

3
E 2y — oz — 1.

E importante destacar que nao importa qual ou quais métodos de integracao foram
usados, a resposta sempre deve ser a mesma. Em outras palavras, a solugao é tnica.

Método - 3 Substituicoes trigonomeétricas.

Este método é um caso especial do Método 2 - Substituicao de varidvel. O método é
util quando queremos eliminar a raiz quadrada em alguma funcao integrando. O método
sempre eliminard a raiz, porém isto nao implica em que a nova integral seja mais simples
que a original. Por este motivo as substituigoes trigonométricas nem sempre sao o método
mais conveniente a usar. Existem trés casos para eliminar a raiz.

1) Quando a integral possue o radical va? —x? a raiz serd eliminada se fazemos
x = asen(t). Isto porque Va2 — x2=1/a% — a2sen?(t)=+/a2[1 — sen?(t)|=Va% /cos?(t)

=|al|cos(t)|=acos(t) se a > 0 e cos(t) > 0. Além disto, dz = [asen(t)|'dt=acos(t)dt.

2) Quando a integral possue o radical vx? —a2 a raiz serd eliminada se fazemos

x = asec(t)= s 1sto porque Vi 2—a’= \/ :\/M =,/ Ll )]

cos2(t) - cos?(t)

cos2(t

= "ijj’;ft(f) f|a‘|clj§"(t =lal|tg(t)|=atg(t) sea > 0e tg( ) > 0. Além disto, dz = [asec(t)]'dt
dt.
~ cos ( )

3) Quando a integral possue o radical vz2 + a? a raiz serd eliminada se fazemos r =

COS

—7|co|;l(|t)| ——cos(t) se a >0 e cos(t) > 0. Além disto, dz = [atg(t)]'dt = 0082( )dt

atg( ) Tsto porque \/m \/azsen2 (t) T a2= \/azsenzéz);—(a:)cosz(t) _ \/a2 [senjo(?;é—tz;osz ®)] _ \/cog;(t)

dr =

Exemplo: Célcule [ Lf;rldzn? Sabendo que na tabela de integrais temos [
In|tg(% + %)+ C = In|tg(z) + sec(z)| + C.

1
cos(x)

Neste caso a = 1 e fazendo = = tg(t) segue dx = [tg(t)]'dt = cos2(t) dt. Note que va? + 1
56”260;5605 0 — ,/COSQ ‘cos(t = Cos() se cos(t) > 0. Substituindo

na 1ntegral orlglnal obtemos
1
V241 _ cos(t)

f 1:;2 dr = tg2(t) cosQ(t) dt =
que a original, mas nao é se usarmos identidades trigonométricas. Note que esta integral
pode ser dividida em duas se fazemos

1 _ sen®(t)+cos?(t) cos(t)
f cos(t)sen?(t) dt= f cos(t)senQ(t) dt = f cos( dt + f sen2(t dt
A primeira integral ja estd na tabela. Falta calcular a segunda integral que pode ser

/ mdt. Esta integral pode parecer mais dificil




resolvida completando o diferencial.
/ cos(t) gt = i disen()) 34 que d(sen(t)) = cos(t)dt. Logo se fazemos u = sen(t) segue

sen?(t) sen?(t)
que
du _ w(—2+1)
f szre; (t) f 2 fu du = 241 +C = _% +C2 = sen( ) + Ca.
Agora substltulmos as duas integrals para obtermos
f Ve e = [ Shodi [ 2ot dt = In [tg(t) + sec(t)|+Cr— gy +Ca = In [tg(t) + sec(t)|-
sen(t) + C

Deta forma foi resolvido o problema, mas o problema original estava formulado na
varidvel x e nao t. Por este motivo a resposta deve ser colocada na variavel x. Sabemos
que a substituicao foi x = tg(t) e sua funcado inversa é t = arctg(x). Desta forma sen(t) =
sen(arctg(z)) e cos(t) = cos(arctg(:r)). Substituindo tudo obtemos

\/x2+ —
f dr = In ‘l’ + cos(a’rctg( V| sen(arctg( ) +C.
Porem, este resultado apresenta funcoes trigonomeétricas inversas que precisaram do

uso de computadores. Estas express()es trigonométricas inversas podem ser eliminadas se
fazemos um pouco de simpificagoes (pré-célculo) como segue.

3 2
sec( = o0 \/; \/sen Cos-gcos (t) \/1 ‘ZZ 2(t) \/1 n tg ) _ \/1 e

De forma semelhante temos

/ sen?(t)+cos?(t) __ cos?(t) _ A/ 14tg3( _ V1ta?
sen2 - -

sen(t) sen?(t) - sen?(t) — 1 + ) - tg(t)
Note que com estas manipulacoes algébricas eliminamos as fungoes trigonométricas e
suas inversas. Desta forma a resposta final pode ser escrita como

fivfjldfc:ln‘ac+\/l+x2’—7ﬂsw+0.

Método 4 - Integragao por partes.

Teorema 1 Sejam u = p(z) e v =Y(x) duas fungoes diferenciaveis, entao se verifica

/udv:uv—/vdu.

Isto é uma consequéncia da regra de derivada do produto de duas fungoes [uv] =
w'v + uv'. Na forma diferencial seria d[uv] = duv 4+ udv. Se integramos qualquer uma
das duas obteremos [ d[uv] = [duv + [udv ou wv = [ duv + [udv, que é o resultado do
teorema da integracao por parte. Note que a integral é separada em duas partes. Para
tirar utilidade pratica deste teorema no céalculo de integrais se recomenda escolher dv como
aquela que sabemos integrar, ja que v = [ dv.

Exemplo: Célcule [ zin(z)dz?

Neste exemplo, se usarmos os trés primeiros métodos de integragao estudados nao con-
seguiremos avancar muito. Entretanto, a integracao por parte resolve o problema. Vamos
escolher u = In(x) porque sabemos derivar facilmente, ou seja, v’ = % e du = %d:ﬁ. Escol-
hemos dv = zdz porque sabemos integrar facilmente, ou seja, [dv = [zdz = % Aqui
nao colocamos a constante arbitraria porque estamos interesados apenas numa primitiva e
nao no conjunto de todas elas. Usando o teorema de integragao por partes obtemos:



[ zin(z)dz = % f Lde = In(x )(% 3 Jxde = In(x )(%) — 12+

Note que neste exemplo se for feita a escolha ao contrario nao teriamos avancado muito.
Isto é, se u = x temos du = dx, porém dv = In(z)dr que ndo sabemos como integrar
Jdv= fln )dz. Mas como calcular [dv = [ In(z)dx?

Exemplo: Célcule [ In(z)dz?

Esta integral é facil de ser resolvida usando a integracao por parte se fazemos a escolha
certa de u e dv. Escolha u = In(z), logo du = %d:ﬂ. Portanto, dv = dz, logo v = . Usando
a integragao por parte obtemos

[In(z)dz = zin(z) — [zide = zln(z) — 2z +C.

Método 5 - Integrais do tipo [ %dm

O procedimento consiste em reduzir o trinémio de segundo grau na forma Az? + Bx +
C=A(z+ K ) + L, onde K e L sao constantes que devem ser encontradas tal que K = %

e L = C — Z;. Depois de completar o quadrado existem duas possibilidades.

1) Se m = 0 fazendo o procedimento acima mencionado obtemos integrais imediatas ou
de tabela do tipo:

/1d %arctg( >+C’sea5£0

22 + a?

1 1 T —
= dr = (
/acQ—cﬂw 2anac+

1 1
/de—zaln‘a—i_a:‘—l-c Sea#()

a‘—l—C’,sea;&O.
a

2) Se m # 0, separamos do numerador a derivada do trinémio de segundo grau [Az? +
Bz + C)' =2Ax + B. Assim, mx +n = 2A(2A£L‘ + B)+ (n— ﬂ) Portanto,

mx+n 2A (2‘477"_8) ( QA ) %(2Am+B) n— 2A )
f A.Z’2+B:L‘+C dx = f Ax24+Bx+C dr = Ax2+Bx+C dx + f A:C2+Bx+0dx'

A primeira integral pode ser calculada facilmente porque o diferencial foi completado.

Isto é, d(Ax? + Bz + C) = (2Az + B)dz, logo %dm = 2 [Ldu = %in|A2? +
Bz + C| se fazemos u = Ax? + Bx + C. A segunda integral é do caso 1) quando m = 0.
Portanto,

f Amgfgngcdx = %ln’sz + Bz + C’ + (n - 7;75) f Am2+i3’m+0dx'

Exemplo: Célcule dx?

f 222 715x+7

Neste exemplo temos m =0, n =1, A=2, B=-5e (C =5. Logo,K:%:%’e
L:C—4B =5-2 =1 Logo, (222 —5w+7)—2(a:+_5) + 2.
dr = IWdCE Fazendo t = = — 2 temos dt = dzr e obtemos

f 2(t) OE= dt = 5 f o 15 dt = farctg(\/lf) + C usando a tabela acima. Voltando a
16 16

f 2x2715m+7

variavel orlglnal temos



1 _ 4 4 5

Método 6 - Integrais do tipo [ V%

Neste caso o procedimento é similar ao descrito no Método 5 para obter as integrais
imediatas ou tabeladas:

i)seA>O, / d:z:—ln|x—|—\/x2:|:a2]—|—c
\/7
11 .
se 5 . i arcsen +

Exemplo: Célcule [ ﬁd:ﬁ

Nesteexemplotemosmzo,n—l A=-2, BzSeC’zQ,logoKz—%eLzQ—%.
Portanto, 2+3x—2:): = —2(z — 3)? +2—Ee
1 1
= = == dt onde t =
f\/2+3x 2902 f\/ 3)2+2_E f 2t2+% \/if 242 n

(z — 2). Agora pode ser usado o item ii) da tabela:

J \/m f J \/Ttgdt = farcsen(%) +C = ﬁarcsen(‘lﬁg?’) +C.

Método 7 - Integracao de fragoes simples ou fungoes racionais.

Este método também é conhecido como método dos coeficientes indeterminados, e

P(z)

trata da integragao de fungoes racionais 775, onde P(x) e Q(x) sdo polindmios inteiros,

sendo o grau de P(x) menor que o grau de Q(z). O método pode ser usado sempre
que todas as raizes do polindémio @Q(x) sejam reais. Isto porque assume a decomposigao

Q(z) = (z —a)*(z —b)? - (x —1)*, onde a,b, ..., sdo as raizes reais do polinomio Q(z),
e (043 B, ..., s80 os naturais que determinam a multiplicidade de cada raiz. Entao a fracao
P(x

o) pode ser decomposta em fragoes simples como:

P(z) Bs L L
0 =ttt et et ettt e

Para determinar os coeficientes indeterminados A1, ..., A4, ..., L1,..., L) ambas partes
da expressao anterior devem ser colocada na forma inteira para posteriormente igualar os co-
eficientes das mesmas poténcias. Também, os coeficientes podem ser encontrados avaliando
a expressao anterior em certos valores de x.

Exemplo: Célcule I = [ md x?

Neste exemplo P(z) =z e Q(z) = (z — 1)(z + 1)%. Note que o grau de P(z) é menor
que o grau de Q(x), se nao fosse menor poderia ser aplicado o procedimento de divisao de
polindmios. Note também que o grau de Q(z) é 3 e todas suas raizes sao reais. Isto é, as
raizes de Q(z) sdo z = 1 com multiplicidade 1 e x = —1 com multiplicidade 2, logo as trés
raizes de Q(x) sdo reais. Sendo assim, podemos fazer a decomposigao em fragoes simples



CO1mo:

P(z) _ _A By Bo

) = G D@E = @0 T @y T Ere

Tomando o denominador comum para colocar a expressao na forma inteira obtemos:

P(z) T A(z+1)24+ By (z—1)(z+1)+Ba(z— 1)

Qx) — (z=D)(z+1)* — (z—1)(z+1)?

Ja que os denominadores sao os mesmos, entao os numeradores tem que ser iguais:

Plx)=z=A(x+1)?+ By(z — 1)(z +1) + Ba(z — 1). (1)

Para determinar os coeficientes indeterminados A, By e By podemos usar dois proced-
imentos:

Procedimento 1) desenvolvendo o membro direito de (1) e agrupando as poténcias
iguais de x segue que

022 + 2+ 0= (A+ By)2z? + (24 + Ba)x + (A — By — Bs).

Igualando os coeficientes das mesmas poténcias de x obtemos o seguinte sistema de
equacoes:

0=A+B;
1:2A—|—BQ
0=A—-B1— By

Resolvendo este sistema de trés equacoes com trés incognitas encontramos os valores
1

dos coeficientes indeterminados: A = %, By = —% e By = 3.
Procedimento 2) avaliando a equagao (1) em trés valores diferentes de = podemos
encontrar os coeficientes indeterminados sem precisar resolver o sistema de trés equacoes
anterior. Deve ser dito que para facilitar os calculos os valores de x devem ser escolhidos
de forma apropriada.
Fazendo x = 1 na equacao (1) obtemos 1 = A4 ou A = 7
Fazendo x = —1 na equagao (1) obtemos —1 = —By2 ou By = 5
Fazendo x = 0 na equacio (1) obtemos 0 = A — By — By ou Bj = A — By = —1,
Portanto, a fragao pode ser decomposta1 em fracoes simples como:
2t = GG = e t et Ei

Logo, a integral serd decomposta como a soma de trés integrais de fracoes simples que
estao tabeladas.

1 1
_ _ _ 1 1
I=] (a:—l)?x+1)2dx =/ |:(:c nt @y T (:1:+1)2:| = 4f (z— 1 -1/ @ de +
1 f 1 _dx
2J (z+1)2 '
Estas trés integrais séo calculadas facilmente completando o diferencial como
I:if(xil)dx dlx+1) + 2f +1 d(x +1)

= Linjz — 1] - ln\x—i—l\% )+c— 1 1ln‘—‘+C’

2 (z+1) z+1

Método 8 - Integracao de fungoes trigonométricas.



Integrais do tipo I, = [ sen™(z)cos™(x)dz, onde m e n sdo nimeros inteiros temos
trés possibilidades.

P1) Qunado um dos dois (m ou n) é positivo e impar podemos completar o diferencial.
Suponha que m = 2k + 1 é impar, entdo sen™(z) = sen*tV(z) = sen?*(z)sen(z) e
lembrando que d(cos(z)) = —sen(x)dx segue que
Imn = [ sen™(z)cos™(x)dx = — [ sen®(x)cos™(z)d(cos(z)) = — [[1—cos?(z)]*(x)cos™ (z)d(cos(z))
= — [[1 — 2?]*2"dz, onde z = cos(z). Esta integral é um polindomio que pode ser integrado
facilmente. Analogamente se completa o diferencial quando o impar e positivo é n.

Exemplo: Calcule [ sen!'®(z)cos®(z)dx?

Neste exemplo o impar é n = 3 = 2 + 1, logo cos®(z) = cos?(x)cos(z) e lembrando que
d(sen(x)) = cos(x)dx segue que
Loz = [ sen'®(z)cos®(x)dz = [ sen'®(z)cos?(x)d(sen(z)) = [ sen'®(z)[1—sen?(x)]d(sen(x))

= [2001 = 22|dz = [ 2%z — [ 21%dz = senlli(x) — senllg(z) + C, onde z = sen(z).

P2) Qunado os dois (m e n) sdo positivos e pares podemos usar as trés identidades
trigonométricas abaixo para transformar a funcao integrando:

sen*(x) = 1[1 — cos(2x)],
2 1
cos®(x) = 5[1 + cos(2z)],
sen(x)cos(x) = 58671(2;17).
Exemplo: Cilcule [ cos?(3z)sen?(3z)dx?

Neste exemplo usando as identidades trigonométricas acimas fazemos as transformagoes
abaixo

Lis = [cos*(3z)sen*(3z)dx = [[cos(3x)sen(3z)]?sen?(3z)dx = [[3sen(6z)?1[1 —
cos(6z)|dz = % [[sen?(6z)—sen?(6z)cos(6x)]dx = %[fsen2(6x)d:c—f sen2(6x)cos(6x)dx}
= %[f 311 — cos(12z)]dx — fsen2(6$)%d(sen(6x))} = %[% - Senéfx) - Sen;(fx)} +C.

P3) Nos casos diferentes dos dois anteriores I, ,, ¢ determinada através de formulas de
recorréncia que surgem da integracao por partes.

Exemplo: Sabendo que se a # 0 da tabela temos [ ﬁd:p = %ln\%| + C, célcule
1
10773 = fmdx?

Neste exemplo m = 0 e n = —3 e néo podemos usar P1) e P2). Usaremos identidades
trigonométricas e integragao por partes.
2 + 2 1
[ e = [ =R gy [ sen(a) 2 de + [ hde

cos3(x) cos3(x) cos(w)




A primeira integral podemos resolver usando integracao por partes fazendo u = sen(x)

e dv = jjs’;((?)da: Portanto, du = cos(z)dz e v = [ jjg((a;)) dr = —fwl(x)d(cos(a:)) =
%cosl - Substituindo na formula da integracao por partes segue:
f Sen izz3(;)) dr = Sen(x)%cos%(:ﬁ) B %czzz(g) dr = %50632((?) B % cosl(x) dx.

A integral que restou da integracao por partes é semelhante a segunda integral acima

que podemos resolver completando o diferencial.

S Cos(w) de = [ 70?:2(@) de = | 7[1_5;2(@#(5671(3:)) = [ 113dz fazendo z = sen(z) e esta

integral f01 dada no enunciado do exemplo Portanto

f cosS(z) dr = %j:;((fv)) B % cos(m dIL‘ + f cos(x) %j:;((z)) + % f cosl(m) dr = %j:;((fv)) +
Hn| eS| 4+ ¢ = L2 4 dinftg(x) + sec( >y +C.

Resumindo, apresentamos oitos métodos de integracao. Todos estes métodos tentam
transformar a integral em questdo em outra integral, onde possa ser usada a tabela de
integrais ou outro método de integracao.

6.3 - Integral definida. Interpretagao geométrica da integral definida.

Integral definida como limite de uma soma.

Definicao 3 Seja f(x) uma fungdo definida no intervalo [a,b]. Seja a =21 < x9 < -+ <
Tpe1 = b uma particdo ou divisao arbitrdria do intervalo em n partes. A soma integral
(Sn) de f(x) em [a,b] se define como:

Sy = Z f (&) A,

i=1

onde x; < & < xiy1, Ax; = (g1 —x) ei=1,...,n.

Note que a soma integral S,, representa geometricamente a soma/resta das areas dos
correspondentes retangulos (A; = f(&)Ax;) como é mostrado na figura abaixo. FEstes
retangulos tem dentro deles os simbolos (+) e (-) indicando que naqueles acima do eixo
x o valor da drea é positivo e os abaixo é negativo. Este sinal positivo ou negativo é
determinado pelo valor de f(&;).

Definicao 4 Se chama Integral Definida de f(x) no intervalo [a,b] ao limite da soma
integral Sy, quando o nimero de divisdes do intervalo tende para infinito (n — o0) e o
maior dos Ax; tende para zero (max{Ax;} — 0). A integral definida também é chamada
de Integral de Riemann e se denota por

b
d 1 i) A,
/a f($> v max{irzg}ﬁozf § i

onde o intervalo de integracao é determinado pelos limites de integracdo x = a e x = b.

Deve ser dito que na definigdo acima a condi¢ao max{Az;} — 0 é suficiente para
garantir que n — oo. Isto porque se o maior Ax; tende para zero, entdo todos os Ax;
tendem para zero e isto acontece quando o numero de parti¢oes tende para infinito.
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Figure 1: Representacao grafica da soma integral.

A condigao que garante a existéncia da integral de f(x) em [a, b] é que f(x) seja continua
em [a,b]. Isto é, o limite da soma integral existe independentemente de como o intervalo
[a,b] é particionado e de como sao escolhidos os & em cada divisdo. Quando a integral
existe se diz que a fungao ¢ integravel em [a, b].

Geometricamente a integral definida corresponde a area que se forma entre o grafico da
funcao e o eixo x, onde as partes situadas acima do eixo tem sinal positivo e as situadas
abaixo tem sinal negativo. Note que o excesso ou defeito de drea para cada A; = f(§)Ax;
tende a zero quando max{Az;} — 0.

E importante deixar claro que a area é uma grandeza que nao pode ser negativa, ou
seja, o valor da area s6 pode ser zero ou positivo, embora o valor da integral possa ser
qualquer nimero real. Em outras palavras, existem grandezas que por definicao sé podem
ser niimero positivos ou zero: comprimento, drea, volume, massa, etc. A integral coincide
com a drea nos casos em que a funcdo f(x) > 0 no intervalo de integracao [a,b]. Nos dois
exemplos da figura abaixo vemos esta interpretacao geométrica da integral definida.

No primeiro exemplo a funcdo y = 22 é sempre positiva ou zero no intervalo de inte-
gracao [0, a], logo a drea entre o grafico da fungao e o eixo z coincide com o valor da integral
definida neste intervalo. No segundo exemplo a func¢ao y = sen(z) > 0 no intervalor [0, 7] e
a integral neste intervalo corresponde ao valor da drea A;. J& no intervalo [m, 27| a fungao
y = sen(x) < 0 e a integral neste intervalo é um nimero negativo que seu valor absoluto
coincide com a area A,. Esta drea A, é igual a Ay. Por este motivo a integral no intervalo
[0, 27] é zero, mas a drea que se forma entre o sen(z) eoeixox é A = Ay + Ay =24, =4.
No Tépico 7 estudaremos aplicagoes da integral definida e entre elas teremos como calcular
area de figuras planas usando a integral definida.

Exemplo: Usando a definicao de integral definida calcule ff(l + x)dx no intervalo
[1,10]?

Note que f(x) = 14 z é continua no intervalo, entao a integral definida existe neste

(b=a) _ 9

intervalo. Primeiro fazemos uma partigao do intervalo em n partes iguais Az; = “— =

11
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A, A= Ay+ds =4
; 3
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0 1 7—‘; 3 s AT
2

™
Ay :fsen( )de = 2
0
2T
—As :j sen(x)dr = =2
™

Figure 2: Dois exemplos de integrais definas: y = 22 e y = sen(x).

Agora em cada subintervalo [z;,z;41] escolhemos §; como sendo o extremo esquerdo em
cada divisdao & = x; = 1 +iAx; =1+ %i. Logo, f(&)=14+& =2+ %i. Portanto a soma
integral sera

n—fozsz_z(Hﬂ) Zl Z _ 18, 8lnln=1) 117 _81

n n 2 2 on’
=1

Agora cdlculamos o limite de S,, quando n — oo.

10 11 1 11
/ (1+2)dz = lim S, = lim (J_i):i
1 2

n—00 n—00 2n 2
Calculo da integral definida através da integral indefinida.

Teorema 2 (Integral deﬁm}da com limite superior varidvel) Seja f(t) continua em

la,b], entdo a fun¢io F(x) = [ f(t)dt é uma primitiva de f(z). Isto é, F'(z) = f(z) em
[a, b].

Este teorema 2 é usado para provar o teorema fundamental do célculo ou também
chamado de formula de Newton-Leibniz. O teorema fundamental do cdlculo junta na mesma
expressao a derivada e a integral da funcao, e permite calcular integrais definidas através
da integral indefina. Isto é, ndo sera mais preciso calcular a integral definida construindo
a particdo e calculando o limite da soma integral como foi feito no exemplo acima.

Teorema 3 (Teorema Fundamental do Cdlculo) Seja F'(x) = f(z) em [a,b], entdo

b b
/ F@)dz = Fz)|" = F(b) - Fla).

12



A fungdo primitiva F(z) ¢ determinada através da integral indefinida [ f(z)dz = F(x)+
C. Tsto é, aplicando os oitos métodos de integragao e a tabela de integrais. J& que F'(z) =
f(z) e dF(xz) = F'(x)dx o teorema fundamental do célculo também pode ser expressado
da seguinte forma:

b
= F(b) — F(a).

a

/abf(az)dx = /abF’(x)da: - /bdF(x) = F(x)

a

Em resume, para calcular uma integral definida é necessario encontrar a primitiva da
funcao e avaliar nos extremos do intervalo de integracao. Tao simples quanto isso, onde o
maior desafio estd em encontrar a primitiva.

Exemplo: Determine [ 2%da?

Esta integral é o primeiro exemplo da figura 2. Agora enconraremos que A = a—; Para
calcular a integral definida em questao usaremos o teorema fundamental do calculo. Por-
tanto, é necesséario conhecer uma primitiva de f(x) = 2. Em outras palavras, é necessério
calcular [ 2%dx = F(z) + C para encontrar F(x). Usando a tabela de integrais segue que

2 a?
x deE—I—C:F(x)%—C.

. o s 3
Como encontramos a primitiva F'(z) = % podemos usar o teorema fundamental do
célculo.

a o |a a 3 a
_Fla)-FO) =2 = Y _a

a
/ 22dx = F(x)
0 0 3 lo 3 3 3

Exemplo: Determine f027r sen(zx)dx?

Esta integral é o segundo exemplo da figura 2. Seguiremos o mesmo procedimento feito
no exemplo anterior. Primeiro encontrar a primitiva e depois usar o teorema fundamental
do célculo. Da tabela de integrais ja sabemos que [ sen(z)dz = —cos(z) + C, ou seja,
F(z) = —cos(z). Portanto,

2

/0 7 sen(a)dz = —cos(x)|

= [—cos(2m)] — [—cos(0)] = [-1] — [-1] = 0.
Note que na figura 2 temos A1 = [ sen(z)dx e —Ag = ffﬂ sen(x)dx, logo

™

Ay = [ senfa)da = —cos(a)|) = [=eos(m)] = [~eos(0)] = [~(~1)] = [(1)] =2

2w

= [—cos(2m)] = [~cos(m)] = [~(1)] = [~(~D)] = 2.

T

2
—Ag = / sen(x)dx = —cos(x)

13



Exemplo: Determine f027r cos(x)dz?

O procedimento é sempre o mesmo: encontrar a primitiva e usar o teorema fundamental
do calculo.

2

/027r cos(x)dx = sen(x) .

6.4 - Principais teoremas para a integral definida.
Agora apresentamos alguns teoremas que descrevem propriedades da integral definida.

As demonstragoes destes teoremas podem ser encontradas nos livros de texto de calculo
diferencial e integral.

Teorema 4 Sejam f(z) e g(x) fungoes integrdveis em [a,b], entao a fungdo [f(x) + g(x)]
é integravel em [a,b] e se verifica que

/ab[f(x) + g(z)]dz = /abf(a:)da: + /abg(a:)da:.

Teorema 5 Seja f(x) uma fungao integrdvel em [a,b] e seja k uma constante qualquer,
entao a funcao [kf(x)] € integrdvel em |a,b] e se verifica que

/ab[k:f(:c)]dx - k/abf(x)da:.

Teorema 6 Seja f(x) uma funcao integrdvel em [a,b], entao é integrdvel em qualquer
intervalo [c,d] contindo em [a,b].

Teorema 7 Sejam os nimeros reais a < ¢ < b. Seja f(x) uma fungao integrdvel em [a, c|
e em [c,b], entdo € integrdvel em [a,b] e se verifica que

/abf(:v)d:v:/:f(m)dz+/cbf(:c)dx.

Teorema 8 Seja f(x) uma funcao integravel em [a,b] e f(x) > 0 Va € [a,b], entdo

/a " fw)de > 0.

Teorema 9 Sejam f(z) e g(x) fungdes integraveis em [a,b] e f(x) < g(z) Yz € [a,b],

entao
/bf(:c)da: < /bg(a:)da:.

Teorema 10 Seja f(x) uma funcao integrdvel em [a,b], entao a funcao |f(z)| é integravel

em [a,b] e se verifica que
[ s < [

14



Teorema 11 (Teorema do valor médio) Sejam f(x) e p(z) fungdes continuas em [a, b]
e p(x) > 0 neste intervalo, entao

/ daz</f das<M/

onde m e M sdo o valor minimo e maximo absoluto de f(x) em |a,b] respetivamente.

b
No caso particular que p(z) = 1 temos f x)dx = f ldz = x‘ = b—a, e o resultado

do teorema se transforma em ml[b — a] < fa f x)dx < M[b— a]. Este é o resultado que
aparece como teorema do valor médio na maioria dos livros de texto. Como consequéncia
do teorema 11 podemos obter os seguintes resultados, onde os niimeros c e £ pertencem ao
intervalo [a, b].

[t =10 [ oy

/ f(2)dz = FE)b — al.

Deste ultimo resultado segue que o nimero p = f(§) = ﬁ f; f(x)dx é chamado de
valor médio da funcdo f(z) no intervalo [a, b, e isto tem uma interpretagao geométrica que
pode ser vista na Figura 3. Note que fab f(x)dx corresponde a drea que se forma entre o
grafico de f(x) e o eixo z, jd que f(z) > 0 em todo o intervalo. A desigualdade do teorema
estabelece que essa drea é maior que a area do retangulo sombreado de vermelho (m[b— a)
e menor que a area do retangulo sombreado de verde (M[b — a]). Além disto, existe pelo
menos um ponto & tal que a drea do retangulo abaixo da linha reta azul (f(£)[b—a]) é igual
a drea entre o grafico de f(z) e o eixo x.

Prova do Teorema 11: Partimos da hipétese que f(z) é continua em [a, b], m é seu
minimo absoluto em [a,b] e M é seu méximo absoluto em [a, b]. Portanto,

m < f(z) <M Yz € [a,b].

J& que p(z) > 0 neste intervalo, se multiplicamos a desigualdade acima por ¢(z) obte-
mos

mp(z) < f(a)p(e) < Mp(z) Vo € [a,b).

Como as trés fungoes desta desigualdade s@o continuas em [a, b], entdo as trés sao in-
tegrdveis. Aplicando integral definda no intervalo [a, b] na desigualdade e usando o teorema

9 obtemos
/ab mep(z)dr < /ab f(@)p(x)de < /ab Mo(z)da.

Usando o teorema 5 podemos tirar para fora da integral os nitimeros m e M para

obtermos
/ x)dx < / f(z)p(x)de < M / x)dx.O]

15



el

mib-al< [? f(z)dz = f(€)[b—a] < MIb-a]

Figure 3: Representacao geométrica do teorema do valor médio.

6.5 - Cambio de variavel na integral definida. Integracao por parte na inte-
gral definida.

Cambio de variavel na integral definida.

Teorema 12 Seja f(x) continua em [a,b]. Sejam x = p(t) e ¢'(t) fungoes continuas
Vt € [a, B], onde a = p(a) eb = ¢(B). Se a fungdo composta f(p(t)) é continua vVt € [a, ],

entao
b B
/ f(2)de = / Fo(t)d (B)dt

E impportante refor¢ar que quando se faz substituicio de varidvel na integral definida
o intervalo de integracao deve ser modificado conforme a substituicao usada. Isto é, o in-
tervalo inicial da varidvel = € [a, b] vai ser trocado por ¢ € [a, f].

Exemplo: Determine [ 2V a? — 22dx, onde a > 0.
Neste exemplo vamos utilizar o Método 3 de integracao para eliminar a raiz quadrada da

fungao integrando. Fazendo a substituigao de varidvel x = asen(t) segue dx = acos(t)dt.
A fungao inversa da substituicdo é ¢ = arcsen(7) e o novo intervalo de integragao serd
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a = arcsen(2) =0 e B = arcsen(%) = arcsen(1) = . Portanto, quando = € [0, a] a nova
varidvel ¢ € [0, 5] e usando o teorema 12 obtemos

Jo 2®Va? — a?dx = [ a®sen®(t)\/a® — a?sen?(t)acos(t)dt = a* [i? sen?(t)cos?(t)dt =
at [? [sen(t)cos(t)]?dt.

Esta integral pode ser resolvida usando o Método 8 de integragao, onde utilizaremos as
seguintes identidades trigonométricas

i) sen(mz)cos(nz) = ${sen[(m + n)w] + sen[(m — n)x]},
ii) sen(mx)sen(nz) = 2{cos[( n)x] — cos[(m + n)x]},
iii) cos(ma)cos(nz) = 3{cos[(m — n)z] + cos[(m + n)z]}.
Usando a primeira identldade segue sen(t)cos(t) = 3{sen[(1 + 1)t] + sen[(1 — 1)t]} =

1sen(2t) e a tltima integral serd

a* fog [sen(t)cos(t)]?dt = a* fog [2sen(2t)]?dt = ‘21—4 fog sen?(2t)dt.

Esta integral pode ser resolvida usando outra substituicao de varidvel ou completando
o diferencial. Ambos métodos sdo parecidos, mas existe uma diferenca entre eles. Na sub-
stituigdo de varidavel é necessario trocar o intervalo de integragao. Quando se completa o
diferencial o intervalo de integracdo permanece o mesmo porque a variavel nao foi sub-
stituida. Vamos resolver a tltima integral pelos dois métodos de integracao.

Usando outra substituigdao de varidvel em % fog sen?(2t)dt. Podemos fazer z = 2t, logo
dz = 2dt e o novo intervalo de integracao serd z € [0, 7| porque quando t =0,2=2-0=0
e quando t = 5, z = 25 = m. Vamos precisar usar a segunda identidade trigonométrica
para obter sen(z)sen(z) = ${cos[(1 —1)z] — cos[(1 + 1)2]} = 1[1 — 005(22)] Portanto,

2
% [o? sen?(2t)dt = % Iy senz(z)%dz = % " 1[1—cos(2z)|dz = % [fo ldz— [ cos(2z)dz} =

at " ™ at 21 at 1 2 ol
1—6[2 0" IN cos(2z)dz} = 1—6[(7r —0) =355 cos(u )du} = 15 |m™ — g3sen(u) . } = Llr —
3{sen(2r) — sen(2m)}] = ‘f—gw.

Na ultima integral foi necessario fazer outra substituicao de varidavel v = 2z com

du = 2dz e o novo intervalo de integragao u € [0, 27].

. . 4 5 s - .
Completanto o diferencial em % [? sen®(2t)dt ndo é necessério trocar o intervalo de
integracao porque a variavel nao foi trocada. Logo,

ol (3 sen?(2t)dt = & [ sen?(2)2dt = [iF sen?(2t)d(2t) = & ;7 L[1—cos(2(2t)))d(2t) =

w\:\ ||

o fog[l—cos(élt)]d( =& o7 1d(2t)— cos(4t)d(2t)] 175[ t|* — 7 cos(at)2d(2t)| =
‘112 [(2 )—(2:0)—5 cos(4t)d(4t)} = “—G[W—%sen(llt) } = %[W—Q{sen(42) sen(4-0)}] =
T

Note que, sempre que nao houver erro de calculo, o resultado é o mesmo independen-
temente de qual foi o método de integracao usado.

Integracao por parte na integral definida.

Teorema 13 Se as fungdes u(x) e v(z) e suas derivas sao continuas em |a,b], entdo
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Exemplo: Determine [ zcos(z)dz?

Na integracao por parte é importante fazer a escolha apropriada de u e dv. Neste ex-
emplo temos o polinémio z e a fungao trigonométrica cos(x). Sabemos que as derivadas e
integrais das fungoes seno e coseno sao ciclicas. Também sabemos que quando derivamos
um polindomio diminuimos em uma unidade seu grau, porém se integramos o polinémio
aumentamos em uma unidade seu grau. Considerando o acimo exposto, entao devemos
escolher u(z) = x para que quando derivemos possamos eliminar o polinémio, j& que
u/(z) = () = 1. Logo, dv = cos(z)dz e v = [ cos(x)dz = sen(zx). Portanto, usando o
teorema 13 obtemos:

jus
2

(ME]

— Ji? sen(x)dx = [Fsen(§) — Osen(0)] — [~cos(x)]|* =

fog zcos(x)dr = wsen(x)
5+ [cos(5) —cos(0)] = 5§ — 1.

=]
[en]

Este exemplo indica que para calcular a integral do produto de um polinémio vezes uma
fungao seno ou coseno devemos usar integracao por partes tantas vezes seja necessario até
eliminarmos o polinoémio. Isto é, na integral [ p,(z)sen(z)dz ou [ p,(z)sen(z)dz sem-
pre devemos escolher para derivar o polinémio (v = p,(x)) e para integrar a fungdo
trigonométrica (dv). A integragdo por parte deve ser aplicada n vezes até eliminar o
polinémio.

Exemplo: Determine [? e®sen(z)dz?

Este é outro exemplo tipico de integracao por partes. Neste exemplo temos a funcao
exponéncial e” e a fungao trigonométrica sen(z). As derivadas e integrais das fungdes seno
e exponéncial sao ciclicas. Por este motivo qualquer uma pode ser escolhida como u e a
outra como dv. O importante neste tipo de exemplo é realizar a integragao por partes duas
vezes sempre mantendo a mesma escolha de u e dv. Considerando o acimo exposto, vamos
escolher u(x) = e* e dv = sen(x)dz. Logo, u'(z) = (%) = e e v = [ sen(z)dx = —cos(z).
Portanto, usando o teorema 13 obtemos:

Jus

; - fg —e*cos(z)dr = —e*cos(x)

NIE

+ fog e®cos(x)dx.

fog e*sen(z)dr = —e*cos(x) .

Agora para a integral da direita voltamos a usar o teorema 13 mantendo a escolha
u(z) = e* e dv = cos(x)dzx. Logo, u/(x) = () = €, v = [ cos(x)dx = sen(z) e obtemos

INIE]

— fog e*sen(r)dx.

fog e*cos(z)dr = e*sen(x)

[e=]

Substituindo este resultado na integral de cima temos

jus
2

. _f0% e*sen(x)dz.

(VB

-l—fog e*cos(x)dr = e*[sen(x)—cos(z)]

fog e*sen(r)dr = —e®cos(x) .

Note que a integral da direita é a mesma que a da questao original. Agora juntamos
elas do lado esquerdo para obtermos

s

2 fog e?sen(z)dr = e*[sen(x) — cos(x)] 5

s

ou fog e®sen(z)dx = 3e®[sen(x) — cos(z)] :
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Finalmente s6 falta avaliar as fun¢des nos extremos do intervalo. Logo,

jus

fog esen(x)dr = Le*[sen(x)—cos(x)]|” = %{e%[sen(%)—cos(g)}—eo[sen(O)—cos(O)]} =

{e? +1}.
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