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Introducéao

Problema e desafios

Equacao escalar de Helmholtz

Harmonicos temporais de ondas acusticas, elasticas e eletromagnéticas.
Au+ KPu=femQ, (1)
u=gemoQ, @)
onde k é o niumero de onda, 2 é o interior do dominio limitado com contorno

Lipschitz 09, f € um termo fonte e u € o campo escalar que descreve os
harmonicos temporais das ondas.

Ondas planas podem ser solugdo da equagdo homogénea:

U = cos(k(x cosf + ysin0)). (3)
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Desafios

Regra heuristica do dedao (rule of thumb): kh = 27” quantidade de nés por
comprimento de onda 7 < n < 10.

Solugbes numéricas por Diferencas Finitas e Elementos Finitos sdo instaveis
quando k aumenta, mesmo com kh constante.

Comportamento conhecido como poluicdo do erro que impacta a diferenga
entre o nimero de onda exato k e o nimero de onda numérico k”.

Para problemas 1D existem MEF que eliminam totalmente a polui¢céo do
erro: método GLS (Galerskin Least-Squares), QSFEM (Quasi Stabilized
Finite Element Method), etc.

Para problemas 2D a polui¢céo do erro apenas pode ser minimizada: QSFEM
(Quasi Stabilized Finite Element Method), etc.

Aqui é apresentado o Método Completo de Diferencas Finitas Centradas
(MCDFC), a qual sempre minimiza a relacdo de dispersdo k — k" em
qualquer dimenséo.
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Formulacéao geral (MCDFC - CCFDM).

A dimens&o do espaco de aproximagéo global SC é dim(S¢) = N", onde N é o
numero de nés da malha com graus de liberdade.

TU" = F é o sistema linear de um esquema de diferengas finitas qualquer.

A equacgéao do n6 arbitrario / (numeragao global) é determinada pelo tipo de esténcil, e
as incognitas U" dessa equagéo pertencem ao subespaco de aproximacéo local
St C SG com dimens&o dim(St) = L, onde L e a quantidade de ponstos do esténcil.

A equagéo do né / é um produto interno (G, U") = f;, onde G denota o vetor gerador
da equagao do esténcil.

Um conjunto de L vetores LI formam uma base para St, e todo vetor desse subespaco
é uma combinagao linear dos vetores dessa base.

Se os vetores geradores G; da equagao do esténcil de diferentes esquemas sao os

vetores da base do subespaco St, entdo o MCDFC pode representar a equagao de
qualgquer esquema no n6 / como:

L L
Ewmcpre = <Z oGy, Uh> = (Z a/) fr, 4)
1=

=1

onde «; séo os coeficientes da combinacéo linear, e sdo parametros livres a
determinar minimizando a dispersao.
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Caso 1D e esténcil com 3 pontos.

G
. S
S Subespacgo de Aproximagao Local
SG Espacgo de Aproximagéo Global

Figura 1: Espago de Aproximagédo Global e Subespago de Aproximagéo Local.

L = dim(S') = 3, o MCDFC para o né central i (numeracao local) é:

3 3
<Z G, Uh> = AUi_1 + BUj; + CUi1 = (Z m> fi (5)

=1 I=1

onde A=32  ovgi1, B=Y7 ugipe C=30 g

G. B. Alvarez, H. F. Nunes, W. A. Menezes Método Completo de Diferengas Finitas Centradas



MCDFC 1D e esténcil com 3 pontos
Método Completo de Diferencas Finitas Centradas MCDFC 2D e esténcil com 5 pontos
MCDFC 2D e esténcil com 9 pontos

Caso 1D e esténcil com 3 pontos.

Os vetores geradores da base G; = [g;,1, 91,2, 91,3] correspondem aos esquemas
CC-1D, NE-1-1D e NE-6-1D da dissertagéo [3], onde &Y ~ Y1270t ¢

CC-1D: centrado classico k?u ~ k?U; = Gy # [1, -2 + (kh)?,1].

. [Uj—1+Ui44] kh)? kh)?
NE-1-1D: k2u ~ k2 =00l o Gy = 14 (O 4 (0

NE-6-1D: k2u = K2[U; + 4559=1] o Gy = Lt — M08 o4 (k2,1 4 07y,

Os coeficientes da combinagao linears o, sao determinados tomando-se k = k" na
relagéo de dispersao, onde oy = 1 e a3 = 0, pois o vetor G3 ndo € necessario para
malhas uniformes por motivos de simétria (ver Colorario em [1]).
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Caso 1D e esténcil com 3 pontos.
O MCDFC elimina o efeito de polui¢ido k' — k = 0 com

_ 2 —2cos(kh) — k2h?
" cos(kh)[2 + k2h2] — 2’

logo A= C = — i eB= — Keoslk) _ _ 1 co5(kh)A.

—4+2[2+(kh)?] cos(kh) Z2+[2+ (kh)2] cos(kh)
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Figura 2: Dispersao de onda para o caso 1D .k = 100.
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Caso 2D e esténcil com 5 pontos.

Ay C1

Ay

Figura 3: Esténcil de 5 pontos.

L = dim(St) = 5, 0o MCDFC para o né central i, j (numeragao local) é:

5 5
<Z Gy, Uh> = AtUim1j+ AU 1 +BU; j+ CiUq j+ CoUj j1 = (Z a’/) fij.
1=

/=1
(7)
A4, Ao, B, Cq e C, séo definidos de forma analoga ao caso 1D.
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Caso 2D e esténcil com 5 pontos.

Os vetores geradores da base Gy, . .., Gs correspondem aos esquemas CC-2D,
NE-1-2D, NE-6-2D, NE-7-2D e NE-8-2D da dissertagao [3], onde

Py o Yoy =2UpjtUiny Py o Uijo1=2Ui+Uijer o

ax2 "~ 3 v ay2 T 3

CC-2D: centrado classico k?u ~ k2U; j = Gy = ;—2[1 1, —4 + (kh)2,1,1].

NE-1-2D: k2u = 5 [ttt o Dictbiet) o g, = 1A A —4,A A,
A=t W02

NE-6-2D: k2u ~ K2[Uj; + Ja Yt o B Yoty o gy — L[A A, B, C, C,
A= _u B= 4+(kh)2,o:1+%.

NE-7-2D: k2u = K2[Uj; + D=t ety D Bty o G, = L[A,C, B, C, Al,

A=+ WP g4y (kn?, c=1- W

NE-8-2D: k2u = K2[Uj; + “ts it BusttPisty - Gy = LA, C, B, A, C],
A1+ W2 g4y (kn?, c=1- W
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Caso 2D e esténcil com 5 pontos.

Os «; séo determinados minimizando a relagao de dispersao, onde oy = 1 e
asz = ag = as = 0, pois os vetores Gs, G4 € Gs ndo sdo necessarios para malhas
uniformes por motivos de simétria (ver Colorario em [1]).

O ay que minimiza a dispersdo na diregdo de onda 61 = 7/8 é

_ 2(—4+ KW 4 2¢( + 2s)
—8+4cy + k2h2cy + 481 + k2h2sy’

Qo =

(8)

onde ¢y = cos(khcos ) e s; = cos(khsin 61). Com estes coeficientes a equagéo do
esténcil do MCDFC-5p apresenta dispersdo minima, equivalente ao GLS. Porém, o
esténcil do método GLS possui 9 pontos e o esténcil do MCDFC-5p apenas 5 pontos.

kh— k= 41—8k3h2 [cos(20) — cos (261)] [cos(26) — cos (26)] + O(K3h*),  (9)

equivalente a dispers&o do GLS para 61 = §.
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Caso 2D e esténcil com 5 pontos.

15 T T T
NS-L —7—NS-4 |
10 L[ EFNS2 e-CC !
- |- NS-3 —e—CCFDM-5P :
st :
¥ Exact
03 —cCC
v NS-1
% ——NS-2
Sr NS-3
——NS-4
A0 = =CCFDM-5P
|
A5t X
1
1
20 . . .
0 0.5 1 15 :

kh -1 -0.5 0 0.5

Figura 4: Disperséo k" — k para k = 100, 6; = /8, > = 37/8 em fungéo de kh
(esquerda) para 6 = ©/4, e em fungao de ¢ (direita) para kh = 1.
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Caso 2D e esténcil com 9 pontos.

L = dim(S*) = 9, 0o MCDFC para o né central i, j (numeracao local) é:

9
<Z oG U" ) = AjUi_1 j + AoUjj1 + AsUi_1j1 + AsUpsq j_1 + BU;
=

+ CiUip1j+ CoUijy1 + CaUi—q jy1 + C4Uipq ji1 = (Z a/) fij- (10)
1=

Os coeficientes sdo definidos de forma analoga ao caso 1D e 2D.

Alvarez, H
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Caso 2D e esténcil com 9 pontos.

O operador Laplaciano pode ser aproximado de duas formas diferentes utilizando:
férmulas centradas de segunda ordem (MCDFC-9p-L5p) e férmulas centradas de
quarta ordem (MCDFC-9p-L9p).

Duas bases diferentes para o subespago de aproximagao local St podem ser
construidas, gerando duas versdes diferentes do MCDFC.

Estas duas versoes sdo equivalentes, apresentando a mesma relagdo de dispersao
minima equivalente ao QSFEM.

Considerando malhas uniformes e apenas o caso mais simétrico das versdes
MCDFC-9p-L5p e MCDFC-9p-L9p, oy =1 eag = a5 = ag = a7 = ag = ag = 0.
Assim, apenas 0 as € a4 S80 necessarios para zerar a dispersdo em duas diregdes de
onda: §y = w/16 e 6 = 37w /16, e minimizar a dispersdo nas direcdes restantes.

_ k7 h8 [cos(46) — cos (404)] [cos(46) — cos (402)]
387072

K" —k +O(KOMB). (1)
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Caso 2D e esténcil com 9 pontos.

Exact
—CC
NS-1
——NS-2
NS-3
——NS-4
= =CCFDM-9p-L9p

-1 -0.5 0 0.5 1

Figura 6: Dispers&o k" — k para k = 100, 6y = 7/16, 6, = 37/16 em fungéo de ¢
para kh = 1.
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Disperséao caso 2D para esténcil de 5 e 9 pontos.

MCDFC-5p, MCDFC-9p-L5p, MCDFC-9p-L9p.

02 Exata
————— MCDFC-5p 1
= =MCDFC-9P-L5p i
O 1 L L

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
kh

Figura 7: Disperséo de onda para o caso 2D k = 100, kh=1,0 < 0 < «/2.
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MCDFC 1D e esténcil com 3 pontos
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MCDFC 2D e esténcil com 9 pontos

Disperséao caso 2D para esténcil de 5 e 9 pontos.

Table: Comparagéao da dispersdo de cada método dependendo da
diregdo da onda: d := (k" — k)h para kh = 1.

0 CCFDM-5p CCFDM-9p-L5p CCFDM-9p-L9p QSFEM
0 0.0104166666 | 0.1291749338x10~° | 0.1291749338x10° | 0.1291749338x10°
7/16 | 0.0073656956 0 0 0
/8 0 -0.1291749338x 105 | -0.1291749338x10~° | -0.1291749338x 105
37/16 | -0.0073656956 0 0 0
/4 | -0.0104166666 | 0.1291749338x10~° | 0.1291749338x10~° | 0.1291749338x10~5
5r/16 | -0.0073656956 0 0 0
37/8 0 -0.1291749338x 105 | -0.1291749338x10~5 | -0.1291749338x10~°
77/16 | 0.0073656956 0 0 0
m/2 | 0.0104166666 | 0.1291749338x10~5 | 0.1291749338x10~° | 0.1291749338x10~°
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Consequéncia da malha uniforme na analise de dispersao e simetria do esténcil.

Caso 1D e esténcil com 3 pontos implicaem A = C.
[cos(k™h)(A+ C) + B] + isin(k"h)[-A+ C] = 0 + 0. (12)
Caso 2D e esténcil com 5 pontos implicaem Ay = C; e A, = Co.
Parte Real: [A; + Ci] cos(k"hcos(0)) + [Az 4+ Cz] cos(k"hsin(0)) + B=0, (13)

Parte Imaginaria: [C; — A]sin(k"hcos(0)) + [Co — Az] sin(k"hsin(0)) = 0. (14)

Let it be a uniform mesh with parameter h = hy = hy. For each central node | (global
ordering or enumeration) consider stencil with 3-points in the 1D case, stencil with
5-points and 9-points in the 2D case. Let G, be the generating vectors of the CCFDM
for these 1D and 2D cases. If the equations of the imaginary part of the dispersion
analysis are satisfied, then there are only:

i) two linearly independent generating vectors in the 1D case,
ii) three linearly independent generating vectors in the 2D case and 5-point stencil,

iii) five linearly independent generating vectors in the 2D case and 9-point stencil. )

™ ——————— = ==
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Consequéncia da malha uniforme na analise de dispersao e simetria do esténcil.

Item i) In the 1D case and 3-point stencil, the CCFDM is determined by three linearly
independent generating vectors Gy = [Ay, By, Cq], G2 = [Az, Bz, Co] and

Gs = [As, Bs, Cs]. For a uniform mesh, the equation of the imaginary part of the
dispersion analysis implies A = C, therefore Gy = [Aq, By, Aq], G2 = [A2, Bo, As] and
G3 = [As, Bs, As]. These vectors are linearly independent, when

a1Gy + aoGo + azgGz = 0 only if &y = ap = a3 = 0. In matrix form this restriction is:

A A Al [ew 0
B1 Bg Bs Qo | = 0
A1 A2 A3 Qasg 0

From which it can be noted that this matrix only has two linearly independent rows.
That is, the rank of the matrix is 2 (deficient rank). Iltems ii) and iii) can be
demonstrated in a similar way. More details can be found in [1,3]. O
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Resultados Numéricos

Problema homogéneo com condi¢des de contorno de Dirichlet.

Solugao exata u(x, y) = cos[k(x cos 6 + ysin#)], onda plana na diregao 6.

1 > i
b 5~ CCFOM-9p-L5p
-+ CCFDM-9p-Lep
Iterpolant
05 il
ol jns 14t s
05
1
01 0.12 014 016
X X
1 ‘ 1 ’ =
1 4 | [~ Ccrom-9p-Lop ! S~ CCFDM-9p-L5p
—+—CCFDM-9p-Lop 4 ) { -+ CCFDM.9p-Lep
Interpolant ¢ Interpolant
05 05
0 - ANRsakk? 1T THoorrif1 - 1
0.5 05
Bl . Bl
04 0.42 044 0.46 0.48 05 08 0.82 084 086 09
x x

Figura 8: Solugées numéricas MCDFC-9p-L5p e MCDFC-9p-L9p na segéo y = 0.5
para o problema homogéneo com 6 = 0, k = 1000, kh,= 0.5.
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Problema homogéneo com condi¢des de contorno de Dirichlet.

Solugéo exata u(x,y) = cos[k(x cos + ysin 9)] onda plana na dlregao 0.

1 1 { [ ccrom Qp Lsp
1l —+—CCFDM- gp L9p.

(s | Interpolant
R 1 ]
0.2 04 06 08 101 012 02
x x
k. # t 1 —e—CCFDM9p-Lop p s
f i |—+—CCFDM-9p-L9p |—#— CCFDM-9p-L9p
Interpolant |—Interpolant
05 05
0 - I 14 H of 1 - - 1 4
05 051
0.4 0.42 0.44 0.46 0.48 05 08 082 084 0.86 088 0.9
x x

Figura 9: Solugdes numéricas MCDFC-9p-L5p e MCDFC-9p-L9p na secéo y = 0.5
para o problema homogéneo com 6 = 0, k = 1000, kh,= 1.0-
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Problema homogéneo com condi¢des de contorno de Dirichlet.

Solugao exata u(x, y) = cos[k(x cos 6 + ysin#)], onda plana na diregao 6.

15

==
.

Ml i
M“W | | i I
os DR R, o

[—5—Cccrom-9p-Lsp
| —+—CCFDM-9p-L9p
Interpolant

o I I I A L

| M\ L

—6—CCFDM-9p-L5p ® ® 9 ——CCFOM-9p-L5p
|—+—CCFDM-9p-L9p s ®  |——ccromopLop
interpolant . . [——nterpolant

T

Figura 10: Solugdes numéricas MCDFC-9p-L5p e MCDFC-9p-L9p na segdo y = 0.5
para o problema homogéneo com 6 = 0, k = 1000, kh,= 2.0-
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Problema homogéneo com condi¢des de contorno de Dirichlet.

Solugao exata com superposi¢ao de trés ondas planas com 6y = 0, 6, = /4,
03 = 7/8: u(x,y) = ,3:1 cos[k(x cos 0; + y sin 6;)].

S~ CCFOM-9p-L5p)
——CCFOM.9p-L9p
Interpolant

>—CCFDM-9p-L5p|
——CcrDM.9p-Lop
|— Interpolant

Figura 11: Solucdes numéricas MCDFC-9p-L5p e MCDFC-9p-L9p na segéo y = 0.5
para o problema homogéneo com k = 1000, kh = 0.5.
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Problema homogéneo com condi¢des de contorno de Dirichlet.

Solugao exata com superposi¢ao de trés ondas planas com 6y = 0, 6, = /4,
03 = 7/8: u(x,y) = ,3:1 cos[k(x cos 0; + y sin 6;)].

5~ CCFOM-9p-L5p
——CCFOM.9p-L9p
Interpolant

—5—CCFOM-9p-L5p)
——CcrDM.9p-Lop
|— Interpolant

—5—CCFDM-9p-L5p)
——CCrDM-9p-Lop
[—tnterpolant

Figura 12: Solu¢des numéricas MCDFC-9p-L5p e MCDFC-9p-L9p na segéo y = 0.5
para o problema homogéneo com k = 1000, kh = 1.0.
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Problema homogéneo com condi¢des de contorno de Dirichlet.

Solugao exata com superposi¢ao de trés ondas planas com 6y = 0, 6, = /4,
03 = 7/8: u(x,y) = ,3:1 cos[k(x cos 0; + y sin 6;)].

5~ CCFOM-9p-L5p
——CCFOM.9p-L9p
Interpolant

—5—CCFDM-9p-L5p)
——CCrDM-9p-Lop
[—tnterpolant
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|— Interpolant
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Figura 13: Solucdes numéricas MCDFC-9p-L5p e MCDFC-9p-L9p na segéo y = 0.5
para o problema homogéneo com k = 1000, kh = 2.0.
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Problema com fonte e condigées de contorno de Dirichlet.

Fonte f(x, y) = 4 + k?(x2 + y?) e solugdo exata
u(x,y) = x* + y? + sin[k(x cos 8 + y sin 9)].

25

—o—CCFDM-9p-Lpd —&—CCFDM-9p-L5p
N —+—CCFDM —#+—CCFDM-9p-L9p
. Interpolant

o 02 0.4 06 08 1 04 0.45 05 055 06
X X

Figura 14: Solugbes numéricas MCDFC-9p-L5p e MCDFC-9p-L9p na secéo y = 0.5
para o problema ndo homogéneo com 6 = 7 /4, k = 1000, kh = 0.5.
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Problema com fonte e condigées de contorno de Dirichlet.

Fonte f(x, y) = 4 + k?(x2 + y?) e solugdo exata
u(x,y) = x* + y? + sin[k(x cos 8 + y sin 9)].

—&—CCFDM-9p-L5p
—#+—CCFDM-9p-L9p
Interpolant

X

0.6

Figura 15: Solugbes numéricas MCDFC-9p-L5p e MCDFC-9p-L9p na secéo y = 0.5
para o problema ndo homogéneo com 6 = 7 /4, k = 1000, kh = 1.0.
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Problema com fonte e condigées de contorno de Dirichlet.

Fonte f(x, y) = 4 + k?(x2 + y?) e solugdo exata
u(x,y) = x* + y? + sin[k(x cos 8 + y sin 9)].

—©—CCFDM-9p-L5p —&—CCFDM-9p-L5p
—+— CCFDM-9p-L9| o |+ ccrom-op-Lop
® $ o ] |=——mterpolant

& I

Figura 16: Solugbes numéricas MCDFC-9p-L5p e MCDFC-9p-L9p na secéo y = 0.5
para o problema ndo homogéneo com 6 = 7 /4, k = 1000, kh = 2.0.
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© Resultados Numéricos

@ Erros 2D
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Convergéncia do erro global.

1U—ullp
llullz
parédmetro de malha (eixo inferior) ou kh (eixo superior).

Erro relativo RECG = calculado na norma vetorial /b como uma fungao do

kh
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Figura 17: Erro relativo na norma b com f =0, k = 300,060 =0e
100 x 100 < N < 2000 x 2000.
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Erro relativo REC em fungé@o do nimero de onda k.

Erro relativo REC = % calculado na norma vetorial /b como uma fungdo de k
2

mantendo o valor kh = 0,5 constante paraf =0,6 = 0e 50 < k < 1000.
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:
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Figura 18: Erro relativo nanorma b com f =0, = 0e 50 < k < 1000.
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Erro relativo REC em funcéo da direcéo da onda
plana 6.
IU=ull,

Erro relativo REC = Tl calculado na norma vetorial /b como uma fungdo de 6
mantendo o valor kh = 0,5 constante para f = 0 e k = 200.

[-+—cc —=—ccFpm-5p CCFDM-9p-L5p —e—CCFDM-9p-L9p |

Relative Error

)
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Q o
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] o8 A Q" o NS N A NS

0-direction

Figura 19: Erro relativo na norma L com f = 0, kh = 0,5 e k = 200.
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Comentarios Finais.

@ Uma nova abordagem para o MDF aplicavel para qualquer EDP foi
desenvolvida, a qual é capaz de gerar qualquer esquema de diferencas
finitas pertencente ao subespaco de aproximacéo local St.

@ Esta abordagem sempre é capaz de gerar o esquema de diferengas
finitas que minimiza a relagao de dispersao em qualquer dimensao.

@ No caso 1D e esténcil com 3 pontos, o MCDFC elimina totalmente a
poluicao do erro, anulando a dispersao de onda.

@ No caso 2D e esténcil com 5 pontos, o MCDFC-5p é capaz de obter
dispersao equivalente a do método GLS, porém com o esténcil de
dimensao menor. A matriz do sistema linear é penta-diagonal enquanto
que a do método GLS tem nove diagonais diferentes de zero.

@ No caso 2D e esténcil com 9 pontos, as duas versdes do MCDFC-9p
produzem a mesma relagao de dispersao equivalente a do método
QSFEM.
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