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5.1 - Defini¢ao de derivadas. Derivadas laterais. Diferencial de uma fungao.
Diferenciabilidade de fungboes. Calculo de derivadas usando a definicao. Obtencgao
de uma tabela basica de derivadas. Propriedades de derivadas. Regra da cadeia.
Derivada da funcao implicita, inversa, paramétrica. Derivada logaritmica.

Derivada de uma fungao num ponto.

Seja y = f(x) definida no intervalo (a,b) e z, um ponto deste intervalo. Denotemos
por Ax = x — x, um incremento do argumento da funcao tal que o ponto x, + Az € (a,b).
Entdo o incremento correspondente da fungéo serd: Ay = y(z) — yo = f(x) — f(z,) =

flxo + Ax) — f(x,). E se Az # 0 podemos definir o quociente dos incrementos como

Ay _ f(@o+Az)—f(zo)
Ax — Az :

Geometricamente isto pode ser entendido como segue:

flx) & f(x,)

A ' reta tangente
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Figure 1: Representacao geométrica do quociente dos incrementos e da derivada.

Como tg(p) = ‘ZZZ((;O)), sen(p) = % e cos(p) = % , temos que tg(p) = %. Ou seja,

o quociente dos incrementos corresponde a tangente do angulo que forma a secante com o




eixo X. Note que este dngulo ¢ é funcao de Az (¢(Az)). O quociente dos incrementos é
chamado de velocidade media de variagao da fungdo f(x) no segmento (x,,z, + Azx).

Definicao 1 Dizemos que f(x) é derivavel no ponto x, se existe o limite quando Ax — 0
do quociente dos incrementos. O wvalor deste limite é chamado de derivada de f(x) no
ponto x, e costuma-se denotar como:

Ay _

. . ° A _ °
y/(,f[,'o) — f/(:L'O) = %vaxo = %|$:$o — hm =5 hm w

= li Az)).
Az—02T  Az50 @ Aim tg(p(Az)

Neste caso a secante quando Az — 0 é chamada de tangente & curva da fun¢ao no ponto
(o, f(5)). O Alimotg(go(Aac)) = tg(p,) € por isto podemos interpretar geometricamente
T—r

a derivada da funcdo no ponto z, como a inclinacdo da reta tangente a curva no ponto
d .
(w0, f(20)): Flomr, = lim tg(i2(A2)) = tg (o).
Se a funcdo f(x) admite derivada em cada ponto de certo intervalo (¢,d) C Domf,
d

entdo y' = f'(x) = 3% constitue uma nova funcio definida no intervalo (c, d).

Exemplo 1: f(x) = ¢, onde c¢ representa uma constante. Entao f(z, + Az) = ¢
Vz, € R. Portanto, Ay = f(x, + Az) — f(z,) =0 Vz, € R, ﬁ—z =0ey =0.

Exemplo 2: f(z) = x. Neste caso f(z, + Az) = z, + Az ¢ ﬁ—z = %ﬁw =

% = ﬁ—i = 1. Portanto ¢/ =1 Vz, € R.

Exemplo 3: f(x) = 22. Neste caso f(z,+ Az) = (z,+Ax)? e ﬁ—g = W =

x
2_..2 —
(wot So)”—wy _ (wotBrtwo)(wotdrro) _ (22otA0)(AT) _ (95 4 Az). Portantoy = lim 3% =

A:L"%OAQc a
2x, Vx, € R.

Exemplo 4: f(z) = |z|. Neste caso f(z, + Azx) = |z, + Azx| e % = leotlelzlze] gy

Az
Zo > 0 (z, < 0) podemos escolher |Ax| o suficientemente pequeno para que (z, + Az) > 0

((xo + Ax) < 0), logo temos :

Ay _ Az _ 4 =1
{ AL 8%, para zo > 0 e portanto { y, para zo > 0 . No ponto z, =
=5 = —1 paraz, <0 y =—1 paraz, <0

1 para x, > 0
0 temos 3¢ = 12zl — °
Az Az -1 paraz, <0’
portanto a derivada no ponto z, = 0 também nao existe. Note que os limites laterais
existem mas sdo diferentes.

logo o limite quando Az — 0 néo existe, e

Derivadas laterais e infinitas.

Analogamente aos conceitos de limites e continuidade lateral, introduzimos o conceito
de derivada lateral.

Definicao 2 Chamamos de derivada lateral direita (esquerda) da funcioy = f(x) no ponto
Zo ao limite lateral direito (esquerdo) do quociente incremental quando Ax — 0 se existe o
limite.

H@ot 80 21@o) (derivada pela direita).

fi(xzo) = lim W (derivada pela esquerda).



Note que, para que exista f’(z,) é necessario e suficiente que existam e sejam iguais as
derivadas laterais em z,. Isto é&: f! (z,) = f.(z,).

f(@ot+Az)—f(2o)

AL = oo dizemos

Definicao 3 Se em determinado ponto x, temos que Ali]fn0
z—

que a funcdo possue derivada infinita em x,. Neste caso, a reta tangente ao grifico da
funcdo serd perpendicular ao eizo X.

Exemplo: Determine f’, (z, = 0) para y = /.

3 , . . YAx . ) 1 . 1 .
Ay=Vace fi(0) = Jim 0 = IV @er = Jm, e =

Regras de derivacgao.

Ja sabemos que se ¢ é uma constante y' = (¢)) = 0. Também, se y = x, entdo
y' = (z) =1. Se y = 22, entdo y = (2?)" = 2z.

Teorema 1 Sejam f(x) e g(x) fungdes derivaveis no ponto x,, entio as fungoes [f(x) +
g(@)], [f(x)g(x)] e [ch((x | (com g(x) #0) sao derivaveis em x, e se verifica:

1) [f(2) £ 9(2)]my, = [/ (20) £ ¢ (o),
) [f(z)g ,(x)]x aco = f’(xo)g(xo) + f(0)g' (wo0),
|:g x } J30)9(1’0) (xo)g’(:co), se g(xo) ?é 0.

@
Prova:
1) y = f(x) £ g(z), entdo Ay = (f(zo+ Az) £ g(xo + Ax)) — (f(20) £ 9(20)) =
(f(xo + Az) — f(x0)) £ (9(xo + Azx) — g(x,)), portanto

Ay _ (f(xot+Az)—f(20)) | (9(zot+Az)—g(z0)) : :
Alﬂlﬁrgofz = Al;}rg()( Fot o1 Tel) MBIl =GP ) como por hipotesis f(z) e g(z)

possuem derivada no ponto x,, entdo existem os limites de cada sumando e podemos usar

a propriedade do limite da suma:

lim {¢ = Al;go(f (2ot A0)=f(zo)) 4 Algigo%w, ou seja, (f(z) £ g(x)),_,, =

=, (g(z0))?

O restante das provas fica de exercicio.
Note que como caso particular de 2) e 3) temos que [cf(x)] = cf'(z) +  f(x) = cf'(z)

/
c |' _ dg@)—cg'(xo) _ _ cg'(xo)
¢ [g(wﬂ = TGP = Ty e 9() #0.

Derivadas de algumas fungoes (Tabela de derivadas).

a) y = 2™, onde n é um nimero inteiro. Utilizando a formula da derivada do produto e
o principio da inducdo podemos demostrar que y' = na""!. Isto também vale para n sendo
um numero racional.

b) y = sen(x), y’ = cos(

8
~

&) y = cos(z), 1 = —sen(z).
1 _ 1
d) Y= tg( ) y (cos(cc))f T cos?(x) .
) y - Ctg( ) y = (SGTL(ZE)) = _SBTLQ(Z) '
f) y =log,(z), y' = +1og, €, no caso que a = e temos 3’ = *.

g) y =a", y = a"Ina, no caso que a = e temos y = e*.

h) derivada das fungdes hiperbélicas sh(z) = £=£— (seno hiperbélico) e ch(z) =

(coseno hiperbdlico):



cth(z)) = m, se x # 0.

Derivada da fungao composta:

Se y = f(u) e u = ¥(x) possuem derivadas em uy = 1p(zg) e xo respetivamente, entao
a fungdo composta y = f(¢(z)) também possue derivada em x( e temos % = %%. Esta
regra pode ser aplicada a cadeias de qualquer niimero finito de func¢oes derivaveis e também

é conhecida como Regra da Cadeia.

Exemplo: Determine a derivada de y = (x2 —2x+ 3)5. Fazendo u = 12 —2x+3 temos
y = u® e pela formula temos % = %j)% =5ut(2z—2) =10(z—1) (2 — 2z + 3)4.

Deivada logaritmica:
Chamamos derivada logaritmica da funcdo y = f(x) a derivada do logaritmo de dita

fungdo: (lny)’ = % = J;/((;E)). Isto pode facilitar o calculo da derivada em casos do tipo

[p()]¥ ).

Exemplo: y = u", onde u = ¢(x) e v = Y(z).
Pegando o logaritmo da funcao temos Iny = Inu” = vlnwu e derivando o produto de
duas fungoes obtemos (Iny)’ = v’ Inu+v(Inwu)’, % =o' lnu+ v%’ ey =y Inu+ ’U%) ou

y =u’ (v Inu+ v%)
Derivadas de fun¢des que nao sao explicitamente dada.

1) Derivada da funcao inversa.

Se a derivada da fungao y = f(x) é % # 0 em xg, entdo a derivada da funcgao inversa

= f1(y) serd % =z
dx

s e

a

Exemplo: y = arcsen(x). A funcdo inversa é x = sen(y), onde — Yy
—1 < x < 1. Note que mesmo que a funcio z = ffl(y) existe para — Y 55
derivada se anula nos pontos y = 7, ou seja, % = cos(x) = 0 em y = +§. Portanto,
nestes pontos niao podemos aplicar a formula da derivada da func¢do inversa. Nos pontos

Holn

T <y <
s
T<y<

restzcal,ntes S(fgue: . . )
2= @y como g = cos(y) logo 2 = (arcsen(x)) = 5] © cos(y) = /1 — sen?(y).

’_ 1 = 1
Portanto, (arcsen(z)) = sy Vi

Exemplo: y = x + Inx. Determine %.
dy _ 1 _ x+1 dr _ 1 _ =z
%—1+E—Tportantod—y—@—z—+l.

dx

2) Derivadas das fungdes dadas em forma paramétricas.

Dizemos que a relacao entre y e z é dada parametricamente se tanto x quanto y sao
z = (1)
y=1v(t)

funcgoes de uma terceira variavel ¢ chamada de parametro { . Entéo se verifica



()
) x=acos(t) g dr _ acos(t) _
Exemplo: { y = asen(t) % = acos(t) e G = —asen(t), logo & 4 = ~asen(l) =
—ctg(t)

3) Derivada da fungao implicita.

Quando a dependencia entre y e z esta dada de forma implicita F(x,y) = 0, para
determinar % nos casos mais simples é suficiente:

a) achar a derivada com respeito a x de F(z,y) considerando y fungdo de =z,

b) igualar esta derivada a zero % =0,

¢) resolver a equagao obtida com respeito a y'.

Exemplo: Achar % se 2% + y> — 3axy = 0.
Seguindo a) e b) obtemos 322 + 3y%y’ — 3a(y + ¢') = 0. Proseguindo com c) temos

2
) _ z%—ay
Y = ao—y?

5.2 - Derivadas e diferenciais de ordem superior. Principais teoremas do
calculo diferencial e suas aplicagoes.

Derivadas de ordem superior.

Definicao 4 Se chama derivada de sequnda ordem ou derivada sequnda de uma funcdo
y = f(x) num ponto x, d derivada da func¢io derivada neste ponto, sempre que a primeira
derivada da func¢io y = f(x) exista no ponto x,. A derivada sequnda é denotada por : y”,

J"(x) ou Y.

Seguindo este procedimento podemos obter a derivada de terceiro ordem, quarta e assim
sucessivamente. Assumindo que estam definidas (existem) todas as derivadas até um certo
ordem (n — 1) numa vizinhanca do ponto x,, entdo podemos definir a derivada de ordem
n da funcdo y = f(x) no ponto x, como sendo a derivada da derivada de ordem (n —1) e

é denotada por: y™, f")(z) ou gxg’!'

Exemplo: Determine y” para y = In(1 — x).

y/ = _(1:,,3)7 y// = (_ (1:@))/ = _(1_136)2-

Teorema 2 Sejam as fungoes f(x) e g(x) tais que possuam derivadas até ordem n no
ponto x,, entdo as fungoes [f(x) = g(x)] e [f(x)g(z)] possuem derivadas até ordem m no
ponto x, e se verifica:

1) [f(x) £ g(@)]%, = ) (20) £ g (@)

2) Formula de Leibniz:
[f(@)g (@), = f<">< 0)9(wo) + (1) D (0)g (x0) + (3) /"D (wo)g" (wo) + -+ +
(Z)f(”*k)(xo)g(k)(xo) + o+ flo) g™ )( o), onde ( ) = ﬁlk),, n!l=1-2-3---(n—1)n
(fatorial de n) e 0! = 1 por definicdo.

Note que quando n = 1 na formula de Leibniz recaimos numa expressao ja conhecida
para a derivada do produto de duas fungdes. Isto ¢, [f(z)g(z)],—, = f'(zo)g(zo) +



(i)f(o) (20)g' (o), onde f(O)(z,) significa que é a derivada de ordem zero, que coincide com

a propria fungio f(z). Como (1) = 1 temos [f(@)g(@)],_,, = f'(z0)g(w0) + F(w0)g(z0),
que foi a expressao obtida anteriormente para a derivada do produto.

Derivadas de ordem superior de fungées dadas em forma parametrica.

, - . x = @t . 2
Se y é uma funcao de z em forma parametrica { Y= ig ti , suas derivadas d—z, 3712/,
podem ser calculadas sucessivamente através das formulas:
dy
derivada primeira % = E £ g,
dt
. 2y Al () : :
derivada segunda 5 = — = = IR e assim sucessivamente.
. 2 T = acos(t
Exemplo: Determine 573 se { (*) .
y = bsen(t)
dy
de _ dy _ dy _ gz _ beos(t) _ b
7 = —asen(t), 5/ = bcos(t), portanto & = = Zasenn = actg(t).
a() b1
d(%) _ b ! _ b 1 _ b 1 d2y _ % _ a(sen(t))2 _
. _E(Ctg(t)) - _E(_ (sen(t))z) ~ a (sen(t))2’ portanto dz? — dz T _—asen(t)

dt
1

b1
a? (sen(t))3"
Diferenciais de primer ordem e ordens superiores.

Defini¢ao 5 Dizemos que y = f(x) € diferenciavel no ponto x, se o incremento Ay pode
ser escrito na forma Ay = DAx + M(Az)Ax, onde D nao depende do incremento Ax e
M(Ax) é um infinitessimo quando Ax — 0 (Ali'r_r)LOM(A:U) =0).

A parte linear com respeito ao incremento Ax é chamada de diferencial de primeiro
ordem da fungdo y e denotada por dy ou df :

Ay = %_a; + M(Ax)Az e quando Ax — 0 temos dy = Ddx onde dx é o diferencial

dy
da variavel independente x.

Exemplo: y = z. Neste caso Ay = Az portanto D = 1 e M (Ax) = 0, consequente-
mente dy = dzx.

Teorema 3 Uma fungioy = f(x) € diferenciavel num ponto x, se e somente se é derivavel
neste ponto e se verifica: dy = 1y'dx.

Isto é, a diferencial de uma fungéo é igual ao produto de sua derivada pelo diferencial
da variavel independente.

Exemplo: Determine a diferencial de y = 322 — x.
Primeira via:
Ay = 3(z+Az)? — (z+ Ax) — 322 + x (x corresponde ao z, arbitrario) = (6x — 1)Az +

———
D
3AzAx portanto dy = (6x — 1)dx.
M

Segunda via:
y' = 6x — 1 como dy = y'dx segue dy = (6x — 1)dx.



Propriedade fundamentais das diferenciais.

a) dc =0, onde ¢ é uma constante

b) dz = Az, onde z é a variavel independente (incremento infinitesimal)
c) d(cu) = cdu

d) d(u £v) =du+dv

e) d(uwv) = udv + vdu
f)d(%) :”d“v;;‘d”se (v#0)
g) d(f(u)) = f'(u)du = %du = %%dx: %dw.

Aplicacao do diferencial nos calculos aproximados.

Ay = f(x + Az) — f(z) = DAz + M(Az)Az  como dy = Ddz = f'(x)dz

= f'(z)Ax + M (Azx)Az.

Quando |Az| é pequeno nés podemos desprezar o termo M (Azx)Ax, ji que é um in-
finitessimo de ordem maior que o termo f’Ax. Neste caso obtemos uma expressao aproxi-
mada para o incremento da funcao:

Ay = f(x + Az) — f(x) = f'(x)Azx, ou seja Ay ~ dy e portanto f(z + Azx) =~
f(@) + f'(z)Aw.

Diferenciais de ordem superior.

Definicao 6 Sejay = f(x) diferenciavel em todo ponto do intervalo (a,b). Seu diferencial
é denotado dy = f'(x)dz. Chamamos diferencial de sequnda ordem ao diferencial do difer-
encial de primeiro ordem. Isto é: d(dy) = d*y = d(f'(x)dzx) = f'(z)d(dx) + dzd(f'(z)) =
dx f"(z)dz.

d*y = f"(x)(dz)?. Note que dz é considerado constante (esta fixo), logo d(dx) = d?z = 0
sempre. Por este motivo na notacdo da derivada segunda é usado f%g e nao di—g.

De forma semelhante é definido o diferencial de terceira ordem e assim sucessivamente
se obtendo:

d3y — y/”(dl‘)g,
dy = y™ (dx).

No caso que se tem y = f(u), onde u = p(x) temos:

dy = f'(x)dx, onde f'(z) = % = W a derivada da fun¢do composta % =
%% = dy = %%dw = %du ja que du = g—;‘dm. Isto é, dy = %du, onde du = %dl’.

Agora d*y = d(dy) = d(%du) aplicando a propriedade para o produto temos

= d(%)du + %d(du) = d(%)du + %dzu, fazendo g = % temos que
df dg d(4) d2f

d(g;) = dg = godu = —=du = G5 du, portanto segue que:

d?y = fTJQC(du)2 + %dQU.

Este mesmo procedimento pode ser feito para obter diferenciais de ordem superior.

Principais teoremas do céalculo diferencial e suas aplicagses.

Definigao 7 (Extremos Absolutos) Seja f(x) uma funcao definida no intervalo (a,b) e
seja xo um ponto de (a,b). Dizemos que f possui um mdximo absoluto (minimo absoluto)

no ponto zg se f(z) < f(zo) Vx € (a,b) (f(x) > f(xo) Yz € (a,b)).



Definicao 8 (Extremos Relativos) Seja f(x) uma funcao definida no intervalo (a,b) e
seja xo um ponto de (a,b). Dizemos que f possui um mdzimo relativo (minimo relativo) no
ponto xq se, existe uma vizinhanga do ponto xo V (zo,0), tal que f(z) < f(zo) Y € V (x0,0)
(f(z) = f(zo) V& € V(20,0)).

Teorema 4 (Fermat) Seja f(x) uma fungdo definida no intervalo (a,b) tal que no ponto
xo € (a,b) alcanga seu valor mdximo ou minimo neste intervalo. Se a derivada f'(zo)
existe, entdo f'(xg) = 0.

Maximo no intervalo

N

Minimo no intervalo
f(x)=0

|
|
a b

Figure 2: Representacao geométrica do teorema de Fermat.

Geometricamente o teorema de Fermat diz que nos pontos de extremos de uma fungao,
quando sdo pontos interiores de um intervalo, se existe a derivada (reta tangente ao gra-
fico da fungao) nestes pontos, entdo ela é horizontal. Agora veremos um exemplo, onde o
teorema nao é valido.

Exemplo: y = 1 — |z| em (—1,1) alcanca seu valor maximo no ponto x = 0, mas
neste ponto nao existe a derivada, portanto nao existe a tangente e o teorema nao pode ser
aplicado.

A derivada no ponto x =0 Maximo no intervalo
ndo existe. Tem infinitas 4
retas tangentes no ponto

O teorema de Fermat ndo
se aplica porgue f'(x=0)
ndo existe

Figure 3: Representacido geométrica do exemplo.

Teorema 5 (Rolle) Se uma fungio é continua no intervalo [a,b], possui derivada f'(z)
Vz €la,b], e f(a) = f(b), entdo existe, pelo menos, um xy com a < xy < b tal que

f'(zo) = 0.



Caso do maximo

Tia)=fib) 01 =0

Caso do minimo

Figure 4: Representacao geométrica do teorema de Rolle.

Teorema 6 (Lagrange) Se uma fungio é continua no intervalo [a,b], e possui derivada
f'(x) Yz €la,b|, entdo existe, pelo menos, um xg com a < xog < b tal que f(b) — f(a) =

(b—a)f'(xo).

y Asecante AB forma angulo {p com X

fib | R
(b) angentes em X1 e X2

paralelas a secante

[

f{b) - fla)

fla) f oA e BT R !

1=
o
=
=
.}
[ =]
o
a

Figure 5: Representacdo geométrica do teorema de Lagrange.

Teorema 7 (Cauchy) Se duas funcgoes f(x) e g(x) sao continuas no intervalo [a,b],
possuem derivadas f'(z) e ¢'(x) Va €]a,b] que ndo se anulam simultaneamente, e g(b) #

~ . b)— ’
g(a), entao existe, pelo menos, um xg com a < xo < b tal que J;Eb;_g((g)) = g,éig;

5.3 - Maximos e minimos locais e globais. Esbogo de graficos. Regra de
L’Hospital - Bernoulli. Séries de Taylor e McLawrin.

Crescimento e decrescimento de fungdoes de uma variavel real.

Defini¢ao 9 Se diz que a funcgao f(x) é crescente (decrescente) no intervalo |a,b| se para
quaisquer pontos x1 e xo deste intervalo tais que x1 < o se verifica f(x1) < f(x2) (f(x1) >

f(x2)).

Teorema 8 Seja f(z) continua no intervalo [a,b]. Se f'(z) > 0 (f'(x) < 0) Vx €]a,b],
entdo f(x) € crescente (decrescente) no intervalo [a,b].



Fungdo mondtona crescente ¥ Fungdo mondtona decrescente
a inclinagdo da reta tangente a inclinag8o da reta tangente
& sempre positiva & sempre negativa

Figure 6: Representacao geométrica de fungdes mondtonas crescente e decrescente.

Os pontos zp onde f(xg) ndo é crescente nem decrescente sdo chamados de pontos criti-
cos ou estacionarios. Nestes pontos f'(z¢) = 0 ou f’(xg) = # ndo existe. Os pontos criticos
delimitam os intervalos de monotonia de crescimento ou decrescimento de f(x).

Exemplo: A funcio y = 2 — 2z + 2 tem um tinico ponto critico:

y=(@*-22+2)=2r-2=2x—-1)=0sex=1.

Ja que o dominio de defini¢do desta fungdo sdo todos os miimeros reais, este dominio é
dividido em apenas dois intervalos pelo tinico ponto critico. No intervalo (—oo, 1) a funao
é mondtona decrescente porque a derivada em todos estes pontos é negativa. No intervalo
(1,00) a fundo é mono6tona crescente porque a derivada em todos estes pontos é positiva.
Veja o gréafico da funcdo na figura 7.

(—o0, 1) N

Neste intervalo f(x) &€ mpndtona
decrescente

MNeste intervalo f(x) € mondtona
crescente

:
1
1
I
|
1
'
'
1
1
1
|
1
'
'
1
|
1
|
|
'
'
1
1
1
|
1
'
'
1
1
1
|
|
'
'
1
1
|
1
'
'
1
|
f
1

ponto critico

Figure 7: Intervalos de crescimento e decrescimento de y = x? — 2z + 2.

Miaximos e minimos locais (relativos) e globais (absolutos).
Os pontos de maximo ou minimos relativos ou locais também sdo chamados de ex-
tremos relativos da funcdo. O ntmero f(xo) é chamado de valor maximo (minimo) relativo
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da fung¢ao no intervalo V(xg, d).
Condicao Necessaria para a existéncia de Extremos Relativos.

Teorema 9 Se em xq existe um extremo relativo, entio f'(xq) = 0 ou f'(x0) = P ndo
existe.

Condicao Suficiente para a existéncia de Extremos Relativos.

Teorema 10 (Sinal da primeira derivada) Em xo hd um mdzimo (minimo) relativo
de f(x) se existe uma vizinhanga V(z0,0) = (xo — 0,20 + ) tal que f'(z) >0 (f'(z) <0)
para g — 0 < x < xzg e f'(x) <0 (f'(x) >0) para zg < x < xg + 9.

Note que em zp nao existird extremo relativo de f(z) se f'(z) conserva o mesmo sinal
Vo € V(xo,9).

Teorema 11 (Sinal da segunda derivada) Em xo hd um mdzimo (minimo) relativo

de f(x) se f'(x0) = 0 e f"(x0) < 0 (f"(xo) > 0).

Em 2 ndo existird extremo relativo de f(x) se f'(zg) = 0, f"(x0) = 0 e f"(zg) # 0.
FEm geral, quando a primeira derivada que nao se anula é de ordem k impar nao existira
extremo relativo de f(x) em xg. Se k é par existird um méaximo (minimo) relativo se

F®) (o) < 0 (fF) (o) > 0).
Exemplo: Encontre os extremos relativos de y = 23 — 322 4 4 no intervalo (—2,4)?

Condicao Necessaria: f'(zg) = 0 ou f'(zg) = 7 ndo existe.

Como esta funcdo possui derivada em todo seu dominio, apenas resta a condicao
f'(z0) = 0. Sabendo que f’ = 322 — 6x segue que 3z(z —2) =0 em 21 = 0 e 29 = 2. Estes
sdo os pontos criticos. Para saber se hi extremos relativos devemos verificar a condicio
suficiente, e neste exemplo vamos usar Teorema 11.

Condigao Suficiente: méximo relativo se f”(xp) < 0 e minimo relativo se f”(z) > 0.

Ja que f"(x) =6z —6 =6(z —1).

Em 27 =0 temos f”(z1 =0) = —6 < 0, logo haverda um méximo relativo.

Em z9 = 2 temos f”(x2 =2) = 6 > 0, logo haverd um minimo relativo.

Os pontos de maximo ou minimos absolutos ou globais também sdo chamados de ex-
tremos absolutos da func¢do. O nimero f(zg) é chamado de valor méximo (minimo) absoluto
da funcao.

Teorema 12 Seja f(z) continua em [a,b]. O mdzimo (minimo) absoluto de f(x) em
[a,b] é alcangado no mdzimo (minimo) relativo (ponto critico) de f(x) ou nos extremos do

intervalo (f(a) ou f(b)).

Portanto, para encontrar os extremos absolutos devemos primeiro determinar os ex-
tremos relativos e posteriormente comparar os valores de f(z) nos pontos criticos com os
valores f(a) e f(b). O maior valor serd o maximo absoluto e o menor o minimo absoluto.
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Exemplo: Encontre os extremos relativos e absolutos de y = 2> — 32 + 3 no intervalo
[—2,3]7

Extremos Relativos.

Condicao Necessaria: f'(zg) = 0 ou f'(zo) = 7 ndo existe.

Como esta funcdo possui derivada em todo seu dominio, apenas resta a condigao
f'(x0) = 0. Sabendo que f" = 322 — 3 segue que 3z(z —1) =0 em z; = —1 e 5 = 1. Estes
sdo os pontos criticos. Para saber se hi extremos relativos devemos verificar a condicao
necessaria, e neste exemplo vamos usar Teorema 11.

Condigao Suficiente: méximo relativo se f”(xp) < 0 e minimo relativo se f”(zg) > 0.

Ja que f"(x) = 6z.

Em 27 = —1 temos f”(x1 = —1) = —6 < 0, logo havera um méximo relativo.

Em z9 =1 temos f”(z9 =1) =6 > 0, logo haverd um minimo relativo.

Extremos Absolutos

Para determinar os extremos absolutos usamos o Teorema 12. Portanto, devemos com-
parar os valores de f(x) nos pontos criticos e nos extremos do intervalo [—2, 3].

Os valores da func¢ao nos pontos criticos sdo:

Flar=—1) = (~1)* = 3(=1) + 3 = 5,

flzy=1)=(1)2-3(1)+3=1.

Os valores da fungéo nos extremos do intervalo [—2, 3] sdo:

Flag = —2) = (=2)° = 3(~2) +3 = 1,

flzy=3)=(3)3-3(3) +3 =21.

Comparando estes quatro valores (f(x1), f(z2), f(x3), f(z4)) chegamos a conclusao que
o maximo absoluto é alcan¢ado no ponto (x4, f(x4)), e 0 minimo absoluto é alcan¢ado nos
pontos (z2, f(z2)) e (z3, f(z3)). Note que neste exemplo o minimo relativo é também um
minimo absoluto, porém isto vai depender do intervalo [a, b] que estd sendo analisado.

Exercicio: Encontre os extremos relativos e absolutos de y = e®sen(x) no intervalo
31]?
172

[—m
Esbogo de graficos.

Para construir o grafico de uma fungédo é necessario conhecer as seguintes informagoes:

i) determinar o dominio de definigdo da funcao e sua imagem,

ii) determinar os pontos de descontinuidade da funcao,

iii) determinar os pontos criticos da fun¢do com os intervalos de crescimento e decresci-
mento,

iv) determinar os extremos relativos e absolutos da fungao,

v) determinar se existe simetria, periodicidade, monotonia, ou sinal constante da funcao.

Exercicio: Esboge o grafico de y = e”sen(z) no intervalo [—, 37”]‘7

Regra de L’Hospital - Bernoulli para o calculo de limites indeterminados.

Indeterminac¢oes do tipo % ou 2: Nestes casos temos duas funcdes f(x) e g(z) que

se tem derivada primeira numa vizinhanga de zg e ¢'(zg) # 0, tal que lim,_,,, f(z) =0 e
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f'(z)
g'(z)’

limg 4, g(z) = 0 (ou limy—yy, f(x) = 00 e limg_y, g(x) = 00). Se existe o lim,_,4,
entao se verifica a formula de L’Hospital - Bernoulli:
/
@) . @

lim —= = .
sa0 g(z)  ereo /()

(1)

!
Esta regra também ¢é vélida se xp = co. No caso que lim,_,4, % continue com indeter-

minacao do tipo 8 ou 2, e as fungdes f'(r) e ¢'(r) satisfazem as condigoes anteriormente

exigidas, entdo o teorema pode ser aplicado novamente a f’(z) e ¢'(x) como:

o @ _ @)

wwo g'(x) oo g(x)

(2)

E assim, a regra pode ser aplicada sucessivamente até conseguir resolver a indetermi-
I (@)

nacao. Entretanto, ¢ importante destacar que pode existir o lim, 4, S(z) Sem que ex-

ista limg_s4, F(2) " Neste caso nio pode ser aplicada a Regra de L’Hospital - Bernoulli e

g'(x)
limy 4, % deve ser resolvido usando os métodos estudados anteriormente para resolver

limites indeterminados no Tépico 3.

z4

Exemplo: Determine o lim,_,q T c0s(@) =2

Neste exemplo temos f(z) = z* e g(z) = 22 + 2cos(z) — 2, e em xg = 0 temos uma
indeterminagdo do tipo J. Ambas as fungdes tém derivadas em V(0,8): f'(z) = 4a e
g (z) = 2z — 2sen(z). Logo, lim,_o % = lim, 0 #j’n(x) = 2 continua com indetermi-

nagao do tipo %.
Podemos tentar usar a regra novamente as derivadas: f”(z) = 1222 e ¢"(z) = 2 —

"(2) 1222

2cos(z). Logo, lim,_ ;’7(93) = limg 0 55 = % que continua com indeterminacao do

cos(x)
tipo %.

Podemos tentar usar a regra novamente as segundas derivadas: "' (z) = 24z e ¢"'(z) =
2sen(x). Logo, lim,_, % = lim,_,g %n?x) = 8 que continua com indeterminacao do
tipo %. Porém, sabendo que lim,_.g #(z) = 1 segue que lim,_o 2;;%3) = lim,_,o 12#@) =
12. Portanto,

. 1" . 7 . ’ . 4
12 = hmz_>0 % = ].lma;_>[) % = hmx_>0 % = hmw_>0 WS(Q?)—Q
Exemplo: Determine o lim,_.g %7

Neste exemplo temos f(z) = In(z) e g(z) = ctg(x), e em xy = 0 temos uma indetermi-
nagao do tipo 2. Ambas as fun¢des tém derivadas em V(0,0): f/(z) = Leg'(z) = 1

" sen?(x)”
’ 1
Logo, lim,_.o % = lim, 0 — ”“'12( : = > ou lim; —sen;(x) = % que continua com inde-
. ~ . 0
terminacgao do tipo % ou . )
Podemos tentar usar a regra novamente as derivadas: f”(z) = (—sen?(x))’ = —2sen(x)cos(x)
e ¢"(x) = (z) = 1. Logo, lim, g Jgf:,/—g; = lim, 0 w = —2sen(0)cos(0) =
—2% 01 =0. Portanto,
1 @) _ s @) In(x)
0 =lim,_.g T = lim,_,q T = lim,_,q ctg@)"
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Agora veremos um exemplo onde o limite existe e ndo pode ser usado a Regra de
L’Hospital - Bernoulli.

25en(L
Exemplo: Determine o lim,_,q xszg(ligc) ?
. 1 . z2sen(L)
Sabendo que lim, 0 o = 1 e limg o zsen(y) = 0 segue que limg 0 w5 =

limg 0 o7 ( )msen(l) = lim,_,g lim,_yg a:sen( )=1x0=0.

sen(:v)
Agora ao tentar usar a Regra de L’Hospital - Bernoulli temos:
f(z) =a?sen(L) e f'(z) = 2wsen(L) — cos(2).

g(x) = sen(x) e g'(z) = cos(x).

2x36n(i)—cos(l)

Logo, lim,_ % = lim,_o T Sabendo que limy_,g cos(z) = 1, lim, 23;3671(%) =

0 e lim,_,g cos(l) nao existe, podemos concluir que nao pode ser aplicada a Regra de

L’Hospital - Bernoulli, embora o lim,_,q [z é g exista.

Indeterminagées do tipo 0 - co: Neste caso temos as fungdes f(z) e g(z) tal que
limg_yq, f(z) = 0 e limy_yy, g(z) = 00, entdo o produto f(z)g(zr) pode ser transformado
como segue:

= f(@) indetermina 509 = [ﬁ] indeterminacao x
Fwole) = {1 (indeterminago ) = (determinagio 22). (3)

Desta forma a indeterminacgao do tipo 0 - co é transformada em tipo % ou ¢ e agora pode-
mos tentar usar a Regra de L’Hospital - Bernoulli.

Indeterminagdes do tipo co — co: Neste caso temos as fungoes f(z) e g(z) tal que
limg_yz, f(z) = 00 e limgy_yy, g(z) = 00, entdo f(x) — g(z) pode ser transformado como
segue:

9(x) 9(x)
flx)—glx)= f(x [1 — —} indeterminacdo oo - 0) se lim ——= = 1. 4
(@)~ a(e) = F@) |1 = T )se Jim G5 (4)
Desta forma a indeterminacio do tipo oo — oo é transformada em tipo 0 - co que pode ser

transformada em % ou 2 para poder tentar usar a Regra de L'Hospital - Bernoulli.

Exemplo: Determine o L = limxﬁo[m — x%]
Neste caso temos uma indeterminacao do tipo oo — oo que pode ser transformada em

indeterminacao do tipo % se aplicamos denominador comum.
z2—sen?(x)
z2sen?(x)
a Regra de L’Hospital - Bernoulli, para facilitar os calculos, vamos substituir o denominador
por um infinitessimo equivalente Isto é, sabendo que sen(x) ~ = quando z — 0, entdo
?sen’®(z) ~ 2%2? = 2* quando x — 0. Logo, L = lim,_,q M, que continua sendo
uma mdetermlnagao do tipo 2 - Aplicando a Regra de L Hospltal - Bernoulli temos:

f(z) = 2% — sen®(z) e f'(x) = 22 — sen(2z).

g(z) = 2* e ¢/ (x) = 423,

Logo, L = lim,_,q % = lim,_,o

L =lim, g , que é uma indeterminacao do tlpo . Porém, antes de aplicarmos

2z—sen(2x)
43
do tipo 8. Aplicando novamente a Regra de L’Hospital - Bernoulli temos:

, que continua sendo uma indeterminagao
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f"(x) =2 — 2cos(2x).
g"(z) = 1222

2z —sen(2x) " (z 2—2cos(2x) 1—cos(2x)

L = lim; 0 153 = limg; 0 ngg = limg 0 T 19z2 T lim, o G2

Sabendo que cos(2z) = cos(z+x) = cos(z)cos(x) —sen(x)sen(x) = cos?(z)—sen?(z) =
1—cos(2x) 1—[1—2sen?(z)]
622 6x2

1 — sen?(x) — sen?(z) = 1 — 2sen?(x) segue que lim,_,o

2sen?(x) sen(z) sen(z) _ 1 _ 1
627 = . —3 Ll l=3=L

= lim, o

. 11
lim, 0 =3 lim 0

Indeterminacdes do tipo 1 ou 0Y ou oo”: Nestes casos temos f (iL')g(x) e devemos

. (wfm])
tomar o logaritmo f(z)9(*) = e . Assim, In [f(l‘)g(z)} = g(x)In[f(x)] que re-
sulta em indeterminagoes do tipo 0 - co que podemos transformar em indeterminacoes do
tipo % ou 2 para poder tentar usar a Regra de L'Hospital - Bernoulli.

Exemplo: Determine o L = limx_,o[cos(2x)]z%?

Neste caso temos uma indeterminagao do tipo 1°° que pode ser transformada em inde-

x

terminac¢ao do tipo 2 usando propriedades do logaritmo e exponéncial como segue.
oo

3 3
cos(2x)] =2 >

eln(z) — x, entao elnl = [cos(2x)]12~ Logo,
3

L= limxﬁg[cos@az)]z% =lim, e

Chamamos L; = lim,_,q m%ln[cos(?m)] que é uma indeterminacao do tipo 3. Aplicando a
Regra de L’Hospital - Bernoulli temos:

f(z) = 3ln|cos(2x)] e f'(x) = —6tg(2x).

g(z) =22 e ¢'(v) = 2u.

3 3 ) .
Infcos(2x)]=? _ elima—o Infcos(2z)] a? ehmz—m Z%ZH[COS(QI)]'

Logo, L1 = lim,_,g % = lim,_,g _Gtgfx) = —6lim,;_,g tgéix) = —61lim,_,q % =
—61lim,_.q %(fx) lim, _,q m = —6-1-1= —6. Portanto, L = Xt = ¢ 5.

Séries de Taylor e McLawrin.

Se uma fungao f(z) é continua em [a, b], possui derivadas continuas até a ordem (n—1)
Vz € [a,b], e existe a derivada de ordem n Yz €]a, b[, entdo a fungdo pode ser representada
como uma Série de Taylor entorno do ponto xg € [a,b] na forma a seguir:

(n—1) (n)
+f(n_§)?) (x_xo)(nfl) + / n'(é-) (IE—II?())”, (5)

onde o ponto & €]a, b[. Esta é a conhecida e muito util Férmula de Taylor que nesta notagao
pode ser descrita com um numero finito de termos. Porém, para isto é necessario conhecer
o ponto &. Outra forma de expressar a Série de Taylor em infinitos termos é da seguinte
maneira:
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) f"(xo)

2

— xo)k, (6)

(z — x0) + (z—20)?+ + Lz —x)" 4 - -

f'(zo
1!
(l‘o) (

f(xo) +

2, )
= Z -

k=0
onde £ (zq) = f(x) e 0! = 1.

No caso particular que xg = 0 na Série de Taylor obtemos a Série de Maclaurin.

f™0)

HONEOR .

T T -
0
) s

: (7)

flz) =

f(0) +
©  f(k)
- v/ '(
k=0

k

Deve ser dito que historicamente primeiro surgiu a Férmula de Maclaurin para aproximar
as fungoes entorno da origem (z = 0). Posteriormente foi generalizada para a Férmula de
Taylor que permite aproximar a func¢do entorno de um ponto diferente da origem (x = xg #
0). Também, é importante ressaltar que quando aproximamos fungoes os infinitos termos
da série sdo trocados por um nimero finito de termos de acordo com nossa necessidade de
precisao na aproximagao como segue:

/ " (n)
f(z) f(O)—I—fl(!o)x—i-f2(!0)x2+---+fn!(o)a;"
~ kzzo f(’:!((])xk para Maclaurin, (8)
/ " (n)
f@) ~ o)+ T ) ¢ T g TR gy
n . p(k)
~ / kk('aro) (x —z0)¥  para Taylor. (9)
k=0 '

Exemplo: Obtenha a Série de Taylor da funcio f(r) = 23 — 222 + 32 + 5 no entorno
do ponto zg = 2.

O primeiro que deve ser feito é calcular as derivadas da fun¢do no ponto zg.
1) f(x) =23 — 222 + 32+ 5 e em 29 = 2 temos f(2) = 11.

2) f'(z) = 32% — 4z + 3 e em z = 2 temos f'(2) =T.

3) f"(x) =6x —4 e em xg =2 temos f"(2) =8.

4) f"(x) =6 e em xp = 2 temos f"'(2) = 6.

5) f"(x) =0Vn > 4.

Agora substituimos na formula de Taylor:

£ =3 T @ o)t = flao) + T @ gy 1 T gy
k=0 ) ’
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8 :1:—2) +

flw) =11+ 7@ —2) + Swo2p+ 2on)ts.

3! 4!
Note que todos os termos com derivadas de ordem maior ou igaul a 4 sdo zero. Isto
quer dizer que a formula de Taylor corresponde de forma exata a funcao

8

> 02— 2y (10)

23— 222 4+ 30+ 5=11+7(x —2) + 3'(

—(z — 2) +
Isto porque a funcédo é um polinémio de terceiro grau. Mas se for desconsiderado o termo
da derivada terceira, entdo a formula de Taylor aproxima a funcao

8 —(z—2)% (11)

23— 22 + 324+ 5~ 11+ 7(x—2) + o

Exemplo: Obtenha a Série de Taylor da funcao f(z) = sen(z) no entorno do ponto
xo = 0 (Série de Maclaurin).

Calculando as derivadas da fungdo no ponto xzg.

1) ( = sen(z) e em xy = 0 temos f(0) = sen(0) = 0.
2) f/(x) = cos(z) e em xy = 0 temos f/(0) = cos(0) = 1.
3) f"(z) = —sen(x) e em 29 = 0 temos f”(0) = —sen(0) = 0.
4) f"(x) = —cos(z) e em xp = 0 temos f"”(0) = —cos(0) = —1.

5) f(z) = sen(x) = f(z) e em zg = 0 temos f(0) = sen(0) = 0.

Desta forma se repetem de forma ciclica as derivadas. Agora substituimos na formula

de Taylor:

0 1 0 1
sen(x) :0—1—1(3:—0)—1—5(96—0) —|—?(x—0)3+E(x—0)4+a(m—0)5+-'-
que reorganizando obtemos
! 1 ~1 1 1 4

sen(x) = :L'—|-?33 +§x —1—?:1: —1—5:1: ot

Note que o sen(z) é uma funcao impar (f(—x) = —f(x)) e por isto na Formula de Taylor
aparecem apenas os termos com poténcia impar. (
sen

Esta formula de Taylor pode ser usada para provar que lim, g 2) — =1, ou seja que

sen(x) é um infinitésimo equivalente a x quando z tende para zero.

lim sen(x) — lim z+ _3.1m3 + 5,m + = 1‘7 + 9,$ + 1_11,$11 + -
x—0 €T x—0 xT
. sen(zr) -1 1 -1 1 -1 1

Exemplo: Obtenha a Série de Taylor da fun(;ao f (:B) = cos(:c) no entorno do ponto
xo = 0 (Série de Maclaurin).

Calculando as derivadas da fun¢do no ponto xzg.

1) f(x) = cos(x) e em xg = 0 temos f(0) = cos(0) = 1.

2) f'(z) = —sen(z) e em xy = 0 temos f/'(0) = —sen(0) =

3) f"(x) = —cos(x) e em xg = 0 temos f”(0) = —cos(0) =
4) f"(z) = sen(x) e em xg = 0 temos f"”'(0) = sen(0) = 0.
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5) fi¥(z) = cos(x) = f(z) e em 29 = 0 temos f(0) = cos(0) = 1.
Desta forma se repetem de forma ciclica as derivadas. Agora substituimos na formula
de Taylor:

-1 1
cos(x) = 1+0(x70)+?(9370)2+—(:U70)3+4—(x70)4+—(:1370)5+~'
que reorganizando obtemos

PR S0 SRS SO S SRS SN B SR Ts
cos(a:)—l—i—jx —i—zx +ﬁx +§x +1—0!x + -
Note que o cos(z) é uma fungdo par (f(—x) = f(x)) e por isto na Formula de Taylor
aparecem apenas os termos com poténcia par.

Também, esta formula de Taylor pode ser usada para provar que lim,_,q 2=cos(@)) _ 1,

2
x
ou seja que (1 — cos(z)) ¢ um infinitésimo equivalente a %- quando z tende para zero.

g 20— cos(@)) _ . 2ge? + rat 4+ gt + et 4 a4 )
x—0 :1;‘2 o x—0 1’2

. 2(1 = cos(x)) ) 1 -1, 4 —1g 1 4

oy =5 = Im 2 e g g e ) =1

Exemplo: Obtenha a Série de Taylor da funcdo f(z) = e no entorno do ponto xg =0
(Série de Maclaurin).

Calculando as derivadas da fungdo no ponto xzg.

1) f(x) = e® e em 29 = 0 temos f(0) = e’ = 1.

2) f'(z) = e® = f(x) e em z9 = 0 temos f(0) = ¥ = 1.

Desta forma se repetem as derivadas. Agora substituimos na formula de Taylor:

1 1 1 1 1
v _ N A M2 B VA B
e —1—1—1!(90 0)+2!(x 0) +3!(x 0) +4!($ 0) +5(:L' 0)° +

que reorganizando obtemos

1 1 1 1 1
T __ - -2 =3 -4 ) L.
e’ =1+ 1!x+2!$ +3!:1: +4!x +5!x +
Note que e® nao é uma fungdo par nem impar, e por isto na Formula de Taylor aparecem
todos os termos com poténcia par e impar.
Também, esta formula de Taylor pode ser usada para provar que lim,_,q
seja que (e — 1) é um infinitésimo equivalente a = quando z tende para zero.

(e"=1)

x

=1, ou

]imM:hm(%x+%x2+%$3+%$4+éx5+...)
z—0 T z—0 T

(=1 .1 1 1, 1.4 1., -
ilg})T_i%(ﬂ-Fax—i-ix +Ia: +a;p +oo)=1

Exemplo: Obtenha a Série de Taylor da func¢do f(z) = In(1+ z) no entorno do ponto
xo = 0 (Série de Maclaurin).

Calculando as derivadas da fungdo no ponto xzg.
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1) f(x) = ( + ) e em xo = 0 temos f(0) = ln(1+0):0.
2) f'(z) = H)eemxo—Otemosf() s )—1

3) f(x) = +1)2 e em xo = 0 temos f”(0) = (1+0) = -1
4) f"(x) = Hw)g, e em 29 = 0 temos f(0) = (1f0) =2.
5) f(x) = 1+x)4 e em z = 0 temos f%(0) = ﬁ:—&

E assim sucessivamente a derivada de ordem n pode ser representda como f"(z) =
(=)= vy > 1 e em 29 = 0 temos f7(0) = (—1)m=D =Dl — (_1)(n=D(p — 1)1,

(14-z)m (14+0)n
Agora substituimos na formula de Taylor:
1 ~1 2 —6 (1) D(n —1)! "
In(l+z) = 0+1|($ 0)+ 51 —(2—0)? g(x—O) +?(m 0) -+ . (x—0)"+- -
que reorganizando obtemos
~1 2 6 4 (=D D —1)
In(l1+zx )—x+?x +§$+4 + -4 — 4

Note que In(1l + z) ndo é uma funcdo par nem impar, e por isto na Formula de Taylor
aparecem todos os termos com poténcia par e impar.

Também, esta formula de Taylor pode ser usada para provar que lim,_,q w =1,
ou seja que In(1l + x) é um infinitésimo equivalente a  quando x tende para zero.

(=)= (n—-1)!

]imwzhm(ﬁ‘l- 2|$ +3,$ -l-?T!ﬁx‘l_i_..._F o xn+“.)
z—0 T z—0 T
z—=0 x x—)O 21 31 4 ol

Todos estes exemplos mostram que a formula de Taylor pode ser usada para encontrar
infinitésimos equivalentes de uma fun¢éo no entorno de um ponto xg. Porém, esta nao é a
Unica utilidade da série de Taylor. Ela também pode ser usada para aproximar derivadas
por diferencas finitas e etc.
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